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ambulant.  Service  maritime,  480  page» 10  fr. 
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Cours    élémentaire    de   télégraphie  sans   fil, 
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PROGRAMME  DU  CERTIFICAT  D'ÉTUDES  SUPÉRIEURES 


DE 


MATIJÉMAÏIQUES  GÉNÉRALES 

(Prépauatoire  a  l'Étudk  des  Sciences  Physiques) 
DE  LA  FACULrÉ  DLS  SCIENCES  DE  L'UNIVERSITÉ  DE  PAFtlS 


Arithmétique  et  Algèbre. 

Opérations  élémentaires  de  Tarithmétique  sur  les  nombres  déci- 
maux; déterminer  les  limites  de  Terreur  commise  sur  le  résultat  d'une 
de  ces  opérations  quand  on  connaît  les  limites  des  erreurs  commises 
sur  les  nombres.  Erreurs  absolues;  erreurs  relatives. 

Mesure  des  angles  en  degrés  et  en  radians.  Lignes  trigonomé- 
triques;  formules  fondamentales  :  addition,  multiplication  et  division 
par  2  et  par  3.  Sommî  des  sinus  et  cosinus  d'arcs  en  progression 
arithmétique. 

Equations  des  premier  et  second  degrés. 

Calcul  des  valeurs  arithmétiques  des  radicaux.  Exposants  fraction- 
naires et  négatifs. 

Séries  à  termes  positifs  :  caractères  de  convergence  ou  de  divergence 

tirés  de  l'étude  des  expressions     "  "*"  ' ,  y  U„,  n^Un. 
Séries  absolument  convergentes.  —  Séries  alternées. 

1h — I     pour  m    infini;   de   (iH — j     :    nombre    e; 

série  e'. 

Fonctions  d'une  variable  réelle.  Représentation  graphique.  Fonction 
linéaire,  fonction  du  second  degré. 

Dérivée  d'une  fonction.  Pente  d'une  courbe  en  un  point.  Dérivées 
des  fonctions  de  fonctions.  Fonctions  10\  e\  a' . 

Logarithmes  vulgaires,  logarithmes  népériens.  Sinus  et  cosinus 
hyperboliques.  Tables. 


VI  PROGRAMMR 

l'sagc  de  la  dérivée  pour  l'étude  de  la  variation  d'une  fonction; 
maxima  et  niinima.  Signilieation  du  signe  de  la  dérivée  seconde; 
inflexions. 

Théorème  de  Holle  :  formule  des  accroissements  finis;  représenta- 
lion  graphique. 

Fonctions  de  deux  variables  indépendantes.  Représentation  gra- 
phique par  une  surface;  relation  '\'  =  f{p,v)  caractéristique  d'un 
corps;  équation  de  Van  der  Waals. 

Fonctions  de  plusieurs  variables  indépendantes;  dérivées  partielles; 
formule  des  accroissements  finis.  Dérivée  d'une  fonction  composée. 
Applications.  Courbe  y  =  x^ -\- px -\~  q ;  discussion,  calcul  approché 
des  racines  par  la  méthode  de  Newton  ou  la  méthode  des  parties  pro- 
portionnelles. Conditions  pour  qu'un  polynôme  en  x  soit  divisible  par 
X  —  a,  par  (j*  —  a)'-  ou  par  {x  —  a')  \ 

Résolution  graphique  d'une  équation  de  la  forme  f{x)  —  .p(a:)  =  0 
par  l'intersection  des  deux  courbes  y  =  /'(j:),  y  =  ep  (x).  Applications. 
Exemples  de  la  méthode  des  approximations  successives. 

Fonction  définie  par  une  série  entière  en  a?  à  coefficients  réels. 
Intervalle  de  convergence.  Addition  et  multiplication.  A  l'intérieur 
de  l'intervalle  de  convergence,  on  obtient  la  dérivée  ou  les  fonctions 
primitives  de  la  fonction,  en  prenant  la  série  des  dérivées  ou  des  fonc- 
tions primitives. 

1  1 

Exemples  :  développements  en  série  de  . ;  ^ ^\  arc  tangx; 

j^ 3» 

Lll-ha:);  L -j .  —  Séries  exponentielles  e',  a^:  série  du  binôme, 

'  '        i-+-x  ^  ' 

série  arc  sin  x.  Développement  en  séries  de  sin  x  et  de  cos  x. 

Formules  de  Mac  Laurin  et  de  Taylor  : 

Application  de  la  formule  de  Taylor  à  l'étude  du  quotient  de  deux 
fonctions  de  x  dans  le  voisinage  d'une  valeur  donnée  de  x;  cas  où  les 
deux  fonctions  de  x  s'annulent  pour  celte  valeur.  Diverses  formes 
d'indétermination. 

Croissances  de  e''  et  Lj:  comparées  à  celles  de  x'".  Application  à  la 

recherche  de  la  limite  de  —,  pour  jr  infini  et  de  x'"Lx.  pour  x^O. 

Décomposition  des  fractions  rationnelles  en  éléments  simples  sur 
des  exemples  numériques. 

Grandeurs  complexes.  Représentation  graphique  :  module,  argu- 
ment. Fonctions  e',  cos:,  sin:  pour  z  complexe.  Relations  : 
e''e  =  e"  +  *,         «'  +  '^  =  e^  (cos  y  -h  t  sin  y). 

Sinus  et  cosinus  hyperboliques;  leurs  relations  avec  le  sinus  et  le 
cosinus  ordinaires. 
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Géométrie  analytique. 


Vecleurs  et  segments.  Projections.  Théorème  des  projections.  Défi- 
nition d'un  vecteur  par  son  point  d'application  et  ses  projections  sur 
trois  axes  rectangulaires.  Coordonnées  d'un  point. 

Conditions  de  parallélisme  de  deux  vecteurs. 

Formule  :  • 

PP'cos  (P,  P')=XX'-+-YY'+ZZ'. 

Angle  de  deux  vecteurs;  condition  de  perpendicularité. 

Ligne  droite.  Cercle.  Problèmes  élémentaires. 

Équations  de  l'ellipse,  de  l'hyperbole,  et  de  la  parabole,  rapportées 
à  leurs  axes  de  symétrie. 

Équation  de  la  tangente.  Normale.  Sous-tangente.  Sous-normale. 

Courbure  d'une  courbe  plane  :  centre  et  cercle  de  courbure. 

Développée  dune  courbe  plane  :  application  à  la  chaînette,  à  la 
cycloïde,  aux  coniques. 

Surfaces.  Équation  du  plan.  Equation  de  la  sphère. 

Représentation  d'une  ligne  dans  l'espace  par  deux  équations,  ou  par 
les  expressions  des  coordonnées  d'un  point  en  fonction  d'un  paramètre. 

Ligne  droite. 

Problèmes  sur  la  ligne  droite  et  le  plan. 

Tangente  à  une  courbe  gauche.  Plan  osculateur.  Courbure,  normale 
principale.  Centre  de  courbure.  Application  à  l'hélice  circulaire. 

Équations  de  l'ellipsoïde,  des  hyperboloïdes,  des  paraboloïdes  rap- 
portés à  leurs  axes  de  symétrie.  Ellipsoïde  d'inertie. 

Plan  tangent  à  une  surface.  Position  de  la  surface  par  rapport  au 
plan  tangent.  Maxima  et  minima  des  fonctions  de  deux  variables. 

Courbure  des  lignes  tracées  sur  une  surface  :  théorème  de  Meusnier. 
Courbure  des  sections  normales  :  indicatrice. 

Calcul  différentiel  et  calcul  intégral. 

Ivfnivxent  petits.  —  Infiniment   petits  équivalents.   Ordre   relatif 
de  deux  infiniment  petits.  Valeur  principale.  Exemples. 
DifTéreniielle  première  d'une  fonction  d'une  variable. 
Différentielle  totale  d'une  fonction  /*(ar,i/,...)  définie  par  la  formule  : 

df=ndx-^fldy-^.... 

Transformation  de  cette  expression  lorsqu'on  remplace  x,y...,  par 
des  fonctions  d'autres  variables. 
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Intégrales.  —  L'aire  d'un  segment  de  courbe  est  la  limite  de  la  somme 
des  rectangles  inscrits;  emploi  des  symboles 


1  f{x)dx,        I   f{x)  dx. 


Valeur  moyenne  d'une  fonction  dans  un  intervalle. 

Changement  de  variable.  Intégration  par  parties. 

I#légralion  des  différentielles  rationnelles  en  r  et  de  celles  qui  s'y 
ramènent. 

Application  des  quadratures  à  la  rectification  des  courbes,  au  calcul 
d'un  volume  décomposé  eu  tranches  par  des  plans  parallèles,  à  l'éva- 
luation de  l'aire  d'une  surface  de  révolution  et  au  calcul  des  moments 
d'inertie. 

Aires  et  volumes  des  solides  de  la  géométrie  élémentaire. 

Calcul  des  coefficients  de  la  série  de  Fourier.  Exemples.  Fonctions 
périodiques. 

Règle  de  différentiation  sous  le  signe  f.  Intégration  des  différen- 
tielles totales  à  deux  et  à  (rois  variables. 

Condition  pour  que  : 

f{x,y)dx-ho{x,y)dy 
soit  une  différentielle  totale.  Intégrale 


ff{x,  y)dx-^<f{x,  y)dy, 


prise  le  long  d'une  courbe  plane.  Condition  pour  que  l'intégrale  ne 
dépende  que  des  limites  et  non  du  chemin  d'intégration. 

Application  à  la  théorie  mécanique  de  la  chaleur. 

Mêmes  questions  pour  les  expressions  différentielles  à  trois 
variables  : 

f{x,  ?/,  z)dx-\-o{x,  y,  z)dij-h'l{x,  y,  z)dz. 

Travail. 

Intégrales  doubles  en  coordonnées  rectangulaires  et  coordonnées 
polaires.  Application  au  calcul  des  volumes,  des  aires  courbes,  des 
centres  de  gravité,  des  moments  d'inertie. 

Intégrales  triples. 

Champ  de  vecteurs.  Tourbillon. 

Formule  de  Green.  Formule  d'Ampère  et  de  Stokes. 

Equations  différentielles  du  premier  ordre  à  une  fonction  inconnue 
et  à  une  variable  indépendante.  L'intégrale  générale  représente  les 
lignes  de  vecteurs  d'un  champ  plan. 

Intégration  des  types  élémentaires  :  équation  linéaire,  équation 
homogène. 
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Équations  du  second  ordre  quand  x  ou  //  manque. 

Équation  linéaire  à  coefficients  constants  sans  second  membre  ou 
avec  un  second  membre  formé  d'un  polynôme  et  d'exponentielles. 

Intégration  de  deux  équations  simultanées  du  premier  ordre  définis- 
sant 1/  et  :  en  fonction  de  x.  Les  intégrales  sont  représentées  graphi- 
quement par  les  lignes  de  force  d'un  champ.  Exemples. 

Intégration  de  plusieurs  équations  simultanées  du  premier  ordre. 
Intégrales  premières.  Leur  usage. 

Quelques  exemples  d'équations  aux  dérivées  partielles.  Equation 
des  cordes  vibrantes  :  intégration  par  les  fonctions  arbitraires  ou  la 
série  de  Fourier. 

Cinématique. 

Cinématique  du  point.  —  Mouvement  rectiligne  d'un  point.  Rolalivité 
du  mouvement.  Vitesse,  accélération.  .Mouvement  uniforme,  uniformé- 
ment varié,  vibratoire  simple. 

Mouvement  curviligne.  Vitesse.  Hodographe.  Vecteur  accélération. 

Accélérations  tangentielle  et  centripète.  —  Diagrammes  des  espaces, 
des  vitesses,  des  accélérations  tangentielles. 

Mouvement  rapporté  à  des  axes  de  coordonnées  rectangulaires  ou 
obliques  et  à  des  coordonnées  semi-polaires. 

Cinématique  d'un  système  invariable.  —  Translation.  Rotation  autour 
d'un  axe  fixe.  Mouvement  hélicoïdal. 

Changement  du  système  de  comparaison  :  composition  des  vitesses; 
composition  des  accélérations  bornée  au  cas  où  le  mouvement  du  sys- 
tème de  comparaison  est  un  mouvement  de  translation. 

Dynamique. 

I.  Point  matériel  libre.  —  Principe  de  linertie.  Définition  de  la 
force  et  de  la  masse.  Relation  entre  la  masse  et  le  poids.  Invaria- 
bilité de  la  masse.  Unités  fondamentales.  Unités  dérivées.  Mouvement 
d'un  point  sous  l'action  d'une  force  constante  en  grandeur  et  en  direc- 
tion ou  sous  l'action  d'une  force  issue  d'un  centre  fixe  :  1°  proportion- 
nelle à  la  distance;  2"  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance. 

Composition  des  forces  appliquées  à  un  point  matériel. 

Travail  d'une  force,  travail  de  la  résultante  de  plusieurs  forces,  tra- 
vail d'une  force  pour  un  déplacement  résultant.  Théorème  de  la  force 
vive.  Énergie  cinétique  et  potentielle  d'un  point  matériel.  Surfaces 
de  niveau.  Champs  et  lignes  de  force. 

II.  Point  matériel  non  libre.  —  Mouvement  d  un  point  pesant  sur 
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un  plan  incliné  avec  ou  sans  frottement,  la  vitesse  initiale  étant  dirigée 
suivant  une  ligno  do  plus  grande  ponte  :  pression  totale  sur  le  plan; 
réaction  du  plan.  Petites  oscillations  d'un  pendule  simple  sans  frot- 
tement; isochronisme. 

Hovxog>h\éitè.  —  Dimensions  d'une  vitesse;  d'une  accélération;  d'une 
force;  d'un  travail;  d'une  quantité  de  mouvement;  d'une  force  vive. 

Statique. 

Statique  du  point.  —  équilibre  d'un  point  matériel  libre,  d'un  point 
matériel  assujetti  à  rester  sur  une  courbe  fixe  ou  sur  une  surface  fixe 
avec  ou  sans  frottement. 

Mometits.  —  Moment  vectoriel  par  rapport  à  un  point.  Moment  par 
rapport  à  un  axe. 

Stalifjur  des  systèmes  de  points  matériels.  —  Démontrer  qu'il  existe 
six  conditions  nécessaires  d'équilibre  indépendantes  des  forces  inté- 
rieures. Démontrer  que,  pour  les  systèmes  invariables,  ces  six  condi- 
tions sont  suffisantes.  Cas  particuliers. 

Équivalence  do  deux  systèmes  de  forces  appliquées  à  un  corps 
solide.  Application  à  la  réduction  d'un  système  de  forces.  Composition 
des  couples.  Centre  des  forces  parallèles;  centre  de  gravité;  moment 
des  forces  parallèles  par  rapport  à  un  plan. 

Équilibre  d'un  solide  invariable  qui  nest  pas  libre.  Cas  d'un  point 
fixe,  d'un  axe  fixe  avec  ou  sans  glissement  le  long  de  cet  axe,  de  un, 
deux  ou  trois  points  de  contact  avec  un  plan  fixe.  Réactions.  Énoncé 
et  applications  du  principe  des  travaux  virtuels- 
Mouvement  des  systèmes. 

Théorèmes  généraux.  Mouvement  du  centre  de  gravité;  théorème  des 
moments;  théorème  des  forces  vives.  Exemples.  Moments  d'inertie. 
Mouvement  d'un  corps  solide  autour  d'un  axe  fixe.  Pendule  composé; 
calcul  des  réactions  de  Taxe.  Impulsions;  percussions. 

Épreuve  pratique. 

Calcul  numérique  dune  expression  où  n'entrent  que  les  opérations 
élémentaires  de  l'arithmétique.  Limite  de  l'erreur  commise  sur  le 
résultat  quand  on  connaît  les  limites  des  erreurs  commises  sur  les 
données;  problème  inverse. 

Usage  des  tables  de  logarithmes;  discussion  des  erreurs  que  com- 
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porte  le  calcul  d'une  expression  numérique  effectué  au  moyen  des 
tables  de  logarithmes. 

Usage  de  la  règle  à  calculs. 

Calcul  numérique  des  séries;  applications  diverses. 

Résolution  num  érique  deséquations  du  3*  degré,  des  équations  algé- 
briques et  transcendantes.  Méthodes  graphiques. 

Interpolation;  calcul  des  coefficients  d'une  loi  physique  par  la 
méthode  des  moindres  carrés. 

Usage  de  certaines  tables  (des  fonctions  elliptiques,  etc.).  Con- 
struction, à  l'aide  de  ces  tables,  de  courbes  classiques  (courbe  de 
M.  Cornu,  etc.). 

Calcul  numérique  approché  des  intégrales  définies  (formule  de 
Simpson).  Méthode  graphique.  Planimètres. 

Calcul  numérique  approché  des  intégrales  doubles.  Méthode  gra- 
phique. 

Intégration  approchée  des  équations  différentielles.  Méthodes  gra- 
phiques. 

Machine  arithmétique. 
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Le  grand  nombre  des  étudiants  qui  suivaient,  en  1919-1920,  le 
cours  de  mathématiques  générales  de  la  Sorbonne,  les  conditions  très 
défectueuses  où  ils  se  trouvaient  pour  prendre  des  notes  dans  l'amphi- 
théâtre où  nous  avions  dû,  à  cause  de  cette  affluence  d'élèves,  trans- 
porter notre  enseignement,  nous  avaient  fait  considérer  comme  indis- 
pensable de  rédiger  et  de  faire  aulographier  des  feuilles  de  cours.  Les 
résultats  obtenus  ainsi  nous  ont  fait  penser  qu'une  édition  de  ces 
feuilles,  en  typographie,  pourrait  rendre  des  services  à  un  public  plus 
étendu.  Telle  est  l'origine  de  cet  ouvrage  ;  il  développe,  par  conséquent, 
le  programme  du  certificat  de  mathématiques  générales  (prépara- 
toires à  l'étude  des  sciences  physiques),  de  la  Faculté  des  Sciences  de 
Paris,  y  compris  les  méthodes  de  calcul  numérique  se  rapportant  à 
l'épreuve  pratique  de  ce  certificat. 

Les  notions  fondamentales  d'analyse  mathématique  et  de  géométrie 
analytique  que  contient  ce  programme  ont  été  présentées  aussi  sim- 
plement qu'il  a  été  possible,  mais  avec  les  explications  nécessaires 
pour  en  faire  comprendre  le  sens  et  la  portée,  et  avec  les  détails  indis- 
pensables à  la  clarté  de  l'exposition.  Nous  voudrions  que  ce  cours  pût 
se  suffire  à  lui-même,  à  défaut  de  l'enseignement  oral  qui  manquera 
peut-être  à  bien  des  lecteurs. 

Dans  l'exposition,  on  a  fait  appel,  toutes  les  fois  que  les  questions 
le  comportaient,  aux  interprétations  géométriques,  mais  sans  con- 
fondre intuition  avec  démonstration,  et  en  s'efTorçant  de  ne  sacrifier  ni 
la  netteté,  ni  la  précision,  ni  la  rigueur.  L'auteur  n'a  pas  perdu  de 
vue  qu'un  cours  de  mathématiques  générales  a  pour  but  essentiel  de 
donner  à  de  futurs  physiciens,  ou  à  de  futurs  techniciens,  la  culture 
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malhémalique  qui  leur  esl  indispensable  pour  les  sciences  expérimen- 
tales ou  appliquées  axquelles  ils  se  destinent. 

Mais  il  a  peine  à  croire  que  l'école  de  l'a  peu  près  soit  une  bonne 
école  pour  eux;  et  il  estime  qu'un  enseignement  qui  conduit  à  un 
certificat  d'études  supérieures  ne  saurait  avoir  une  tenue  scientifique 
moindre  que  l'enseignement  des  lycées  qui  aboutit  au  baccalauréat 
et  que  les  cours  de  mathématiques  générales  doivent  précisément 
compléter  et  prolonger. 

Les  lecteurs  qui  n'ont  en  vue  que  le  certificat  de  mathématiques 
générales,  ou  qui  ne  cherchent  qu'à  se  familiariser  avec  l'oulil  mathé- 
matique, en  vue  d'applications  techniques,  pourront  passer  certaines 
démonstrations,  comme  celles  des  propriétés  des  exposants,  ou  celles 
qui  se  rapportent  au  nombre  e.  Ils  laisseront  de  côté,  en  particulier, 
tout  le  texte  imprimé  en  petits  caractères,  à  l'exception  des  exemples 
et  exercices,  et  des  paragraphes  relatifs  aux  calculs  numériques,  qui 
ont  été  imprimés  ainsi  pour  que  les  théories  essentielles  soient  bien 
en  évidence,  et  pour  que  l'ouvrage  soit  plus  facile  à  consulter. 

Les  développements  théoriques  imprimés  en  petits  caractères 
s'adressent  à  une  autre  catégorie  de  lecteurs.  Nous  ne  pouvions  pas 
oublier  que  le  cours  de  mathématiques  générales  est,  pour  beaucoup 
d'étudiants,  qui  n'ont  pu  passer  par  une  classe  de  mathématiques 
spéciales,  la  première  initiation  aux  mathématiques  supérieures. 
\  ceux-là  nous  devions  avant  tout  ne  rien  dire  qui  ne  fût  exact;  et 
nous  devions  aussi  leur  signaler  les  difficultés  dont  l'éclaircissement 
est  réservé  aux  cours  de  calcul  difTérentiel  et  intégral.  Nous  avons 
cherché,  de  plus,  lorsque  cela  était  immédiatement  possible,  à  leur 
fournir  les  démonstrations  et  les  explications  nécessaires  pour  com- 
pléter notre  exposition,  sans  sortir  du  cadre  qui  nous  était  donné  par 
le  programme  du  certificat  de  mathématiques  générales. 

Nous  pensons  qu'avec  ces  quelques  compléments,  notre  livre  ne  sera 
pas  non  plus  inutile  aux  élèves  des  classes  de  mathématiques  spé- 
ciales. 

Le  but  principal  de  l'enseignement  des  nialhémaliques  génér  aies  est 
de  fournir  aux  étudiants  des  outils  commodes  et  sTirs  pour  l'étude 
des  sciences  expérimentales.  La  mécanique  nous  ofTre  le  premier 
exemple  —  et  le  plus  important  —  de  cette  application .  C'est  pourquoi 
les  leçons  de  mécanique  qui  terminent  cet  ouvrage  ont  été  rédigées  en 
s'éloignant  le  moins  possible  des  réalités  concrètes  ,  en  faisant  appel  à 
l'intuition  de  l'espace  et  du  mouvement,  dans  la  mesure  où  la  rigueur 
des  raisonnements  ne  s'en  trouve  pas  altérée.  L'auteur  a  préféré 
l'étude  approfondie  de  quelques  exemples  particuliers  à  l'exposition 
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de  théories  générales.  L'étudiant  qui  se  sera  familiarisé  avec  les 
méthodes  du  calcul  différentiel  et  intégral  développées  dans  le  corps  de 
l'ouvrage  n'aura  aucune  difficulté  à  donner  aux  démonstrations  une 
forme  plus  analytique  et  à  l'énoncé  des  résultats  un  caractère  plus 
général. 

La  Librairie  de  renseignement  technique,  qui  nous  avait  prêté  son 
concours  le  plus  dévoué  quand  il  s'était  agi  de  faire  autographier  nos 
feuilles  de  cours,  a  conduit  l'impression  de  cet  ouvrage  avec  une  acti- 
vité, une  rapidité  et  un  soin,  pour  lesquels  nous  tenons  à  adresser  ici 
tous  nos  remerciements  à  notre  éditeur,  M.  Léon  EyroUes. 

Paris,  le  1 0  mars  1 92 1 , 

E.  Vessiot.         p.  Montel. 
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CHAPITRE   I 

GÉNÉRALITÉS  SUR  LES  FONCTIONS  ET  LES  LIMITES 

§  1.  —  VARIABLES   ET   FONCTIONS 

1.  Définitions.  —  Une  lettre  x,  à  laquelle  on  peut  donner,  dans  la 
question  dont  on  s'occupe,  autant  de  valeurs  numériques  arbitraires 
que  Ton  veut,  s'appelle  une  variable  indépendante. 

Une  autre  lettre  y,  qui,  dans  la  même  question,  est  liée  à  a:  de 
manière  qu'à  chaque  valeur  donnée  à  x  corresponde  une  valeur  de  j/, 
s'appelle  une  fonction  de  x. 

On  dit  aussi,  dans  ce  cas,  que  y  est  une  variable  dépendante. 

On  traduit  cette  idée  de  dépendance  par  la  notation  y  =z  f{x),  dans 
laquelle  f(x)  désigne,  pour  chaque  valeur  de  x,  la  valeur  correspon- 
dante y  de  la  fonction,  et  se  lit  /  de  x. 

Exemple.  —  Si  on  désigne  par  y  le  trinôme  x-  —  ix -\-  3,  on  écrit  : 

y  =  X-  —  4x  -f-  3 
et  cette  formule  montre  que  y  est  une  fonction  de  x.  Avec  la  notation  :  y  =  f(x}.  on 
écrira  de  môme, 

f(x)  —  xi  —  ix  +  3, 
et  on  aura,  par  exemple  : 

/(0)  =  3,        /(1)  =  0,        f2)  =  -l,        /(-!)  =  8,  etc.... 

Hemarque  I.  —  On  peut  considérer  le  symbole  /'d'une  fonction 
quelconque  comme  un  opérateur.,  car  il  désigne  l'opération  qu'il  faut 
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efîeclufir  sur  la  valeur  de  la  variable  iudépendanle  pour  en  déduire  la 
valeur  correspondante  de  la  fonction.  Dans  l'exemple  préeédenl,  cette 
opération  est  composée  d'une  élévation  au  carré,  d'une  mulliplicalion 
par  i,  d'une  soustraction  el  d'une  addition. 

Jicmarifuc  J.  —  Si  on  a  à  considérer  simultanément  diverses  fonc- 
tions de  X,  on  les  désignera,  dune  manière  analogue,  par  f{x),  ^(a), 
...,F(x),  G(x),  .,.,^{x),-l{x),  .... 

2.  Fonctions  explicites.  —  Toute  fonction  y  de  x  qui,  comme  dans 
l'exemple  précédent,  est  définie  par  une  formule  résolue  en  y.  s'appelle 
une  fonction  explicite. 

Les  fonctions  rationnelles  sont  les  polynômes  entiers  en  x,  et  les 
quotients  de  deux  tels  polynômes,  qu'on  appelle  fractions  rationnelles. 

x  —  \ 


Ex.  :  y  =  2.T  —  3.         y  =  x^  -|-  .r  —  1 ,         y  = 


x+i 


Une  fonction  explicite  est  dite  irrationnelle,  si  des  radicaux  figurent 
dans  son  expression.. 


^-•-  y  =  Ni--^      y  =  \/^iél 


Remarque  I .  —  Quand  il  s'agit  d'un  polynôme  entier,  la  variable 
indépendante  peut  prendre  n'importe  quelle  valeur,  ou,  comme  l'on 
dit.  peut  varier  de  —  x  a  -h  x  .  Dans  le  cas  des  fractions  rationnelles, 
on  peut  avoir  à  exclure  des  valeurs  singulières  de  la  variable  indépen- 
dante, pour  lesquelles  la  formule  qui  définit  la  fonction  n'a  pas  de 
sens  :  à  savoir  celles  qui  annulent  le  dénominateur.  Ainsi  x=z — 1  est 

une  valeur  singulière  pour  y  = -r- 

Remarque  2.  —  Pour  les  fonctions  irrationnelles,  il  peut  arriver,  de 
plus,  que  X  ne  doive  varier  que  dans  certains  intervalles.  Ainsi 
y  =  \  1  —  x-  n'a  de  sens  que  pour  —  1  ^  a?  ^  1  :  on  dit  que  cette  fonc- 
tion n'est  définie  que  dans  l'intervalle  ( —  1,  -h  1). 

Uéfinilions.  —  D'une  manière  générale,  a  et  é  étant  deux  nombres 
quelconques,  et  n  étant  plus  petit  que  h,  on  appelle  intervalle  (a,  b) 
l'ensemble  des  valeurs  de  x  qui  satisfont  à  la  double  inégalité  : 

Les  nombres  a  et  è  sont  les  extrémités,  ou  les  homes  de  l'intervalle. 
Ils  font  partie  de  l'intervalle.  Les  nombres  qui  satisfont  à  la  double 
inégalité,  plus  restrictive  : 

a  <.  X  <,b 

sont  dits  compris  entre  a  et  h,  ou  intérieurs  à  Vintervalle  {a,  b). 
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On  dit  encore  :  l'intervalle  ( — x> ,  a)  pour  indiquer  Tensemble  des 
valeurs  x  telles  que  o-^a;  et  l'intervalle  {h,  -h  oc  )  pour  indiquer 
l'ensemble  des  valeurs  r  IpUos  que  :  ^'^/•. 

3-4.  Fonctions  de  plusieurs  variables.  —  Étant  données  plusieurs 
variables  indépendantes,  x,  y,  z,  par  exemple,  une  autre  lettre  u,  qui, 
dans  la  question  dont  on  s'occupe,  est  liée  aux  précédentes  de  manière 
qu'à  chaque  système  de  valeurs  attribuées  à  x,  >/,  ::,  corresponde  une 
valeur  de  u,  s'appelle  une  fonction  de  x,  y,  -,  et  se  représente  par  des 
notations  telles  que  : 

Exemple.  —  Si  on  désigne  par  u  le  polynôme  x-  -\-  2yz  —  z-  -{-2y  —  6x  +  2,  on 
^^^^^^  '■  u  =  a;2  +  2y:  —  r^  +  2y  —  Gx  +  2  ; 

et  u  sera  une  fonction  de  x,  y,  z.  Si  on  la  désigne  par  u  =fiT,  y,  z),  on  a,  par  exemple, 
/(O,  0,  0)  =  2,       /(i,  0,-1)^-4,       /(1,2.  3)  =  4,  .... 

Équations.  —  Si  on  fait  passer  dans  le  premier  membre  tous  les 
termes  d'une  équation  en  x,  le  premier  membre  devient  une  fonc- 
tion f(x),  de  sorte  que  l'équation  prend  la  forme  générale  /'(a:)  =  0. 

De  même,  la  forme  générale  d'une  équation  à  plusieurs  inconnues, 
X,  y,  z,  par  exemple,  est  f{x,  g,  c)  =  0. 

5.  Représentation  graphique  d'une  variable.  —  Imaginons  un  point 
mobile  qui  se  déplace  sur  une  droite  x'x;  il  peut  se  déplacer  dans  deux 
sens  :  de  x'  vers  x,  ou  de  x  vers  x'. 


ce 


Û 


-H 


Appelons  l'un  de  ces  sens,  par  exemple  celui  de  x'  vers  x,  sens  positif. 
Nous  obtenons  ainsi  une  droite  dirigée,  ou  axe.  Prenons  sur  cet  axe  un 
point  fixe  0,  que  nous  appellerons  Vorigine.  Choisissons  entin  une 
unité  graphique,  le  centimètre,  par  exemple. 

Alors  '/  fout  point  A  de  l'axe  correspond  un  nombre  algébrique  o, 

—V 

qu'on  appelle  son  abscisse;  à  savoir  la  mesure  algébrique  du  vecteur  O.A. 

Par  définition,  sa  valeur  absolue  est  la  longueur  du  vecteur  OA, 
mesurée  avec  l'unité  graphicjue  choisie;  son  signe  est  -h  ou  ^,  sui- 
vant que  le  sens  du  vecteur  (c'esl-à-dire  celui  dans  lequel  se  déplace 
un  point  mobile  allant  de  l'origine  0  à  l'extrémité  A  du  vecteur)  est 
le  sens  positif  de  l'axe,  ou  le  sens  opposé. 

En  d'autres  termes,  la  valeur  absolue  de  a  est  la  distance  du  point  .\ 
à  l'origine;  et  a  est  positif  ou  négatif  suivant  que  A  est  sur  la  demi- 
droite  Ox  [demi-axe  positif),  ou  sur  la  demi-droite  Oo;'  (demi-axe  négatif). 

Il  résulte  de  là  qninversement  à  tout  nombre  algébrique  a  correspond 
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un  poinl  A  (/»•  l'are,  et  un  seul,  ayant  a  pour  abscisse.  Car  lo  signe  de  a 
indique  celui  des  deux  demi-axes  Oa-,  Oj:'  sur  lequel  doit  se  trouver  A; 
et  sur  ce  demi-axe  il  y  a  un  point  et  un  seul  situé  à  la  dislance  jaj  de 
l'origine  O  ' . 

Il  y  a  ainsi  correspondance  univo(/ite  -'  entre  les  nombres  alçichrifjues 
et  tes  points  de  l'axe.  Et  Ton  peut  se  représenter  les  diverses  valeurs 
d'une  variable  .r  par  les  points  M  de  l'axe  qui  ont  ces  diverses  valeurs 


JC' 


^ 


pour  abscisses.  Un  dira  que  .M  correspond  à  la  valeur  x  de  la  variable, 
s'il  a  X  pour  abscisse.  Au  lieu  de  dire  l'abscisse  du  poinl  M,  on  dira 
même  \'x  du  point  M. 

Remarque  I .  —  Se  donner  l'origine  0  de  l'axe,  son  sens  positif,  et 
l'unité  graphique,  revient  à  marquer  sur  la  droite  les  points  0  et  I 
qui  correspondent  respeclivement  aux  nombres  0  et  /. 

Remarque  2.  —  Lorsque  x  varie  en  croissant,  M  se  déplace  dans  le 
sens  positif.  Un  intervalle  (rt,  b)  est  représenté  par  le  segment  AB  de 


M 


Taxe,  dont  les  extrémités  A  et  B  ont,  respectivement,  a  et  b  pour 
abscisses. 

6.  Représentation  graphique  d'un  système  de  deux  variables.  — 
Donnons-nous  dans  un  plan  deux  axes  rectangulaires  x'x,  y'y.  Leur 

point  de  rencontre  0  servira 
d'origine  sur  chacun  d'eux. 
L'unité  graphique  étant 
choisie,  on  a  ainsi  un  sys- 
I  tènie d'axes  de  coordonnées; 
el  0  est  Voriyine  de  ce  sys- 
tème. Pour  éviter  les  con- 
fusions, les  abscisses  rela- 
tives à  l'axe  y'y  s'appel- 
leront ordonnées;  on  réser- 
vera le  nom  d'abscisses  aux 
abscisses  de  l'axe  x'x. 

(1)  La  notation  ',x],  que  nous  emploierons  couramment,  désigne  la  valeur  absolue 
du  nombre  algébrique  x.  Nous  emploierons  aussi  le  mot  de  module  comme  synonyme 
de  valeur  absolue. 

(2)  G'est-à-dire  un  a.  un. 


î) 

\\ 

V 

>... 

^V"" 

^ 

ao 

oo' 

0 

X 
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Cela  posé,  à  tout  poi)U  M  du  plan  correspond  un  couple  de  nombres 
algébrifjues  a-,  y;  à  savoir  l'abscisse  x  de  sa  projection  orthogonale  U 
sur  x'x  et  l'ordonnée  y  de  sa  projection  orthogonale  V  sur  y'y.  On  les 
appelle  Vabscisse  et  Vordonnée  de  M;  et.  de  leur  ensemble  x,  y.  on  dit 
que  ce  sont  les  coordonnées  de  M,  dans  le  système  xOy.  On  les  appelle 
encore,  plus  simplement,  l'a;  et  l'y  de  M. 

Labscisse  et  lordonnée  de  M  sont  donc  les  mesures  algébriques  des 

deux  projections  (ou  composantes;  OU  et  OV  du  vecteur  OM,  relatives 
aux  deux  axes  x'x  et  y'y. 

Le  point  M  est  à  l'intersection  des  axes  y|j/i  et  a'Jajj,  menés  par  U  et 
V  parallèlement  à  y'y  et  x'x. 

11  en  résulte  (\\x  inversement  à  tout  système  de  valeurs  x,  y  de  deux 
variables  correspond  un  point  M  du  plan,  ayant  pour  coordonnées  x  et  y, 
et  un  seul.  Car  au  nombre  x  correspond  sur  x'x  (axe  de  la  variable  x) 
un  point  U  et  un  seul;  au  nombre  y  correspond  sur  y'y  (axe  de  la 
variable  y)  un  point  V  et  un  seul.  Et  les  axes  y'^iji  et  x'^x^  menées  par  U 
et  Y  parallèlement  à  y'y  et  x'x  se  coupent  en  un  point  M  et  un  seul. 

6^1  les  variables  x  et  y  sont  des  variables  indépendantes.,  il  y  a  corres- 
pondance uniooque  entre  les  points  M  du  plan  et  les  systèmes  {x,  y)  de 
valeurs  de  ces  variables.  Les  points  M  d'un  plan  fournissent  donc  une' 
représentation  d'un  couple  de  variables  indépendantes,  comme  les 
points  M  d'une  droite  fournissent  une  représentation  d'une  variable 
indépendante  unique. 

Bemarrjue  I .  —  OUM,  OVM  s'appellent  contours  des  coordonnées  du 
point  M.  On  a,  en  effet,  en  valeur  algébrique  : 

()ï]  =  x,        ÎJM  =  y;        Ô\  =  y,        \Y\  =  x 

en  convenant,  comme  on  doit  toujours  le  faire,  que  sur  des  axes  paral- 
lèles les  sens  positifs  sont  les  mêmes. 

Si  les  valeurs  de  x  el  y  sont  données,  on  peut,  par  suite,  construire 
le  point  correspondant  M  en  construisant  le  contour  OUM;  c'est-à-dire 
en  portant  successivement  x  en  abscisse,  ce  qui  donne  le  point  U;  et  y 
en  ordonnée,  ce  qui  veut  dire  qu'on  construit  ensuite  le  vecteur  UM, 
parallèle  à  y'y,  qui  a  U  pour  origine  et  y  pour  valeur  algébrique. 

On  peut,  de  même,  opérer  dans  l'ordre  inverse  en  construisant  le 
contour  OVM. 

7.  Représentation  graphique  dune  fonction  d'une  variable.  — 
Étant  donnée  une  fonction  y=f(.r),  à  chaque  valeur  de  x,  c'est-à-dire 
à  chaque  point  U  de  l'axe  des  x,  correspond  une  valeur  de  y,  c'est-à- 
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dire  un  point  M,  ayant   pour  coordonnées  le  couple  de  valeurs  x,  y 
ainsi  conslilué. 

Lorsque  .r  varie,  U  décrit  l'axe  x'x,  et  M  décril  une  ligne  (C),  qui 
est,  en  général,  une  courbe''*. 


^^ 

3 

X 

*r" 

y 

.M 

"i. 

x' 

0 

U 

oc 

n' 

ifl 

rch 

^ 

On  dit  que  cette  courbe  représente  la  fonction.  Se  donner  la  courbe 
(C)  équivaut,  en  eflet,  à  se  donner  la  fonction.  Car,  si  on  suppose  la 
courbe  tracée,  on  obtient  le  point  M  qui  correspond  à  une  valeur  de  x 
par  lintersection  de  la  courbe  avec  l'axe  yîj/j  mené  par  le  point  U  de 
x'x  qui  a  x  pour  abscisse;  et  la  valeur  y=  f{x)  s'en  déduit  en  mesu- 
rant (algébriquement)  le  vecteur  UM  ainsi  obtenu. 

Remarque.  —  Pratiquement,  le  tracé  de  la  courbe  représentative  (C) 
ne  peut  être  qu'approximatif,  et  la  construction  précédente  ne  donne 
que  des  valeurs  approchées  de  y.  Mais  il  faut  observer  que  le  calcul 
numérique  dune  formule  se  borne  lui-même,  en  générai,  à  obtenir 
des  valeurs  approchées  du  résultat.  D'autre  part,  la  forme  de  la 
courbe  rend  intuitives,  comme  on  le  verra,  bien  des  propriétés  de  la 
fonction,  ce  qui  suffirait  à  justifier  l'emploi  de  la  représentation  gra- 
phique des  fonctions. 


(1)  Nous  verrons  que  c'est  une  droile  dans  le  seul  cas  des  fonctions  de  la  forme 
y  =  ax  -f"  ^- 
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Exemples  : 


y  =  7x- 


La  courbe  est  la  parabole  dont  le  foyer 
V  a  pour  coordonnées  (0,  1),  dont  Taxe  est 
y'y,  et  dont  0  est  le  sommet.  Car  dans 
cette  parabole, 

x^-  =  VM^  =  DF.20V  =  2.2^. 


+  /     X- 


La  courbe  est  un  demi-cercle,  de 
rayon  1,  ayant  l'origine  0  pour  centre. 
Car,  dans  ce  cercle, 

y  =  UM  =  VA'U.UA  =  v(x-+l)ll— X). 


8.  Fonctions  implicites.  —  On  appelle  implicite  une  fonction  y  de 
X,  qui,  au  lieu  d'être  donnée  par  une  formule  résolue  en  y,  est  définie 
par  la  condition  que  chaque  valeur  de  x  et  la  valeur  correspondante  de 
y  doivent  constituer  une  solution  d'une  équation  F{x,  y)  =  0,  entre  a^ 
et  y. 

Si  cette  équation  ne  contient  x  ei  y  que  sous  les  signes  des  opéra- 
tions dites  algébriques  (additions,  multiplications,  divisions,  extrac- 
tions de  racines),  la  fonction  y  est  dite  une  fonction  algébrique  de  x. 

Remarque  I .  —  Prenons  comme  exemple  l'équation  x--hy^  =  i. 
On  peut  ici  expliciter  la  valeur  de  */,  ce  qui  donne  : 


y  =  ±^Ji-xK 

La  fonction  n'est  définie  que  dans  l'intervalle  ( — 1,  -l-l);  mais,  de 
plus,  elle  a,  pour  les  valeurs  de  x  intérieures  à  cet  intervalle,  deux 
valeurs  y=z-\-^Jl — x^  et  y  =  — v'I — x'^-  Nous  n'avions  considéré 
jusqu'ici  que  des  fonctions  uniformes,  c'est-à-dire  telles  qu'à  une  valeur 
de  la  variable  indépendante  ne  correspond  qu'une  seule  valeur  de  la 
fonction.  Cet  exemple  nous  montre  qu'on  peut  avoir  à  considérer  des 
fonctions  non  uniformes.  On  étudie,  du  reste,  de  telles  fonctions  en  les 
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décomposant,  comme  nous  venons  de  le  faire  pour  la  précédente,  en 
branches  uniformes  :  j/  =  ±sl — ^"  est  décomposée  en  ses  deux 
branches  y  =  ^^  1  —  x-  et  j/  ^  —  y  1  —  x'^- 

Cette  décomposition  s'interprète 
géométriquement.  Le  lieu  des 
points  dnnl  les  coordonnées  four- 
nissent des  solnlions  de  Inéquation 
F{x,  .v)^0  est  une  courbe  sur 
laquelle  on  peut  opérer  comme 
sur  la  courbe  (C)  du  numéro  7. 
^  Seulement  Taxe  y'^]|^  la  coupe,  en 
général,  en  plusieurs  points  M, 
qui  fournissent  autant  de  valeurs 
de  ?/,  correspondant  à  la  valeur 
a?^OU.  Et  la  décomposition  de 
la  fonction  en  branches  uniformes 
équivaut  à  la  décomposition  de 
la  courbe  en  arcs  dont  chacun 
n'est  coupé  qu'en  un  point  par  toute  parallèle  à  Taxe  des  /y  qui  le 
rencontre. 

Par  exemple,  l'équation  a;-  -h  ?/-  =  1,  exprime  que 


3 

^, 

/ 

B 

\^ 

/ 

- 

,■' 

\ 

^  1 

y 

A 

-' 
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u 

,  ^ 

v 

^  ^ 

/- 

B 

1 

1 
'1 

OM-  =  UU' 


UM' 


1, 


c'est-à-dire  que  le  point  M  est  sur  le  cercle  de  centre  0  et  de  rayon  1  : 
c'est  comme  l'on  dit,  l'équation  de  ce  cercle.  Les  deux  demi-cercles 
A'BA,  A'B  A  représentent,  respectivement,  les  deux  branches 


y  =  \  1  —  X-,         et        ;y  =  —  v  ^  —  ^^ 
de  la  fonction  implicite  définie  par  x-  -\-  y-  =  1. 

Remarque  2.  —  La  résolution,  par  des  formules  explicites  en  y,  de 
l'équation  V{x,  y)=.0  qui  définit  une  fonction  implicite  n'est  pas 
toujours  possible. 

Fonctions  transcendantes.  —  Une  fonction  qui  ne  peut  être  définie, 
ni  sous  forme  explicite,'  ni  sous  forme  implicite,  au  moyen  d'un 
nombre  limité  de  signes  d'opérations  algébriques,  est  dite  transcen- 
dante. Telles  sont  les  fonctions  trigonomélriques,  y^cosx,  ?/=:sina:, 
t/  =  tgT,  qu'on  définit  par  les  constructions  géométriques  {théoriques) 
bien  connues.  Telles  sont  les  fonctions  exponentielles  et  logarithmiques 
que  nous  étudierons  plus  loin.  , 
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9.  Fonctions  inverses.  —  On  appelle  fonction  inverse  d'une  fonction 
y^f{J^)^  la  fonction  implicite  x  de  la  variable  indépendante  y  définie 
par  l'équation  y  =  f{x). 

On  obtiendrait  donc  cette  fonction  inverse  .r=z-j^{y)  en  résolvant  en 
X  Véqualion  y  ^  f(x). 

Exemples.  —  La  fonction  inverse  de  y  =  ^—-j  est  x  =  —^^.  La  fonction  inverse 
de  y  =:  X'"  est  rr  =  "\y. 

Remarque  1 .  —  Il  peut  arriver  que  la  fonction  inverse  se  décompose 
en  plusieurs  branches.  Ainsi  la  fonction  inverse  de  y  =  x-  est 

x  =  ±s,y. 

Remarque  2.  —  Faisons  abstraction  de  cette  complication,  afin 
d'abroger  les  explications'"  :  nous  pourrons  dire  que,  avec  les  nota- 
tions précédentes,  les  équations 

(1)  y  =  f[x),         x  =  ',{y)  (2) 

sont  équivalentes,  la  seconde  n'étant  qu'une  autre  forme  de  la  pre- 
mière (la  forme  résolue  en  x).  Si  donc  on  résolvait  l'équation  (2)  par 
rapport  à  ?/,  on  retrouverait  Téquation  (1). 

Ainsi  il  y  a  réciprocilé  entre  une  fonction  et  son  inverse;  et  chacune 
de  ces  deux  fondions  est  inverse  de  Vautre. 

Remarque  3.  —  Si  on  écrit  que  la  valeur  (2)  est  racine  de  (l),  et  que 
la  valeur  (l)  est  racine  de  (2),  on  obtient  les  deux  identités  -'  en  y  et  en 
X  respectivement, 

Elles  expriment  que  les  deux  opérateurs  f  et  o  sont  tels  que  si  on 
les  applique  successivement  à  un  nombre  quelconque,  on  retrouve,  en 
définitive,  ce  nombre  même.  C'est  en  ce  sens  qu'elles"  ont  des  effets 
inverses;  et  de  là  ce  nom  de  fonctions  inverses. 

Remarque  4.  —  La  réciprocité  de  deux  fonctions  inverses  est  mise 
en  évidence  par  la  représentation  graphique  des  fonctions.  Reportons- 
nous  à  la  figure  du  numéro  7.  Résoudre  en  x  l'équation  y=if\x),  c'est 
trouver  l'abscisse  d'un  point  M  de  la  courbe  connaissant  son  ordonnée. 
Or,  se  donner  cette  ordonnée,  c'est  se  donner  la  projection  V  de  M  sur 
y'y,  puisque  0V:=?/.  On  n'a  donc  qu'à  mener  par  ce  point  V  la  paral- 
lèle ajjo'j  à  x'x,  et  à  chercher  son  intersection  avec  la  courbe  (C).  Si  M 

(1)  Cela  est  légitime,  à  condition  de  préciser  convenablement,  s'il  y  a  lieu,  l'inter- 
valle de  variation  de  x.  Ainsi  y  z=x^,  y^  0  équivaut  à  .r  =  +  V7  ;  et  y  =  a;^,  x  ^  0 
équivaut  à  a;  =  —  \y. 

(2)  Une  identité  en  x  est  une  égalité  qui  a  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  x. 
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est  un  des  points  d'inlerseclion,  MV:=.r  esl  l'une  des  valeurs  de  9  (y), 
la  fonclion  inverse  de  f'{x). 

I.a  même  courbe  (C)  représente  donc  la  fonclion  1/  =  f{x)  et  la  fonc- 
tion inverse  x=  9(1/!;  il  n'y  a  que  le  rôle  des  axes  qu'il  faut  intervertir 
(]UHnd  on  passe  de  l'une  de  ces  fonctions  à  l'autre.  Pour  la  première, 
c'est  l'axe  des  x  qui  est  l'axe  de  la  variable  indépendante  et  l'axe  des  y 
qui  esl  l'axe  de  la  variable  dépendante;  pour  la  seconde  c'est  le  contraire. 

10.  Les  notions  de  variable  et  de  fonction  au  point  de  vue  concret. 
—  Nous  nous  sommes  placés,  dans  les  généralités  qui  précèdent,  à  un 
point  de  vue  purement  abstrait.  C'est  celui  de  l'analyse  mathématique. 
dont  l'objet  essentiel  est  l'étude  des  fonctions  :  elle  comprend  en 
particulier  la  théorie  des  séries,  qui  fournil  des  modes  généraux  de 
représentation  des  fonctions;  le  calcul  différentiel  qui  analyse  le  méca- 
nisme de  la  variation  des  fonctions,  et  Le  calcul  intégral  qui  permet  de 
trouver  les  fonctions  d'après  leurs  divers  modes  de 
variation. 

Le  point  de  vue  des  sciences  physiques  est  au  con- 
traire un  point  de  vue  concret.  Les  variables,  qu'on 
y  désigne  par  des  lettres,  sont  des  quantités  varia- 
bles, c'est-à-dire  des  mesures  de   grandeurs  phy- 
siques, telles  que  longueurs,  volu- 
mes, masses,  pressions,  tempéra- 
tures, potentiels,  etc.,  qui  peuvent 
passer  par  une  infinité  d'états  de 
grandeurs  successifs. 

C'est  ainsi  que  les  expériences 
élémentaires  par  lesquelles  on 
vérifie  la  loi  de  Mariette  mettent 
en  jeu  deux  variables,  le  volume  y  et  la  pression  ;;  d'une  certaine 
masse  gazeuse.  .\  chaque  valeur  du  volume-  v  correspond  une  valeur 
de  la  pression  /?,  de  sorte  que  la  pression  est  fonction  du  volume.  On 
peut  aussi  considérer  le  volume  u  comme  fonction  de  la  pression  p, 
et  00  a  ainsi  un  exemple  de  deux  fonctions  inverses.  La  loi  de  Mariotte, 
pv  =  constante,  donne  l'expression  mathématique  implicite  de  ces 
deux  fonctions.  Elle  est  représentée  graphiquement,  par  une  branche 
d'hyperbole  équilalère  ''. 

(1)  Sur  la  fljrure,  les  volumes  sont  représentés  par  le  nombre  de  centimètres  d'un 
tube  calibré  occupés  par  la  masse  gazeuse  introduite  dans  ce  tube;  les  pressions 
sont  évaluées  en  centimètres  de  colonne  mercurielle.  Comme  cela  se  fait  couram- 
ment dans  la  pratique  de  telles  représentations  graphiques,  on  a  adopté  des  unités 
grapid'jues  différentes  pour  les  deux  axes  de  coordonnées. 
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D'une  manière  générale,  la  recherche  des  lois  physiques  n'est  pas 
autre  chose  que  celle  des  formules  mathématiques  par  lesquelles  se 
représente  le  plus  exactement  la  dépendance  mutuelle  des  variables 
qui  définissent  l'état  physique  des  corps;  et  cela  équivaut  à  chercher 
l'expression  mathématique  de  fonctions  définies  au  point  de  vue 
physique. 

De  là  l'importance  de  l'étude  abstraite  des  fonctions,  c'est-à-dire  de 
l'analyse  mathématique,  pour  l'étude  scientifique  des  phénomènes 
physiques,  tant  en  ce  qui  concerne  la  recherche  de  leurs  lois  que  le 
développement  des  conséqu'ences  et  des  applications  de  ces  lois. 

Remarque  I .  —  Les  sciences  physiques  ont  à  étudier,  non  seule- 
ment des  fonctions  d'une  variable,  mais  aussi  des  fonctions  de  plu- 
sieurs variables  indépendantes.  C'est  ainsi  que  la  densité  d'un  gaz 
parfait  en  équilibre  dépend  de  sa  pression  et  de  sa  température  (sup- 
posées uniformes);  pression  et  température  qui  peuvent  varier  indé- 
pendamment lune  de  l'autre. 

Remarque  2.  —  Dans  l'étude  des  phénomènes  variables  s'introduit 
une  variable  indépendante  d'une  nature  particulière  :  le  temps  t, 
compté  à  partir  d'un  instant  initial,  appelé  V origine  des  temps,  c'est-à- 
dire  la  durée  de  l'intervalle  de  temps  qui  a  séparé  cet  instant  initial  de 
l'instant  considéré,  affectée  du  signe  +  ou  du  signe  —  suivant  que  ce 
dernier  a  suivi  ou  précédé  l'instant  initial. 


§  2.    —   INFINIMENT   PETITS   • 

11.  Définitions.  — Quand  on  se  propose  d'étudier  ce  que  deviennent 
certaines  fonctions  de  x,  lorsqu'on  donne  à  x  des  valeurs  de  plus  en 
plus  petites  en  valeur  absolue  —  (ou,  plus  exactement,  des  valeurs 
numériques  dont  la  valeur  absolue  pourra  être  inférieure  à  tel  nombre 
positif  que  l'on  voudra)  —  on  dit  que  x  est,  dans  la  question,  un  infi- 
niment petit;  ou  encore  qu'on  se  propose  de  faire  tendre  x  vers  zéro. 

Une  fonction  y^f{x)  est  alors  un  autre  infiniment  petit,  ou  est 
infiniment  petite  en  même  temps  que  x,  ou  devient  infiniment  petite  avec 
X,  ou  tend  vers  zéro  avec  x,  si  la  valeur  absolue  de  y  devient  aussi  petite 
que  l'on  veut,  pourvu  que  la  valeur  absolue  de  x  soit  prise  suffisamment 
petite. 

Donc,  en  termes  arithmétiques  précis,  dire  que  y  tend  vers  zéro 
lorsque  x  tend  vers  zéro,  c'est  dire  qu'à  tout  nombre  positif  z  corres- 
pond un  nombre  positif  r^  tel  que  l'inégalité  1  .r  !  <  y]  ait  pour  conséquence 
l'inégalité  \y\  <,  i. 
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Exemples:  y  =  ij*  est  inOiiinuMit  petit  avec  x.  car,  pour  quo  l'on  ait  !  4x2 1  <[  e  ji 
su  nu  que  l'on  ait  x],<-'.  On  peut  donc  prendre  ici,  pour  le  nombre  r,  de  l'énoncé 
précédent,  r,  =  .,  \  e  ou  un  nombre  inférieur. 

jr  =  sin3.r  est  infiniment  petit  avec  x,  car  le  sinii'j  étant  en  valeur  absolue 
inrërieur  à  l'arc,  pour  que  Ton  ait  |sin3x|  <  e,  il  sufdt  que  l'on  ail  |  3x|  <£,  c'est- 
à-dire  I  X;  <  A.  Le  nombre  r,  de  l'énoncé  est  donc  ici  r,  =  .5,  ou  un  nombre  inférieur. 

Hemarquf'  t.  —  Une  inégalité  de  la  forme  ].r|<Yi  équivaut  à  la 
double  inêgalilé  —  t,  <  x  <  y,.  Elle  exprime  que  le  point  x  est  intérieur 
au  segment  ( — r,,  -hr,). 

Remarquons  encore  que,  quand  on  doit  faire  tendre  r  vers  zéro,  on 

0 
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ne  change  rien  aux  conclusions  en  se  bornant  à  considérer,  dès  le 
début,  des  valeurs  de  x  telles  que  |a;|  <  a,  a  étant  un  nombre  positif 
fixe,  choisi  à  volonté. 

Remarqup  2.  —  Il  est  facile  de  donner  des  exemples  concrets  de 
variables  infiniment  petites.  C'est  ainsi  que  la  masse  d'air  contenue 
sous  la  cloche  d'une  machine  pneumatique  peut  devenir  aussi  petite 
que  l'on  veut,  à  condition  de  donner  un  nombre  suffisant  de  coups  de 
piston,  (si  on  suppose  la  machine  parfaite),  et  la  pression  de  cet  air 
tend  vers  zéro  en  même  temps  que  sa  masse. 

12.  Théorèmes.  —  Dans  les  énoncés  suivants  figureront  diverses 
fonctions  y,  -,  ...  d'une  même  variable  indépendante  x,  que  l'on  fera 
tendre  vers  zéro  ou,  comme  l'on  dit.  d'un  même  infiniment  petit 
principal. 

1°  Si  y  est  infiniment  petit,  et  si  |  3|  <  ]  ?/|,  (au  moins  pour  des  valeurs 
de  X  suffisamment  petites),  z  est  aussi  infiniment  petit. 

2"  Le  produit  Cy  d'un  inliniment  petit  y  par  une  constante  C  est 
infiniment  petit. 

li"  On  dit  qu'une  fonction  u  de  x  reste  bornée  en  valeur  absolue, 
lorsque  x  tend  vers  zéro,  s'il  existe  un  nombre  positif  P  assez  grand  et 
un  nombre  positif  a  assez  petit  pour  que  l'on  ait  |  m|  <  P,  pour  \x\  <  a. 

Cela  posé,  le  produit  d'un  infiniment  petit  y  par  une  ou  plusieurs 
fonctions  bornées,  (en  valeur  absolue),  u,  u,  ...  est  infiniment  petit. 

A"  Le  produit  de  plusieurs  infiniment  petits  y,  s,  ...  est  inliniment 
petit. 
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5°  Toute  puissance  jy'"  d'un  infiniment  petit  y  est  aussi  un  inliniment 
petit". 

6"  Toute  racine  y ,'/  d'un  infiniment  petit  7  est  infinimiMil  petite. 

7°  La  somme  de  plusieurs  infiniment  petits  y,  :,  .  . .  est  un  inlini- 
ment petit. 

8°  Si  y,  :,  . . .  sont  des  infiniment  petits,  et  A,  B,  . . .  des  constantes, 
Ay  H-  B::  -h  . .  •  est  encore  un  infiniment  petit. 

Démonstrations.  —  1"  Par  fiypotfièse,  y  étant  infiniment  petit  avec  x,  a.  t  corres- 
pond T,  tel  que  |x|<r,  entraîne  \y\<z\  et,  puisqu'on  a  aussi  par  hypolfièse 
I  '  I  <  I  y  U  on  voit  (jUS  I X  K  r,  a  aussi  pour  conséquence  i  i  |  <  s,  ce  qui  démontre 
le  ttiéorènie. 

2''  Pour  satisfaire  à  |  Cy  1  <  s,  il  suffit  de  satisfaire  à  (  y  !  <<  ym .  Or.  -jrr  ==  s'  est  un 

l*-l  !  '-'I 

nombre  positif,  auquel  correspond,  par  hypothèse,  puisque  y  est  infiniment  petit,  un 
nombre  positif  r,  tel  que  |  j-  <  r,  entraine  j  y  ]<  ='.  On  peut  donc  dire  qu'à  £  corres- 
pond, par  l'intermédiaire  de  =',  ce  même  nombre  r, :  de  sorte  que  pour  |x|<<f,,  on 

ait  I  y  I  <  e'  =  .-^ ,  c'est-à-dire  |  Cy  K  s.  Ce  qui  démontre  le  théorème. 

I  ^1 

3"  On  peut  supposer  |  u  |<  P,  |  «  l<  Q,  en  vertu  de  l'hypothèse.  On  a  donc 
I  uvy  '  -<  P.Q.y  1  .  Le  théorème  résulte  donc  de  la  combinaison  des  deux  précédents, 
car,  d'après  le  premier,  on  voit  qu'il  suflit  de  prouver  que  P.Q.y  [  est  infiniment 
petit;  et  cela  résulte  du  second  théorème,  PQ  étant  une  constante. 

4°  D'après  sa  définition,  un  infiuiment  petit  fonction  de  x  reste,  en  particulier, 
borné  lorsque  x  tend  vers  zéro.  (Le  nombre  f*  de  la  définition  d'une  fonction  bornée 
est  même  ici  arbitraire.)  Ce  nouveau  théorème  est  donc  un  coroilaire  immédiat  du 
précédent. 

5"  Ilésulte  de  ce  que  y'"  est  le  produit  de  m  facteurs  égaux  à  y;  de  sorte  que  le 
théorème  est  un  cas  particulier  du  précédent. 

6"  On  devra  supposer  que  y  est  positif,  pour  x  suffisamment  petit,  au  moins  si 
l'indice  m  est  pair. 

L'inégalité I  v/j'I'Cî  équivaut  à  |y  !<<£'"•  Or,  puisque  y  tend  vers  zéro  avec  x,  à 
£"'=:£'  correspond  un  nombre  positif  r,  tel  que  \x\<ir,  entraîne  |  y  <  s'.  C'est-à- 
dire  t  y  ;  <  E'",  ou  I  v/y  I  <  £.  Comme  ce  nombre  r^  correspond,  en  fait,  à  z  (par  l'inter- 
médiaire de  c'  =  £"'),  le  théorème  est  ainsi  démontré. 

7°  Considérons,  par  exemple,  trois  infiniment  petits  y,  c,  t;  et  feur  somme, 
s  =  y  +  ^  +  '•  Pour  que  l'on  ait  :  s  <  ;,  il  suffira  que  l'on  ait  séparément  I  y  |<  .j  < 
l*l<Cô'  M'<|;  car  la  valeur  absolue  du  ne  somme  est  au  plus  éjiale  à  la  somme 
des  modules  de  ses  termes,  de  sorte  qu'on  aura  alors  : 

(1)  ly-i-z  +  M<lr:  +  U-l  +  UI<|  +  5  +  g  =  - 

Or,  si  l'on  pose  s'  =  .1,  il  résulte  du  fait  que  y  tend  vers  zéro  avec  x  que  à  e'  cor- 
respond un  nombre  r'  tel  que  |  x  |  <  r/  entraine  |  y  |  <  z'.  Il  existe  de  même  un  nombre 

(I)  Il  s'ag-it  ici  de  puissances  entières  et  positives.  Nous  étudierons  ultérieurement 
les  généralisations  de  la  notion  de  puissance. 
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positif  T,"  tel  que  |  x   <  t,"  eutratne  1 .- 1  <  s'  :  cl  un  noinhrc  positif  r/"  tel  que  |  .r|  <  r/" 
culmine  |  /  |<  t'- 

Si  donc  on  dcsijrne  par  r,  un  nombre  positif  quelconque  au  plus  égal  à  r,',  r,".  r/", 
par  exemple  le  plus  petit  de  ces  trois  nombres,  dès  (jue  !-r|<[T,,  on  a  à  la  fois 

y ,  <  e'  =  5,  i  r  !  <  e'  ^  s,  1*1  <  e'  =  .^  et,  par  suite,  les  inéj^alites  (1)  sont  vérillées. 

Comme  r,  correspond  à  t  par  rinlermédiaire  de  =':=.^,  et  ([ue  pour    ;e|  <yj,  on  a, 
d'après  ce  qui  précède,    .r  +  r  -f  '  I  <  î»  Ji'  théorème  est  démontré. 
8"  Le  théorème  est  une  combinaison  immédiate  des  théorèmes  2°  et  7°. 

Applicaliou.  —  Un  polynôme  entier  en  x,  dont  le  terme  constant  est 
nul,  tend  vers  zéro  avec  x.  Car  il  est  une  somme  de  la  forme  des  sommes 
envisagées  an  théorème  8",  les  inllnimenl  pelils  y,  :,  ...  étant  ici  des 
puissances  de  a-,  (th.  5"). 


§  3.   —  LIMITES 

13.  Définitions.  —  Quand  on  se  propose  d'étudier  ce  que  deviennent 
certaines  fondions  dune  variable  indépendante  x,  lorsqu'on  attribue 
à  celle  variable  des  valeurs  de  plus  en  plus  voisines  d'une  valeur  parti- 
culière (  (ou,  d'une  manière  plus  précise,  des  valeurs  telles  que  la 
différence  x  —  c  soit,  en  module  >",  aussi  petite  que  Ton  voudra),  on 
di(  que  Von  fait  tendre  x  vers  c. 

Cela  équivaut  à  dire  que  la  diflerence  x  —  c  tend  vers  zéro,  ou 
est  infiniment  petite.  Si  nous  désignons  cette  différence  par  v,  cela 
revient  donc  à  poser  ar  =  c-l-Y,  v  étant  un  infiniment  petit  qui  sera 
l'infiniment  pelit  principal  de  la  question. 

^^  0  M        C 


x        c 

Au  point  de  vue  graphique,  si  C  est  le  point  dabscisse  c,  et  M  le 

point  d'abscisse  variable  x,  y  est  la  mesure  du  vecteur  CM;  car  on  a, 
en  valeurs  algébriques,  L)M=r)C-f-CM.  On  dira  que  le  point  M  tend 
vers  le  point  C,  ce  qui  veut  dire  précisément  que  la  distance  CM  tend 
vers  zéro. 


X 


On  aura  souvent  à  distinguer  le  cas  où  x  tend  vers  c  par  valeurs  plus 
petites,  (M   à  gauche  de  C),   c'est-à-dire  où  v  est  un  infiniment  petit 

(1)  Comme  nous  lavons  déjà  dit.  le  mot  module  est  svnonvme  de  valeur  absolue. 
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négatif,  et  celui  où  .r  lend  vers  c  par  valeurs  plus  rjrandea  que  c,  (M  à 
droile  de  Cj  c'est-à-dire  où  y  est  un  iufinunenl  petit  positif. 

Cela  posé,  on  dit  (jii'unr  fonction  f{x)  de  la  variable  x  tend  vers  la 
limite  l  lorsijue  x  tend  vers  c,  si  la  différence  f{x)  —  /  tend  vers  zéro  en 
mhne  temps  que  la  différence  x  —  c. 

Dans  cet  énoncé,  /  est,  comme  c,  un  nombre  fixe.  Il  équivaut  à  dire 
qu'o»  peut  peut  poser  a?  ^r  c  -h  y,  f{x)  =  /  H-  À,  /.  étant  infiniment  petit 
en  même  temps  que  y  ^''. 

Exemple  :  cosx  tend  vers  I,  lorsque  «•  tend  vers  zéro;  car  on  peut  écrire,  d'après 
une  formule  de  trigonométrie, 

cosj;=  1  —2  sin-2  : 

«t,  d'après  les  résultats  obtenus  précédemment  sur  les  infiniment  petits,  — 2  sin-^ 
tend  vers  zéro  quand  x  tend  vers  zéro. 

Remarques.  —  1"  La  définition  précédente  ne  suppose  pas  que  f{x) 

sin^ 
soit  définie  pour  x^c.  C'est  ainsi  que  nous  démontrerons  que  

tend  vers  1.  lorsque  x  tend  vers  zéro;  alors  que  pour  x  =  0  ce  rapport 

est  ç:,  dont  la  valeur  est  indéterminée. 

2°  Une  fonction  f{x)  peut  tendre  vers  des  limites  différentes  lorsque 
X  tend  vers  c,  respectivement,  par  valeurs  plus  grandes  et  par  valeurs 

,  ...  ..     .  v^l — cos:2a:       .      ,  .     ,  .  v-sin-a-        7:|sinj:| 

plus  petites  que  c.  Ainsi qui  est  égal  a  -^ =  \  2' ■  -, 

a  la  valeur  ^2 lorsque  x  est  infiniment  petit  positif,  et  la  valeur 

v/2^— lorsque  x  est  infiniment  petit  négatif.  Cette  fonction  tend 

donc  vers  \2  dans  le  premier  cas,  et  vers  —  \  2  dans  le  second. 

3°  Si  on  représente,  sur  l'axe  y'y,  la  valeur  f{x)  de  la  fonction  par  le 
point  P,  d'ordonnée  y  =  f{x),  et  si  L  est  le  point  d'ordonnée  /  sur  cet 
axe,  la  définition  précédente  signifie  que  la  distance  LP  tend  vers  zéro 
quand  la  distance  CM  tend  vers  zéro. 

Soit  V  le  point  variable  qui  décrit  alors  la  courbe  figurative  de  la 
fonction;  et  F  le  point  fixe,  de  coordonnées  (c,  /).  Les  deux  côtés  de 

(t)  Nous  avons  défini  la  notion  de  limite  en  faisant  intervenir  la  notion  d'inlini- 
ment  petit.  Cela  n'est  pas  indispensable,  et  on  peut,  au  contraire,  considérer  la 
notion  d'infiniment  petit  comme  un  cas  particulier  de  celle  de  limite,  celui  où  la 
valeur  de  la  limite  est  zéro. 

On  énoncerait  alors  la  définition  du  mot  Limite  ainsi  :  On  dit  ijue  f{x)  tend 
vers  l  lorsque  .r  tend  vers  0,  si  à  tout  nombre  positif  t  correspond  un  nombre 
positif  r„  tel  (lue  l'inégalité  \x  —  c  |  <  r,  entraîne  comme  conséquence  \f(x)  —  i  I  <  e. 
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l'anj^le  droit  du  triangle  rectangle  FVIl  tendant  vers  zéro,  il  en  est  de 
même  de  Ihypolénuse.  qui  est  au  plus  égale  à  leur  somme.  Donc  la 
distance  FV  tend  vers  zéro,  et  on  peut  dire  que  le  point  V  tend  vers 
le  point  F. 

4"  Si  L  n'est  pas  en  0,  le  point  1*  sera  du  même  côté  de  0  que  le 


point  L,  dès  que  la  distance  LP  sera  moindre  que  la  distance  LO,  c'esl- 
ù-dire  dès  que  M  sera  suffisamment  voisin  de  C. 

Au  point  de  vue  arithmétique,  cela  revient  à  dire  que,  si  /  n'est  pas 
nul,  /-h  A  est  du  signe  de  /,  dès  que  a  est  inférieur  à  /  en  valeur 
absolue. 

Donc,  si  une  fonction  f[x)  tend  vers  une  limite  non  nulle  lorsque  x 
tend  vers  c,  elle  est  du  signe  de  celle  limite,  dès  que  x  est  suffisamment 
voisin  de  c. 

Ainsi,  si  la  limite  est  positive,  la  fonction  iinit  par  demeurer  posi- 
tive; si  la  limite  est  négative,  la  fonction  finit  par  demeurer  négative. 

Inversement,  si  la  fonction  demeure  positive  ou  nulle  dès  que  x  est 
suffisamment  voisin  de  c,  sa  limite  est  positive  ou  nulle;  car  si  cette 
limite  était  négative,  la  fonction  devrait  finir  par  être  négative  aussi. 
Et,  de  même,  si  la  fonction  finit  par  rester  négative  ou  nulle,  sa  limite 
est  négative'  ou  nulle. 

44.  Généralité  de  la  notion  de  limite.  —  La  notion  de  limite  est  l'une 
des  plus  générales  et  des  plus  importantes  des  mathématiques.  Elle  se 
présentera  sous  des  formes  diverses  que  nous  aurons  à  préciser  suc- 
cessivement, dans  les  diverses  parties  de  ce  Cours  :  théorie  des  séries, 
calcul  différentiel,  calcul  intégral. 


GENERALITES    SUR    LES    FONCTIONS    ET    LFS    LIMITES  17 

Elle  intervient  déjà  en  arithmétique  élémentaire,  ou.  par  exemple, 
les  nombres  décimaux  provenant  de  la  conversion  d'une  fraction  ordi- 
naire (quand  celle-ci  n'est  pas  égale  elle-même  à  une  fraction  déci- 
male), tendent  vers  cette  fraction.  KUe  intervient  en  géométrie  élémen- 
taire dans  la  mesure  de  la  circonférence,  dans  la  recherche  des  aires 
et  des  volumes  courbes,  dans  la  définition. et  la  recherche  des  tangentes 
aux  courbes. 

Elle  n'est  pas  d'un  usage  moins  général  et  moins  important  dans  les 
sciences  physiques,  où  elle  intervient  dans  l'étude  de  tous  les 
phénomènes  variables.  C'est  ainsi  que,  par  exemple,  la  vitesse  d'un 
mobile  à  un  instant,  le  débit  d'un  fluide  à  un  instant,  l'intensité 
d'un  courant  électrique  à  un  instant,  la  chaleur  spécifique  d'un  corps 
à  une  température  donnée,  la  pression  supportée  par  un  corps  en  un 
de  ses  points,  etc.,  ne  peuvent  se  définir  correctement  sans  faire 
appel  à  cette  notion  de  limite. 

45.  Théorèmes  sur  les  limites.  —  Théorème  1.  —  Si  plusieurs  fonc- 
tions d'une  même  variable  x  tendent  vers  des  limites,  lorsque  x  tend  vers  c, 
il  en  est  de  même  de  leur  somme;  et  la  limite  de  celte  somme  est  lu  somme 
des  limites  des  diverses  fonctions  considérées. 

Supposons,  par  exemple,  trois  fonctions  y^,  v.,,  J3,  tendant  respectivement  vers  les 
limites  .^i,  A,,  A3.  Ayant  posé  x.^c-j-y»  OQ  pourra  poser  aussi  yj[^Ai  +  *ii 
j-,  =:A2  4'«2'  ^3  =  A3  +  *3.  «Il  «2,  «3  tendant  vers  zéro  eu  même  temps  que  y-  On 
en  conclut  : 

ri  +  Yi  +  J3  =  (Al  +  A.,  +  A3)  4-  (di  +  a,  4-  «3). 

Or,  d'après  le  théorème  sur  les  sommes  d'infiniment  petits,  la  seconde  parenthèse 
du  second  memhre  est  un  infiniment  petit.  Cette  égalité  exprime  donc  que 
(Ji  +  J2  +  J3)  tend  vers  (Aj  +  A^-}- Aj),  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Théorème  2.  —  Un  produit  de  fonctions  de  x  qui  tendent,  respective- 
ment vers  des  limites  lorsque  x  tend  vers  c,  tend  vers  une  limite  qui  est  le 
produit  des  limites  de  ces  fonctions. 

Conservons,  en  effet,  les  notations  précédentes;  et  nous  aurons 

yj^y-i  =  (Al  +  «i)  (A.  +  «2)  (A3  +  aa). 
Or,  si  on  développe  le  produit,  au  second  membre,  on  obtient 

yir2V3  =  A1A2A3-}- a, 

où  ff  est  une  somme  de  termes  dont  chacun  contient  au  moins  un  des  infiniment 
petits  ai,  a^,  a3  en  facteur.  Donc  a  est  un  infiniment  petit,  et  cette  égalité  exprime 
que  yiy^3  tend  vers  AiA2.\3,  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Corollaire.  —  Si  la  fonction  y=if{x)  tend  vers  /,  lorsque  x  tend 
vers  c,  y'"  tend  vers  /"'. 

Car  y  est  le  produit  de  m  fonctions  égales  à  y;  et  i"'  est  le  produit  des  limites  de 
ces  fonctions. 

.MATH.    GENEKALES.    —    I.  — 
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TiiÉORÈxiE  3.  —  ^^"  une  fonction  f{x)  tend  vers  /,  [lorsque  x  (end  vers  c) 
le  produit  Af(x),  où  A  est  une  constante,  tend  vers  Al. 

On  fera  sans  difflcultc  une  dcmonslralion  analogue  à  celle  du  Ihéoréme  2.  —  Mais 

on  peut  considérer  aussi  le  Ihéorème 
comme  un  cas  particulier  du  tliéorèine  'J 
lui-mrme,  ap|)liqué  à  un  produit  de 
deux  fonctions.  On  peut,  en  effet, 
considérer  y  =  X  comme  une  fonction 
particulière,  représentée  par  la  paral- 
'  lèle  j-|X,  à  l'axe  des  x,  qui  passe  par 
le  point  V  d'ordonnée  A,  pris  sur 
l'axe  des.v.  Et  la  diiïérence  y  —  A=  a, 
_  étant  nulle,  satisfait  à  la  condition 
X  qui  sert  de  définition  à  une  fonction 
qui  tend  vers  zéro  lorsque  x  tend 
vers  une  valeur  c;  et  cela  quelle  que 
soit  cette  valeur  c.  De  sorte  qu'on 
peut  considérer  cette  fonction  constante  comme  tendant  vers  sa  valeur  A.  lorsque  .t 
tend  vers  une  valeur  c  quelconque. 

Corollaire  1 .  —  6't  y^,  y.,,  ...  y„.  fonctions  de  x,  tendent  respective- 
ment, lorsque  x  tend  vers  c,  vers  des  limites  /,,  l.,,  ...  /„,  toute  combi- 
naison linéaire  à  coefficients  constants  Cjî/i -h  C.,y^ -h  . . . -4- C„y„  tend 
vers  une  limite  qui  est  C,/j  -+-  CJ.,-h  . . .  -f-  C„/„. 

Ce  corollaire  est  une  combinaison  immédiate  des  théorèmes  -3  et  1. 

Corollaire  2.  —  .Î5i  y,  et  y.-,  tendent  vers  les  limites  /,  et  l.,,  la  diffé- 
rence ?/,  —  y,  tend  vers  /j  —  /.>. 
C'est  un  f.fls  particulier  (Ci  =  1,  Cj  =  —  1)  du  corollaire  précédent. 

Théorème  '«.  —  6'i  deux  fonctions  y  et  z  de  x  tendent,  respectivement, 
lorsque  x  tend  vers  c.  vers  des  limites  A  et  Ij,  et  si  B  n'est  pas  nuL  le 


V        7  A 

quotient  -^  tend  vers  ^ 


B 


1 


Lemtne.  —  .Sj  f(x)  tend  vers  une  limite  l  non  nulle,  lorsque  x  tend  vers  c,  -pr—r  demeure 
•'     '  J(x) 

borné. 

En   effet,    dès    que    x   est   suffisamment    voisin    de   c,  \  f{x)  — 1\  devient  aussi 

petit  que  l'on  veut;  donc  on  peut  supposer  en  particulier  \f(x)  —  l\<.-7r-  Si  l  est 
positif,  cela  revient  à 


Si  /  est  négatif,  cela  revient  à 

r,</(x)-f<       ' 


2' 

Dans  les  deux  cas,  on  a,  par  suite, 

IJ 
2 


l/(x)l>4r, 
ce  qui  démontre  le  lemme. 


d'où 


0<^</(a;)<|- 


3/  l 


I— 1<- 


I 
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Ce  lemnic  établi,  passons  à  la  démonslralion  du  théorème  4. 
Nous  posoQS  y  =  A  +  a,  ;:  =  B  +  fJ,  d'où 

y  _  A  _  A  +  z  _  A  _  Bg  — Ap 
z       B       B  +  fl       B'~B(B  +  fi)" 
Donc  : 

En  vertu  du  lemme,  -  est  borné  en  module;  et  comme  Ba  —  Ap  est  infiniment 

y        \ 
petit,  celle  formule  prouve  que  -  —  g  tend  vers  zéro,  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Corollaire.  —  En  particulier,  si  z  tend  vers  la  limite  non  mille  B,  -,  où  A  est  constant, 
tend  vers  y,  ■ 

On  peut  faire  une  démonstration  directe,  ou  appliquer  le  théorème  précédent,  la 
fonction  y  étant  alors  la  constante  A. 

TnÉORÈME  5.  —  Si  la  fonction  y  de  x  tend  vers  /,  lorsque  x  tend  vers  c, 
"\Jy  tend  vers  "ijl. 

Si  l  est  nul,  le  théorème  est  le  théorème  connu  sur  la  racine  m"^"'e  d'un  infiniment 
petit.  Supposons  donc  i  >  0.  Le  cas  de  /  négatif  supposerait  m  impair,  et  se  ramène- 
rait à  celui-là  en  remarquant  que,  dans  cette  hypothèse,   \f'y  =  —  '(/(— y)- 

L'idenlité  algébrique 

X'«  —  A'"  =  (X  —  A)  (X"'-<  +  X'"-2A  -f  . . .  -f  XA'«-2  +  A'"-i), 

appliquée  à  X=  y  yi  A.  =  \/l,  donne,  en  en  tirant  (X  —  A), 

'"  ~ "'  ~. y  —  l 

[VO      +(vO      vy+  ...  +  (vy) 

Comme  y  tend  vers  /  qui  est  positif,  y  peut  être  supposé  positif,  et  tous  les  termes 
du  dénominateur  du  second  membre  de  cette  identité  étant  positifs,  on  en  conclut 

nii~         m/- 

D'où  il  résulte  que  \jy — y/  tend  vers  zéro,  puisque  \y~l\  est  infiniment 
petit  par  hypothèse.  C'est  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

16.  —  Les  théorèmes  précédents  servent  à  trouver  les  limites  des 
fonctions  algébriques.  La  recherche  des  limites  des  fonctions,  dans 
l'expression  desquelles  figurent  les  transcendantes  trigonométriques, 
est  fondée  sur  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Le  rapjjort tend  vers  i,  lorsque  x  tend  vers  zéro. 

On   peut  supposer   x    positif;   car    s'il    était   négatif,    on    écrirait 

sinar       sin( — x)     .  .  -,  w         /         >         •  -,     x 

— —- ^    ,__ — r-^  et  on  raisonnerait  sur  lare  ( — x),  qui   serait  alors 

positif. 
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On  peut  supposer,  «le  plus,  .r  inférieur  à   ^j,  puiscju'il  doit  tendre 

vers  zéro. 

Soit  alors  M  l'extrémité  de  l'arc  x, 
M'  le  symétrique  de  M  par  rapport  à 
l'axe    des  cosinus,   A'A.    L'arc   convexe 

MAM'  est  compris  entre  la  corde  MM', 
et  le  contour  MSM',  formé  par  les  tan- 
gentes en  M   et  M'.  Or,    MM  =  2sina;, 

arc'MÂM'=2x,  MSh-MS'=2AT=2 Igx"'. 
On  a  donc  :2  sin  j:  <  2ar  <  2  tga?;  et,  par 
conséquent  : 
sina-  <  X  <  Igx. 
On  en  déduit,  en  divisant  par  sinj?, 

X       ^      l 


(1) 


1< 


< 


sina?    ^  coso; 
d'où,  en  retranchant  1  aux  trois  membres, 


(2) 
et,  par  suite, 

(3) 


o<~ — 1  <-!— 

sinx  cosa? 


1; 


X 


sinx 


1 


^ 

cosx 

tend  vers  1.  Le  second  membre 


Mais  cosx  tend  vers  1,  donc 

cosx 

de  cette  inégalité  (3)  tend  donc  vers  zéro  ;  il  en  est  donc  de  même  du  pre- 

X 

mier,  ce  qui  exprime  que  -. —  tend  vers  1. 

Il  en  est  donc  de  même,  (d'après  le  corollaire  du  théorème  A  du 

„ .  .    ,  j      ,s    j      sinar  1 

numéro  précèdent),  de  :  — 


\sinxy 


sina; 


Remarque.  —  Comme  on  a  tg.r^ -,  on  voit  que  tga?  tend  vers 

zéro  avec  x,  puisque  sinr  tend  vers  zéro,  et  que  coso?  tend  vers  1.  On 
a,  de  plus, 

tga? sinor  1 

X  X         cosa?' 

Le  premier  facteur  du  second  membre  tend  vers  1,   il  en  est   de 
même  du  second,  puisque  cosx  tend  vers  1.  Donc  ce  second  membre 

tend  vers  1x1  =  1.  Donc  le  rapport  -^  tend  vers  1,  lorsque  x  tend 
vers  zéro. 


(1)  L'égalité  MS  =  AT  résulte  de  l'égalité  des  triangles  rectangles  OMS,  OAT. 
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17.  Théorème.  —  .Si,  lorsque  x  tend  vers  c  en  croissant,  la  fonction 
y —  /'(a)  croît  et  reste  inférieure  à  un  nombre  fixe  N,  cette  fonction  tend 
vers  une  limite  l;  et  l  est  inférieur  ou  égal  à  N. 

La  dériionstration  ne  peut  se  faire  qu'en  employant  la  théorie  des  nombres  incom- 
mensurajjles.  Nous  en  inditiuerons  seulement  le  principe,  sous  forme  Géométrique. 

Heprésenlons  les  valeurs  de  la  fonction  y  par  les  points  M  d'un  axe.  Et  soit  B 
le  point  de  cet  axe  (jui  a  N  pour  abscisse. 

Lorsque  x  tend  vers  c  en  croissant,  le  point  M  marche  constamment  vers  la  droite 

0  M        P      0  B 


\ 


^'  y  /!/       .-1 

sans  jamais  atteindre  le  point  B.  Dès  qu'il  atteint  un  point  P,  il  le  dépasse,  et  en 
atteint,  par  conséquent,  d'autres  plus  à  droite.  Si.  au  contraire,  il  n'atteint  jamais 
le  point  Q  (si  voisin  que  x  soit  de  c),  il  n'atteint  pas  non  plus  les  points  situés  à 
droite  de  Q. 

Supposons,  par  exemple,  que  M  soit  parti  de  .\,  pour  une  certaine  valeur  de  x. 
Les  points  du  segment  .\B  peuvent  se  diviser  en  deux  classes  :  ceux  que  M  atteint, 
et  ceux  que  M  n'atteint  pas.  D'après  ce  qui  précède,  les  \,oxnU  atteints  sont  à  gauche 

0  A  R      L  B 


des  points  non  atteints:  comme  il  n'y  a  pas  de  dernier  point  atteint,  il  y  a  nécessai- 
rement, pour  servir  de  séparation  entre  ces  deux  ensembles  de  points,  un  premier 
point  non  atteint  (qui  pourrait  être  le  point  B  lui-même,  s'il  était  le  seul  point,  (du 
segment  .\B),  non  atteint). 

Soit  L  ce  point,  et  l  son  abscisse.  Je  dis  que  l  est  la  limite  annoncée.  Soit,  en  effet, 
R  le  point  qui  a  pour  abscisse  l  —  z.  Comme  R  est  à  gauche  de  L,  c'est  un  point 
qui  sera  atteint  pour  une  certaine  valeur  de  x  inférieure  à  c.  soita-  =  c  —  r,  ;  et  dès 
que  X  dépassera  cette  valeur,  c'est-à-dire  satisfera  à  l'inégalité  c  —  x<t,,  ou 
|x  —  c   <  r,,  .M  sera  entre  R  et  L,  c'est-à-dire  que  y  satisfera  à  l'inégalité  \y  —  f  I  <  £• 

Donc  y  —  l  tend  vers  zéro  quand  x  —  c  tend  vers  zéro,  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Remarques.  —  l"  Le  théorème  subsiste  si  on  remplace  dans  Ténoncé, 
les  mots  (f  X  tend  vers  c  en  croissant  »  par  les  mots  «  x  tend  vers  c  en 
décroissant  ».  Il  n'y  a  rien  d'essentiel  à  changer  dans  la  démonslration. 

2°  Le  théorème  subsiste  aussi  si  on  suppose  que  y  décroît  constam- 
ment, en  restant  supérieur  à  N  au  lieu  de  croître  constamment;  mais 
on  a  alors  /^N,  au  lieu  de  /^N.  H  n'y  a  rien  à  changer,  dans  la 
démonstration,  que  le  sens  dans  lequel  se  déplace  le  point  M. 

18.  Passage  à  la  limite.  —  ÏHÉoriÈME  1.  —  Si  on  a  une  identité 
f{X;=zg{xj,  et  si  rj{xj  tend  vers  une  limite  l  lorsque  x  tend  vers  c,  f{x) 
tend  aussi  vers  cette  limite  L 

Car,  en  vertu  de  l'hypothèse,  f{x)  — 1  =  g{x)  —  l,  et  le  second 
membre  de  cette  identité  étant  infinim.ent  petit,  il  en  est  de  même  du 
premier. 
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Théorème  2.  —  ^^'  on  a,  quel  que  soit  x,  lorsque  x  tend  tiers  c,  Cinéga- 
litè  f{x)^g{'i')i  et  si  f{x)  et  g(x)  tendent,  respeclivenn^nt,  vers  les  limites  l 
et  /',  on  en  peut  conclure  Vinégalité  l^l'. 

On  a,  par  hypothèse,  f{x)  —  g{x)^0.  Or,  d'après  le  corollaire  2  du 
théorème  3  sur  les  limites,  f{x)  —  g{x)  tend  vers  /  —  /'.  Donc  / — /', 
limite  d'une  fonction  positive  ou  nulle,  ne  peut  être  négative,  (n°  13, 
remarque  3);  et  l'on  a  / — /'^O,  c'est-à-dire  /^/';  ce  qu'il  fallait 
démontrer. 

Remarque  I .  —  De  même  :  une  fonction  qui  demeure  négative  ou 
nulle  ne  peut  avoir  une  limite  positive.  Et,  par  suite,  de  l'inégalité 
/"(.r)^gr(ar)  on  peut  conclure  Vinégalité  l^l'  entre  les  limites  de  f{x) 
et  de  g{x). 

Remarque  3.  —  Alors  même  qu'on  aurait  toujours  f{x)  >  g{x),  on 
peut  conclure  seuletnent  que  /^  /',  (et  non  pas  /  >  /').  Car  une  variable 
positive  peut  avoir  zéro  pour  limite. 

r>.,  I  I  ij  .  2x-hl  ^     X-\-l  , 

Par  exemple,  on  a,  lorsque  x  tend  vers  zéro,  r; t  >  â 1;  et 

les  limites  des  deux  membres  sont  égales  à  1. 

Théorème  3.  —  Si  on  a,  quel  que  soit  x,  lorsque  x  tend  vers  c, 
f{x)^-j{x)^g{x);  et  si  f{x)  et  g{x)  tendent  vers  la  même  limite  l,  o{x) 
tend  vers  cette  limite. 

En  effet,  dès  que  x  est  assez  voisin  de  c,  les  différences  \f{x)  — 1\  ei 


deviennent  inférieures  à  tout  nombre  positif  e,  donné  à  l'avance.  Cela 
équivaut  à  dire  que  f(x)  et^(a^)  sont  tous  deux  intérieurs  à  l'intervalle 
(/ — £,  /-f-e).  Il  en  est  donc  de  même  de  ï.(a)  qui  est,  par  hypothèse, 
compris  entre  f{x)  et  g{x)  (ou  égal  à  l'une  de  ces  fonctions).  On  a  donc 
/ — e  <  ï.(ar)  < /-h  e,  c'est-à-dire  \^{x)  —  /[  <  e,  dès  que  x  est  suffi- 
samment voisin  de  c.  C'est  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Remarque.  —  Appliquer  l'un  des  théorèmes  précédents  à  des 
égalités  ou  des  inégalités,  (vérifiées  quelle  que  soit  la  valeur  de  a;), 
c'est  ce  qu'on  appelle  passer  à  la  limite  dans  ces  égalités  ou  ces  iné- 
galités. 

Par  exemple  de  1  <  -. —  < ,  qui  a  lieu  pour  \x\<i  -.,  on  con- 

^  sinx      cosa?'  ^  *^        '     ^      V 

dut,  pour  X  infiniment  petit,  en  passant  à  ta  limte,  que  -^ —  tend  vers  1  ; 

1 

car  la  constante  1  est  à  elle-même  sa  limite,  et tend  vers  1. 

cosa? 


CHAPITKE   II 


LA   NOTION   DE   CONTINUITÉ 


§   1.   —  CONTINUITE   POUR   UNE    VALEUR  DE    LA   VARIABLE 

19.  Définition.  —  Une  fonction  f{x)  est  dite  continue  pour  une  valeur 
x:=c  de  la  variable  indépendante,  si  f{x)  tend  vers  f{c)  lorsque  x  tend 
vers  c. 

Exemples  :  1.  —  Un  monôme  entier  Ax'"  est  continu  pour  toute  valeur  de  x.  — 
Car,  d'après  les  théorèmes  sur  les  limites,  x"«  tend  vers  C"  lorsque  x  tend  vers  c; 
et  il  en  résulte  que  Aa;'»  tend  vers  AC". 

2.  —  La  fonction  sinx  est  continue  pour  toute  valeur  de  x. 

Car, 


sinx  —  sine  =  2  sin  — ^ —  .  cos- 


2 


et,  comme    cos     "^    \  ^  ^>  ^t  que  sin — ;, —  tend  vers  zéro  avec  ^—5 — ,  le  second 

membre  de  cette  identité  tend  vers  zéço.  Donc  sinx  —  sine  tend  vers  zéro,  quand  x 
tend  verse:  c'est-à-dire  que  sin-r  tend  bien  vers  sine. 

3.  —  La  fonction  cos  x  est  continue  pour  toute  valeur  de  x. 

Démonstration  analogue,  au  moyen  de  l'identité  : 

„    .    x  —  c    .    X  A-  c 
cosx  —  cos  c  ^  —  2  sin  — ^ —  sin  — A—  • 

Remarque  1 .  —  Quand  on  donne  à  la  variable  indépendante  une 
première  valeur  x,  puis  une  autre  valeur  x',  on  dit  que  cette  nouvelle 
valeur  résulte  de  V accroissement  x'  —  x  donné  à  x.  Il  est  souvent  com- 
mode de  représenter  cet  accroissement  par  une  lettre;  on  écrit,  par 
exemple  x'  —  x  =  h;  de  sorte  qu'on  peut  écrire  x -{- h  à  la  place  de  x'. 

La  valeur  f[x')  que  prend  une  fonction  de  x,  pour  x'  =  x-i-h,  est 
considérée  elle-même  comme  résultant  de  V accroissement  f{x')  —  f{x) 
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de  la  fonction,  qui  correspond  h  raccroissemcnl  x'  — a*  de  la  variable. 
On  désignera  col  accroissement  de  la  fonction  également  par  une  lettre. 

On  écrira,  par  exemple  f{x')  —  f{x)  =  fi,  ou  f{x-hh)  —  f{x)  =  k,  cru 
f{x')  =  f{x)  4-  k,  ouf{x-i-h)  =  f{x)  +  k. 

On  emploie  aussi,  pour  désigner  un  accroissrjnoit  d'une  variable 
guelronque,  c'est-à-dire  ia  diffèience  obtenue  en  retranchant  la  valeur 
inilinle  rf<*  ci'tte  cariahie  de  sa  valeur  nouvelle,  la  lettre  A,  (delta),  qu'on 
place  devant  la  valeur  initiale  de  la  variable. 

Ainsi,  en  ce  qui  concerne  les  accroissements  considérés  ci-dessus, 
on  écrirait, 

x'  =  x  -{-  ■^Xy         ou         x'  —  x^lx. 

f{x^ix)  =  f{x)-h^f{x),       ou       f{x-^-^x)  —  f{x)  =  ^f{x). 

Cela  posé,  on  peut  encore  énoncer  ainsi  la  définition  de  la  continuité  : 

L'ne    fonction    est    dite   continue   (pour  une   valeur    de    la   variable 

indépendante)  si  V accroissement  de  celle  fonction  (correspondant  à  un 

accroissement  pris  par  la  variable  à  partir  de  la  valeur  considérée), 

tend  vers  zéro  en  même  femps  que  V accroissement  de  la  variable. 

Car  cela  revient,  avec  les  notations  d'abord  employées,  à  dire  que 
/  x)  —  f{c)  tend  vers  zéro  lorsque  x  —  c  tend  vers  zéro  ;  ce  qui  exprime, 
par  définition,  que  f{x)  tend  vers  f{c)  lorsque  x  tend  vers  c. 

Remarque.  —  La  notion  de  conlinuilé  se  présente  naturellement  dans 
l'étude  di's  phénomènes  physiques.  —  Par  exemple,  dans  Tcxpérience 
élémentaire  classique  pour  la  vérification  de  la  loi  de  Mariotte,  il  paraît 
évident  que  la  pression  de  la  masse  gazeuse  variera  aussi  peu  que  l'on 
voudra,  pourvu  qu'on  fasse  varier  suffisamment  peu  le  volume  qu'elle 
occupe.  Sauf  pour  des  phénomènes  exceptionnels  (dont  l'étude  présente, 
par  là  même,  des  difficultés  spéciales),  la  continuité  est  une  loi  natu- 
relle générale  des  phénomènes  physiques.  C'est  grâce  à  elle  qu'on 
peut  appliquer  à  leur  étude  les  fonctions  mathématiques  usuelles,  qui 
sont  des  fonctions  continues  (sauf  peut-être  pour  des  valeurs  singu- 
lières isolées),  comme  on  va  le  voir. 

20.  Théorèmes  sur  la  continuité.  —  Les  théorèmes  sur  les  limites 
(n"  15)  ont  pour  conséquences  immédiates  les  théorèmes  suivants  sur 
la  continuité,  qui  n'en  sont  que  des  cas  particuliers. 

I.  —  La  somme  de  plusieurs  fondions,  continues  pour  une  valeur  de 
la  variable,  est  continue  pour  cette  même  valeur  de  la  variable. 

II.  —  Il  en  est  de  même  pour  le  produit  de  ces  fonctions;  et,  par  suite, 
pour  une  puissance  quelconque  de  Tune  de  ces  fonctions. 

III.  —  /l  en  est  de  même  pour  le  quotient  de  deux  de  ces  fonctions^ 
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pourvu  que  la  fonction  qui  figure  au  dénominateur  ne  soit  pas  nulle 
pour  la  valeur  de  la  variable  considérée. 

IV.  —  Il  en  est  de  même  pour  la  racine  m''-""'  de  Tune  de  ces  fonc- 
tions, m  étant  un  entier  quelconque. 

V.  — Soient  ?/,,  y.,,  ...,  y„,  les  fonctions  considérées,  l'oute  com- 
binaison linéaire^  à  coefficients  constants  :  A,r/, -t- A.^i/,  H- . .  .  A„t/„, 
(ou,  comme  Ton  dit  encore  pour  abréger,  de  la  forme  S  Ay),  est  continue 
aussi  pour  toute  valeur  de  x  pour  laquelle  i/j,  y.,,  . . .  y„  sont  continues. 

On  en  conclut  en  particulier  que  tout  polynôme  entier  en  x  est  continu 
pour  toute  valeur  de  x,  comme  somme  de  monômes  qui  sont  continus, 
ainsi  qu'on  l'a  vu;  et  que  toute  expression  algébrique  en  x,  est  continue, 
sauf  pour  les  valeurs  singulières  de  x,  pour  lesquelles  le  calcul  même 
de  la  valeur  de  la  fonction  devient  impossible.  En  effet,  l'opération  par 
laquelle  on  calcule  celte  fonction  est  composée  avec  les  opérations 
élémentaires  envisagées  dans  les  théorèmes  précédents. 

Comme    les   fonctions   triyonométriques  cosx    et   sin.r    sont    conti- 

nues,  il  en   est  de   même  de   leur  quotient  tgx-  = ,   les   valeurs 

^  ^  COSJ?' 

a-^(2Â-H-l)^    exceptées. 

Le  résultat  général  sur  la  continuité  des  fonctions  explicites  algé- 
briques subsiste  donc,  si  la  variable  x  figure  aussi  dans  leur  expression 
sous  les  signes  des  fonctions  trigonométriques. 


S;   2.   —  APPLICATION   A   LA   THEORIE   DES   POLYNOMES 

21.  Condition  d'identité  de  deux  polynômes.  —  Théorème  I.  —  Un 

polj/nôme  entier  en  x  ne  peut  être  nul  pour  toutes  les  valeurs  de  x  que  si 
tous  ses  coefficients  sont  nuls. 

Soit,  en  effet,  le  polynôme  f{x)  =  A^  -t-  AyX  -[-...+  A„ic",  que  nous 
supposons  nul  quel  que  soit  a:.  Il  est  nul  en  particulier  pour  x  =  0,  de 
sorte  que  le  coefficient  A,,  =  /'(G)  est  nul.  Je  dis  qu'il  est  impossible  que 
les  autres  coefficients  Aj,  A,,  ...,  A„ne  soient  pas  tous  nuls.  Supposons, 
en  effet,  le  contraire;  et  soit  A  le  premier  de  ces  coefficients  qui  n'est 
pas  nul.  On  peut  alors  écrire,  k  étant  ^  1, 

f{x)  =  x'^'jj  {x),         avec         cp  {x)  =  Aa-  -h  Ak+\X  H-  . . .  +  A„a?"~^ 

f(x) 
Pour  toute  valeur  de  x  autre  que  zéro,  (b{x)  =^-^~i  est  nul,  puisque 

f{x)  est  nul  par  hypothèse.  Donc,  lorsque  x  tend  vers  zéro,  o{x),  qui 
est   constamment   nul,  tend  vers  zéro.   Mais,  d'après  son  expression 
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explicite,  5(j)  qui  est  continu  pour  x  =  0,  else  réduit  à  A^  pour  x  =  0, 
tend  vers  A  lorstjue  .r  tend  vers  zéro.  H  y  a  donc  conlradiclion  tant 
qu'on  suppose  que  A^  n'est  pas  nul;  ce  qui  déuionlre  le  théorème. 

Théohkme  II.  —  Pour  que  deux  poli/nômes  entiers  en  x  soient  égaux 
quel  (jue  soit  x,  il  faut  et  il  suf/il  quils  soient  du  même  degré,  et  que 
les  coefficients  des  diverses  puissances  de  x  soient  égaux,  respectivement, 
dans  ces  deux  polynômes. 

Soit,  en  effet,  les  deux  polynômes  : 

/•(x)  =  A,-^A,ar-)-A,x*-+-...A„.r",         g{x)=zB^-hB,x-hB.^^-h...-hBpXP. 

Et  supposons  que  l'ont  ait,  quelque  soitr,  f{x)  =zg{x);  ou,  en  d'autres 
termes,  que  l'égalité 

(1)  A^)  =  ^{^) 

soit  une  identité  en  x.  Cela  revient  à  dire  que  le  polynôme  : 

(2)  f{x)-g{x)  =  {A,-B,)-^{A,-B,)x-^-... 

est  identiquement  7?m/'*';  et  cela  exige,  d'après  le  théorème  précédent, 
que  tous  ses  coefficients  soient  nuls.  Or,  si  les  deux  polynômes  f{x  ) 
et  g{x)  n'étaient  pas  du  même  degré,  on  aurait,  par  exemple  n  > p, 
avec  A„=:U,  mais  alors  le  terme  de  degré  le  plus  élevé  dans  le  poly- 
DÔme  (2),  serait  A„x",  à  coefficient  non  nul,  et  il  y  aurait  contradic- 
tion. Nous  devons  donc  supposer  n=p,  de  sorte  que  le  polynôme  (2) 
s'écrit  : 

(Ao  -  Bo) -+- (A,  —  B.)ar  H- (A,  -  B,)x,  +  . . . -h  (A„  -  B„)  X-, 

et,  en  écrivant  qu'il  est  identiquement  nul,  nous  obtenons  les  condi- 
tions énoncées  :  Ao  =  B„,  Ai  =  B,,  A2=  B,,  . ..,  A„  =  B„. 

Il  est,  du  reste,  évident  que  celte  condition  est  suffisante  pour  que 
les  deux  polynômes  soient  égaux  quel  que  soit  r,  puisqu'ils  ne  sont, 
dès  lors,  qu'un  seul  et  même  polynôme. 

Exemple  1.  —  Si  le  polynôme  f(x)  est  une  fonction  paire,  c'est-à-dire  satisfait  à 
l'identité  f(  — x)^f{x),  il  ne  contient  que  les  puissances  paires  de  x;  et  réciproquement. 

Soit,  en  eiïet,  f(x)  =  Ao  4-  A,a:  -|-  A^x^  +  Ajxî  +  . . .. 

L'identité  /(  —x)  =f{x)  s'écrit  : 

.\o  —  Aix  +  k^i  —  A3XÎ  -1-  . . .  =  Ao  -I-  A,x  -f-  Ajxî  +  AjxS  + 

Et,  d'après  le  théorème  précédent,  elle  équivaut  au  système  des  égalités 

—  Aj  =  A|,        —  A3  =  A3,        —  Aj  =  A5  ... 
c'est-à-dire 

2A,  =  0,  2A3  =  0,  2A5  =  0 

La  condition  cherchée  est  donc  bien  que  tous  les  coefficients  des  puissances 
impaires  de  x,  à  savoir  Aj,  A3,  Aj,  ...  soient  nuis. 

(1)  Nous  entendons  par  là  nul  quel  que  soit  x. 
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Exemple  2.  —  Si  le  polynôme  /(x)  est  une  fonction  impaire,  c'est-à-dire  satisfait  à 
l'identité  f{ — x)  ^ — f{^),  H  ne  contient  que  les  puissnnces  impaires  de  x.  et  récipro- 
quement. 

L'identité  en  question  sera  ici,  en  conservant  les  notations  précédentes  : 

Ao  —  Ajo;  +  AjX-  —  Ajo;'  -[-...=  —  A^  —  k^x  —  A*x-  —  k-^x-^  —  ...  : 

et  elle  équivaut  à 

Ao  =  — Ao,         Aj  =  -A.,         A.=  — A;.  ... 

D'où  on  conclut,  comme  précédemment,  que  les  coefficients  .\|j.  As,  k,,  . . .  des 
puissances  paires  de  x,  doivent  être  tous  nuls;  et  que  cela  suffit. 

Remarque.  —  Les  théorèmes  précédents  s'étendent  de  proche  en  proche, 
à  des  polynômes  entiers  à  un  nombre  quelconque  de  variables  x,  y,  z,  ... 

Si  on  considère,  par  exemple,  un  polynôme  entier  en  x  et  y.  on  peut 
l'ordonner  par  rapport  à  y,  par  exemple,  et  lécrire  : 

f{x,y)  =  \(x)-+-k,{x)y-hA.Ax)y^--^...-K{x)y\ 

Les  coefficients  Aq{x),  A^(x),  . . .  sont  des  polynômes  entiers  en  x,  et 
leurs  divers  coefficients  sont  les  divers  coefficients  du  polynôme 
f{x,  y),  en  x  et  y. 

Si  nous  supposons  ce  polym'ime  identiquement  nul,  c'est-à-dire  nul 
quelles  que  soient  les  valeurs  attribuées  à  a?  et  y,  il  est  nul,  en  parti- 
culier, quel  que  soit  »y,  pour  une  valeur  fixe  arbitraire  x=:x,^,  donnée 
à  0".  On  a  donc,  en  appliquant  le  théorème  I, 

Mais,  comme  x^  est  arbitraire,  cela  exige  que  chacun  des  polynômes 
en  X,  A„ix),  A^{x),  . .  .,  A„(a^)  soit  identiquement  nul:  c'est-à-dire  que 
tous  leurs  coefficients  soient  nuls. 

Le  théorème  /  se  trouve  ainsi  étendu  au  cas  de  deux  variables.  On 
opérerait  de  même  pour  le  théorème  II.  Et  on  passerait  de  même  du 
cas  de  deux  variables  au  cas  de  trois  variables,  et  ainsi  de  suite. 

22.  Méthode  des  coefficients  indéterminés.  —  Le  théorème  II  sert 
de  fondement  a  la  méth<jde  des  coefficients  indéterminés.  Toutes  les 
fois  qu'on  aura  à  chercher  un  ou  plusieurs  polynômes,  devant  satis- 
faire à  une  identité  de  forme  donnée,  on  pourra  écrire  cette  identité 
en  y  faisant  intervenir  les  polynômes  inconnus  avec  des  coefficients 
indéterminés,  (inconnus), 

l\x)  =  Ao  V  A,.T  H-  AoX-  -h  . . .         y{x)  =  B,^  -4-  BjX  +  B^x-  -t-  .  . . ,  etc. 

Au  moyen  du  théorème  II,  l'identité  se  ramènera  à  un  certain 
nombre  d'équations  entre  les  coefficients  A^,  A,,  A,,  ...,  B„,  Bj, 
li,  .  . .,  qu'il  ne  restera  plus  qu'à  résoudre. 
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Exemplf  I.  —  Trouver  un  polynôme  satisfaisant  Videntité  : 

et  s'annulant  pour  x  =  0. 

On  reconnall  facileinent  que  le  prolilènip  est  impossible  pour  un  polynôme  du 
premier  deirré.  Essayons  un  polymmio  du  second  degré,  à  coonicienis  indéleniiinés, 
mais  sans  lernic  constant,  puis4iue/(o)  est  nul  par  hypothèse.  Soit  : 

f(x)  ^ax  -\-  bx-. 

En  portant  cette  valeur  dans  l'identité  (1)  elle  s'écrit  : 

a(x+l)4-6(a-s4-2x  +  l)  =  ax  +  6xî  +  .T+  1. 

En  égalant  les  coefficients  des  diverses  puissances  de  x  dans  les  deux  membres, 
ou  obtient  : 

a  +  b  =  i 
fl  +  26  =  a+  1 
6  =  6 


ce  qui  se  réduit  à 


0+6=1,         26=:1;  ou  b  =  :^,         ^  =  2' 

La  solution  est  donc  : 

(2)  /(x)  =  ^(x  +  x2)  =  ^<^+^^ 

Application.  —  Si  nous  Taisons,  dans  l'identité  (1),  successivement,  x  =  0,  1,  2,  3, 
...,  (n—  1);  et  si  nous  ajoutons,  nous  obtenons,  en  remarquant  que  les  termes  se 
détruisent  deux  à  deux  dans  les  deux  membres, 

/(«)  =  ! 

/(2)  =/(!)  + 2 

/(3)=/(2)  +  3 


f(n)=f(n  —  \}  +  n 


fin)  =  1+2  +  3+... +n. 

On  a  donc  ainsi,  au  moyen  de  la  formule  (2),  la  formule  qui  donne  la  somme  des 
n  premiers  nombres  entiers. 

1+2  +  3+.. ■+»  =  "<"+'>■ 
Exemple  II.  —  Trouver  ua  polynôme  satisfaisant  à  Videntité 

(Il  /,X+1)=/(X)  +  (X+1)2, 

et  s^annulant  pour  x  =  0. 

Nous  prendrons  ici  un  polynôme  de  degré  3, 

/(x)  =:  ax  +  6x2  +  ex'. 

L'identité  (1)  est  alors 
a(x  +  1)  +  6(x2  +  2x  +  1)  +  c{x->  +  3x2  +  3^  +  1)  =  a»+  6x2  +  cx3  +  xî  +  2x+  1  ; 
ce  qui  donne,  par  identification  : 

a  +  6  +  c=l,        a  +  26  +  .3c  =  a  +  2,         6  +  3c  =  6+l.         c  =  c. 
D'où  : 

c  =  g,        6  =  2,        a  =  g; 
c'est-à-dire 
(2)  /(x)  =  ^x"  +  3x8  +  X  ^  a:(x  +  l)(2x+l) ^ 


I 
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Applicalivn.  —  Si,  ici  encore,  nous  faisons,  clans  l'itientité  (1),  a;  =  0,  1,  2,  3,  ..., 
(n —  I),  et  si  noua  ajoutons,  nous  obtiendrons,  comme  plus  haut,  après  simplifica- 
tions, 

/(n)  =  12  +  2^  +  3^+...+»-^; 

ce  qui,  au  moyen  de  l'expression  (2)  trouvée,  donne  la  formule  pour  la  S(jiiime  des 
carrés  des  ii  premiers  nombres  entiers  : 

1-2  +  22  +  3-^  +  . . .  4-  n-2  =  "<"  +  ').<-"  +  '). 

23.  Opérations  sur  les  polynômes.  —  Les  règles  élémentaires  du 
calcul  algébrique  donnent  un  moyen  de  trouver  un  polynôme  en  x  qui 
est  égal,  quel  que  soit  x,  à  la  somme  de  deux  ou  plusieurs  polynômes 
en  X  donnés.  Le  théorème  du  numéro  21,  sur  les  identités,  prouve 
qu'il  ne  peut  y  avoir  qu'un  seul  polynôme  en  x  répondant  à  la  question. 

La  soustraction,  et  la  multiplication  des  polynômes  donnent  lieu  à 
la  même  remarque. 

Cette  remarque  est  fondamentale,  car  elle  prouve  que  le  calcul  des 
polynômes  a  un  sens  précis,  du  fait  qu'il  n'y  a  qu'un  seul  polynôme 
qui  soit  la  somme  de  deux  ou  plusieurs  "polynômes  donnés;  qu'un  seul 
polynôme  qui  soit  le  produit  de  deux  ou  plusieurs  polynômes  donnés. 

La  divisio)i  d'un  polynôme  f{x)  par  un  polynôme  g{x)  se  définit  dès 
lors  comme  l'opération  qui  a  pour  but  de  trouver  deux  polynômes 
Q{x)  et  R(x),  dont  le  second  soit  de  degré  inférieur  à  celui  de  g{x), 
et  qui  donnent  lieu  à  l'identité,  (analogue  à  l'égalité  qui  définit  la 
division  des  nombres  entiers), 

(1)  f{x)=g{x).Q{x)^R{x). 

La  méthode  des  coefficients  indéterminés  permet  de  montrer  que 
l'opération  est  possible  et  ne  l'est  que  d'une  seule  manière;  et  conduit, 
convenablement  appliquée,  à  la  règle  pratique  '*  pour  calculer  succes- 
sivement les  termes  du  quotient  Q{x),  et  arriver  à  l'expression  du 
reste  l\{x). 

Du  fait  que  l'identité  (1)  n'est  possible  que  d'une  seule  manière,  on 
conclut  ce  résultat  essentiel  que  pour  ipiun  polynôme  soit  divisible  par 
un  autre,  il  faut  et  il  suffit  que  le  reste  de  la  division  du  premier  par  le 
second  soit  identiquement  nul. 

Rappelons  en  ces  conséquences  fondamentales  : 

1°  Le  reste  de  la  division  du  polynôme  f[x)  par  x  —  a  est  f{n). 

2"  Pour  qu'un  polynôme  f{x)  soit  divisible  par  x  —  a,  il  faut  et  il 
suffit  que  a  soit  racine  du  polynôme,  c'est-à-dire  que  f{a)  soit  nuV-\ 

(1)  Nous  renvoyons,  pour  le  développement  de  cette  théorie,  aux  traités  d'algèbre 
élémentaire. 

(2)  On  dit  (jue  a  est  racine  de  t'{x),  lorsque  a  est  racine  de  l'éiiuation  f(x)  =0. 
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3°  Si  n,  0.  .  . .,  /  sout  des  racines  du  polynôme  f{x),  (parmi  lesquelles 
il  n'y  en  ail  pas  deux  dï-gales  entre  elles),  ce  polynôme  est  divisiOlc  par 
le  produit  {x  —  a)  (.r  —  b)  ...  (j;  —  /). 

4"  Si  un  polynôme  f{x),  de  degré  ;j,  i'initndi;  pour  plus  de  n  caleurs 
di/férenles  dr  x.  il  est  identiquevu'ut  nul. 

En  d'autres  termes,  une  équation  algébriijue  entière  de  degré  n  ne 
peut  aroir  plus  de  n  racines  différentes. 


i  3.  —   CONTINUITE   DANS   UN   INTERVALLE 

24.  Définition  et  propriétés  des  fonctions  continues  dans  un  inter- 
valle. —  Dé  finition .  —  On  dit  quune  fonction  f{x),  définie  dans  un 
intervalle  [a.  b),  est  continue  dans  cet,  intervalle,  si  elle  est  continue  pour 
toutes  les  valeurs  de  x  appartenant  à  cet  intervalle. 

En  ce  qui  concerne  les  bornes  de  l'intervalle,  il  faut  entendre,  si  on 
suppose  a  <  b\  que  f{x)  tend  vers  f{a)  lorsque  x  tend  vers  a  par 
valeurs  supérieures  à  a;  et  que  f{x)  tend  vers  f{b)  lorsque  x  tend  vers 
b  par  valeurs  inférieures  à  b;  car  on  ne  doit  l'aire  intervenir  que  des 
valeurs  de  x  appartenant  à  l'intervalle. 

Exemple.  —  Un  polynôme  entier  en  x  est  continu  dans  tout  intervalle.  La  fraction 

j-  4-  1 
rationnelle    , ,  _  .   est  continue  dans  l'intervalle  ( —  1  +  '»  1  —  -).  si  petit  que  soit 

le  nombre  positif  s;  mais  ne  l'est  pas  dans  l'intervalle  ( —  i,  +  1)  à  cause  des  bornes 
de  l'intervalle. 

Les  fonctions  continues  possèdent  les  deux  propriétés  fondamentales 
énoncées  dans  les  théorèmes  suivants,  que  nous  admettrons  sans 
démonstration. 

Théorème  I.  —  Toute  fonction  continue  dans  un  Intervalle  (a,  6), 
a.  dans  cet  intervalle^  un  maximum  et  un  minimian  absolus. 

Cela  veut  dire  quelle  prend,  pour  au  moins  une  valeur  de  x  appar- 
tenant à  l'intervalle,  une  valeur  M  qui  est  supérieure  ou  égale  à  toutes 
les  autres  valeurs  (ju'elle  prend  dans  l'intervalle;  et.  pour  au  moins 
une  valeur  de  x  appartenant  à  l'intervalle,  une  valeur  m  qui  est  infé- 
rieure ou  égale  à  toutes  les  autres  valeurs  qu'elle  prend  dans  l'inter- 
valle :  M  esl  le  maximum  absolu;  et  m  le  nainimurn  absolu. 

Il  peut  arriver  que  l'une  ou  l'autre  de  ces  valeurs  extrêmes  ne  soit 
atteinte  qu'à  une  des  bornes  de  l'intervalle.  Les  figures  ci-dessous 
indiquent  divers  cas,  et  justifient,  dans  une  certaine  mesure,  le  théo- 
rème. 
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L'arc  de  courbe  AB,  ([ui  représente  la  fonction  dans  l'intervalle,  est  toujours 
compris  entre  les  droites  y  ^  M  et  y  =  m,  qu'il  atteint  ou  touche  au  moins  une  fois. 
Les  nombres  M  et  m  peuvent,  du  reste,  être  positifs  ou  négatifs. 

Théorème  II.  —  Une,  fonction  continue  dans  un  intervalle  ne  peut. 


dans  cet  intervalle,  passer  d'une  valeur  à  une  autre  sans  passer  par  les 
valeurs  intermédiaires. 
Soit  f(x)  une  fonction  continue  dans  l'intervalle  (a,  b)  ;  et  x^,  x.^  deux 
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valeurs  quelconques  de  .r,  apparleiianl  à  cet  intervalle  {a\  >  .r^  par 
exemple). 

Soient  f{x^^:=y^,  f{T.,)  =  j/,  les  valours  correspondantes  île  la  fonc- 
tion. Le  théorème  signifie  que  si  r/o  est  un  nombre  compris  entre  i/,  et 
t/j,  il  existe  au  moins  une  valeur  de  .r,  .i  =.ro,  comprise  entre  x^  elx^y 
telle  que  f{x)  prenne  la  valeur  j/j,,  pour  x=:x^;  telle,  par  conséquent, 
que  Ion  ait  :  f{x^)=zy^. 

La  ligure  explique  pour(|uoi  il  doit  en  être  ainsi.  Si  on  trace  les 
droites  l"U,  V'V,  WW,  parallèles  à  l'axe  des  x,  qui  ont  respective- 
ment pour  ordonnées  j/,,  y.,,  y^,  l'arc  de  courbe  qui  représente  f{x) 
dans  l'intervalle  {x^^  x.y),  part  du  point  M,  situé  sur  U'U  pour  aboutir 
au  point  M,  situé  sur  V'V. 

Comme  W\V  est  compris  entre  U'U  et  V'V,  cet  arc  traverse  donc 
nécessairement  W\V  en  un  point  M  :  l'abscisse  x^^  de  ce  point  est 
comprise  entre  x^  et  x.,,  puis<iue  M  est  entre  M,  et  M^;  et  l'on  a  bien 

Remarque.  —  Il  peut  arriver,  comme  l'indique  la  figure  ci-jointe, 
que  l'arc  de  courbe  MjM„  rencontre  W'W  plusieurs  fois:  c'est-à-dire 


11 

v 

M,A 

V 

^t 

A  ; 

, 



f 

"Vf 

y  i  ' 

w 

u' 

m/ 

u 

y, 

<i       ,        .       'il 

0 

d-X-, 

Xo 

^o 

x."g     3Cj^b 

qu'il  y  ait  plusieurs  valeurs  x^^  a?„,  x^  de  x  pour  lesquelles  la  fonction 
prenne  la  valeur'j/o  considérée. 

Corollaire.  —  L' ne  fonction  continue  ne  peut  changer  de  signe  riu''en 
s' annulant. 

Car  la  valeur  zéro  est  'comprise  entre  deux  valeurs  de  signes  con- 
traires quelconques.  Si  donc  une  fonction  f{x)  prend,  pour  x  =  a,  une 
valeur  d'un  certain  signe,  et,  pour  x  =  fj,  une  valeur  de  signe  opposé, 
et  si  elle  est  continue  dans  l'intervalle  (a,  b),  elle  passera  par  la  valeur 
zéro  pour  au  moins  une  valeur  de  x  comprise  entre  a  et  b. 

C'est  ce  qu'expliquent  les  ligures  :  les  points  A  et  B  étant  de  part  et 


îl 

/' 

a 

^  1 

1  ^ 

0 

1 

y^ 

b 
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d'autre  de  x'x^  Tare  AB  coupe  cet  arc  au  moins  une  fois;  et  peut 
même  le  rencontrer  plusieurs  fois. 

25.  Application  I.  —  Ce  corollaire  permet  souvent  de  reconnnitre 
Vexislence  de  racines  dCune  équation  f{x)  =  0.  Si  on  peut  trouver  deux 
nombres  a,  6,  tels  que  f{a)  f{b)  <0'^\  et  si  f{x)  est  continue  dans 
l'intervalle  {a,  6),  l'équation  a  au  moins  une  racine  entre  a  et  b. 

Exemple  1.  —  Soil  réqiiation  x^  —  4x -|-  1  =  0. 

On  trouve  par  tâtonnements  : 

/(-3)  =  -14,        /(0)  =  1,        /(!)  =  - 2,        /(2)  =  1. 

L'équation  a  donc  une  racine  entre  — 3  et  0,  une  autre  entre  0  et  i,  une  autre 
entre  1  et  2.  Elle  n'en  a,  ici,  qu'une  seule  dans  chacun  de  ces  intervalles  en  vertu 
du  théorème,  rappelé  ci-dessus,  qu'une  équation  de  degré  n  peut  avoir  au  plus  n  racines. 

Exemple  2.  —  Soit  Vêqualion  x —  tga;^0. 

On  a/(7J  =  r  —  1  <  0,  /(7r)  =  7r;  mais  on  ne  peut  pas  en  conclure  l'existence 

d'une  racine,   parce  que  la  fonction  n'est  pas  continue  dans  l'intervalle  1^,  -),à 

cause  de  la  valeur  .r  =  -,  singulière  pour  tgx. 

Au  contraire,  il  y  a  une  racine  (au  moins)  dans  l'intervalle  (ir,  -^  —  e  j ,  si  t  est 
assez  petit;  car  f(x)  =  x  —  tgx  est  continu  dans  cet  intervalle  et  devient  infini  et 
né^ralif  lorsque  x  tend  vers  -^  par  valeurs  plus  petites  que  ,  d'après  les  propriétés 
de  la  tangente,  de  sorte  qu'on  a  : 

/(7Î)>0,  /(|'-£)<0. 

Application  II.  —  l'Jlude  du  signe  d'une  fonction. 
On  peut  énoncer  le  corollaire  précédent  ainsi  :  Une  fonction  ne  peut 
changer  de  signe  qu'en  cessant  d'être  continue.,  ou  en  s'annulant. 

(1)  D'une  manière  générale,  l'une  des  inégalités  AB  >  0,  0  >  0  exprime  (jue  A  et 

A 

B  sont  de  même  signe;  l'une  des  inégalités  AB  <  0,  -n  <  0  exprime  que  A  et  B  sont 

de  signes  contraires. 

MATH.    GÉNÉB.VLES.    —    I.  3 


34  LA   NOTION    DE   CONTINUITE 

Si  donc  on  peut  trouver,  pour  chacun  des  intervalles  (a,  h)  dans 
lesquels  la  fonction  est  délinie  :  1"  toutes  les  valeurs  pour  lesquelles 
la  fonction  cesse  d'être  continue  (qu'on  appelle  des  discontinuités); 
2°  toutes  les  valeurs  pour  lesquelles  elle  s'annule  (qu'on  appelle  ses 
nicines  ou  ses  zéros);  il  suffira  de  ranger  tous  les  nombres  ainsi 
obtenus  par  ordre  de  grandeur  croissante  a,  x^,  x^,  ...,  x„,  0,  pour 
obtenir  une  série  d'intervalles  partiels  (a,  x^),  {x^,  x.-,),  . . .,  (x„,  b)  dans 
chacun  desquels  la  fonction  garde  un  signe  constant.  H  sera  alors 
facile  de  connaître  ce  signe  pour  chaque  intervalle  partiel,  par  exemple 
en  calculant  la  valeur  de  la  fonction  pour  une  valeur  particulière  de 
x  appartenant  à  linlervalle  considéré. 

Dans  la  plupart  des  cas,  on  peut  choisir  les  valeurs  particulières  de 
X  en  question  de  manière  à  connaître  immédiatement  le  signe  de  f{x) 
sans  être  obligé  d'en  calculer  effectivement  la  valeur. 

On  peut  aussi,  le  plus  souvent,  reconnaître  immédiatement  si  le 
signe  de  f{x)  change,  quand  on  passe  d'un  intervalle  partiel  au  suivant. 

Extmple  :  f(x)  =  ^.^a^^j^^  =  (^-i)X;_2) ' 

Discontinuités  : 

x=l,        a-  =  2;        zéros        .r  =  0,        x  =  — 1, 

f(x)  est  du  signe  de  x,  pour  x  inflniment  petit;  et  change  de  signe  quand  x  traverse 
les  valeurs  1  et  2. 

-00  —1  0  1  2  +X. 


Tableau  donnant  i     f/j.\ 
le  signe 


signes 


0 

) 

— 

+ 

- 

+ 


Application  III.  —  Résolution  des  inégalités. 

Résoudre  une  inégahté,  f{x)  >  0  par  exemple,  c'est  trouver  dans 
quels  intervalles  la  fonction  f{x)  est  positive.  Il  n'y  aura  donc  qu'à 
étudier  le  signe  de  f{x)  par  la  méthode  précédente,  et  à  tirer  de  cette 
étude  les  conclusions  demandées. 

Exemple.  —  La  résolution  de  l'inégalité  >_'o  TTo  ^  ^  résulte  du  tableau  ci- 
dessus;  le  résultat  est  : 

0<x<l,        ou  bien,        2<x. 


§  4.  —  DISCONTINUITÉS 
VALEURS   INFINIES   DE   LA   VARIABLE   INDÉPENDANTE 

26.  Fonctions  qui  deviennent  infinies.  —  On  dit  qu'une  fonction 
de  X,  y  =:z  f[x),  devient  infinie  lors'iue  x  tend  vers  c,  si  la  valeur  absolue 
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de  f[x)  est  aussi  grande  que  Von  veut,  pourvu  que  x  soit  suffisamment 
voisin  de  c;  c'est-à-dire,  en  langage  arithmétique,  si  à  tout  nombre 
positif  P,  si  grand  qu'il  soit,  correspond  un  nombre  positif  y),  tel  que 
l'inégalité  \x  —  c\  <  y)  entraîne  comme  conséquence  \f{x)  |  >  P. 

1    I      1 

Comme  les  inégalités  \f{x)\>P,  et    77-^  <  p  sont  équivalentes, 

1 

dire  que  f{x)  devient  infinie  équivaut  à  dire  que  tv— \  tend  vers  zéro. 

De  là  le  moyen  de  reconnaître  si  une  fonction  devient  infinie. 

'i(x) 

Le  cas  le  plus  fréquent  est  celui  du  quotient  /"(a?)  ^  jj-^  de  deux 


fonctions,  continues  pour  x 

•l{x),  et  n'annulant  pas  le  numérateur 


(x).  Le  rapport 


c,  c  étant  un  zéro  du  dénominateur 

f{x)—r^{X) 

tend  vers  zéro,  d'après  le  théorème  sur  la  limite  d'un  quotient;  donc 
f{x)  devient  infinie. 

Remarque.  —  Lorsque  f{x)  devient  infinie  pour  x^c,  on  doit  étudier 
séparément  le  cas  où  x  tend 
vers  c  par  valeurs  plus  petites 
{x  =  c  —  e);  et  le  cas  ou  x 
tend  vers  c  par  valeurs  plus 
grandes  (x  =  c-+-z).  11  arrive 
en  général  que,  dans  chacun 
de  ces  cas,  f{x)  garde,  dès  que 
l'infiniment  petit  positif  s  est 
assez  petit,  un  signe  déter- 
miné; mais  qui  n'est  pas 
nécessairement  le  même  dans 
les  deux  cas. 

Supposons,  par  exemple, 
x=:c  —  £,  la  fonction  y  =  f[x) 
devenant  infinie,  et  restant 
positive,  lorsque  e  tend  vers 
zéro  (y  =  +  x). 

Traçons  la  parallèle  v'v  à  l'axe  des  ?/,  qui  a  pour  abscisse  OG  =  c. 
Le  point  M  de  coordonnées  (a?,  y)  se  déplace,  lorsque  s  tend  vers  zéro, 
de  telle  sorte  que  son  ordonnée  UM  =  t/  devient  infinie,  en  même 
temps  que  sa  distance  MH  à  la  droite  v'v  tend  vers  zéro; 

MH  =  UC  =  c— a?. 

Ce  point  M  décrit  donc  une  branche  de  courbe  infinie  (B)  ;  et  cette  branche 
est  asymptote  à  la  droite  v'v\  (ou  la  droite  v'v  est  une  asymptote  de  la 


y 

(B)\ 
/ 

V 

M/ 
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H 
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y 
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X 


36 


LA    NOTION    l)K   CONTINUITÉ 


branche  ;  ce  qui  signifie,  par  dc/hiilion,  que  la  distance  du  po^nl  M, 
de  la  branche  de  courijo  inlinie  (H),  à  la  droite  v'v,  lend  vers  zéro 
Iiirsqu.'  If  poinl  s'éloigne  indéfininieul  sur  cette  branche. 


Errini>le  I. 


l'our 


r  -X 

j— 2 


•  y^"" 


-3 


La  courbe  se  rapproche  rapidement  de 
son  asyinplote.  On  peut  démontrer  que 
«•'l'.-t  une  hvpcrbole. 


^ 


Exeinjile  2. 


(X  —   •  >T 


Pou 


S 


,,  ^  =  0 


^x  =  t.=  ,. 


f 


l/ 


La  fourbi-  se  rapproche  lentement  de 
son  asymptote  :  les  branches  prennent 
l'aspect  de  droites  parallèles  à  l'asymptote. 

27.  Autre  type  de  discontinuité. 
—  Il  arrive  que,  lorsque  x  tra- 
verse la  valeur  x^c,  la  fonction 
fasse  un  saut  brusque,  sans  deve- 
nir infinie.  C'est  le  cas  où  f{x) 
lend  vers  des  limites  diflérentes  / 
et  /'  suivant  que  x  tend  vers  c 
par  valeurs  plus  petites  que  c, 
ou  par  valeurs  plus  grandes. 
On  écrit  souvent  : 
/•(c_0)=;,        f{c^O)  =  l'. 

La  courbe  représentative  est 
interrompue,  comme  l'indique  la 
figure. 

Exemple.      y  =:x 

Pour  x>  0,  on  a 

y  x^  =  X,  y  =  \  -\-  X. 

Pour  x<0,  on  a 

y  x2  =  —  x,  y—  —  l  -}-  X. 

La  courbe  se  compose  donc  de  deux  di-ni-droiles  parallèles  à  la  bissectrice  de 
l'angle  yOx. 


1  +_V'a;a 

\X'^ 
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28.  Valeurs  infinies  de  la  variable  indépendante.  —  Pour  étudier 
une  fûiitlion  ?/^/(j),  lorsque  a-  devient  inlini.  cesl-à-dire  lorsqu'on 
donne  à  x  des  valeurs  aussi  grandes  qu'on  le  veut,  il  suffit  (h-  faire  vu 

changement   de   variable^   en  posant  x=^  _.   La  fonction   devient    une 

fonction  de  z,  f(-\=:g{z);  et  tout  revient  à  étudier  cette  fonction 

pour  :  infiniment  petit,  suivant  les  principes  précédemment  exposés. 


On  doit  étudier  séparément  le  cas  a:- = -h  x(:  infiniment  petit  positil); 
et  le  cas  x  =  —  oo  [z  infiniment  petit  négatif). 

Supposons,  par  e.Kemple,  que  pour  .r  =  -h  x,  y=:f{x)  tende  vers 
une  limite  l;  et  traçons  la  droite  v'i\  parallèle  à  l'axe  des  x,  qui  a 
pour  ordonnée  0L  =  /.  Lorsque  a:  augmente  indéfiniment,  le  point  M, 
de  coordonnées  {x,  y),  décrit  une  branche  infinie  (Bi,  asymptote  à  la 
droite  v'v;  car  la  distance  MH  du  point  à  la  droite  tend  vers  zéro, 
puisque  HM  =  UM  —  UH  =iy  —  /  tend  vers  zéro,  _^ 

Le  signe  de  HM  =  y  —  /  indique,  de  plus,  si  le  vecteur  HM  est  dirigé 
vers  le  haut,  ou  vers  le  bas,  c'est-à-dire  si  la  branche  de  courbe  est 
au-dessus  de  son  asymptote  (//  —  /  >  0),  ou  au-dessous  (y  —  /  <  0). 

liéciproquement  :  si  la  branche  (B),  qui  représente  la  fonction  pour 
x  =  -t-  X,  est  asymptote  à  une  droite  y  =  l,  parallèle  à  Taxe  des  i-, 
cela  signifie  que  |MH|  =  |)y  — 1\  tend  vers  zéro,  c'est-à-dire  que 
y  =  f{x)  tend  vers  l  pour  x  =  -{-  x. 

Remarque.  —  La  recherche  des  asymptotes  non  parallèles  à  l'axe 
des  X  sera  faite  plus  tard.  Il  peut  arriver,  du  reste,  qu'une  branche 
infinie  n'ait  pas  d'asymptote,  comme  c'est  le  cas  pour  les  paraboles. 

2x-\-  1 


Exemples  :  I . 
En  posant  x  ; 


il  vient 


x  —  2 


+  1 


.2  +  z 
A  —  2z' 
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Donc  y  tend  vers  2.  De  plus 


ir 


x 


est  du  sic-ne  de  :,  c'est-à-dire  de  x,  pour  z  infiniment  petit.  La  branche  de  gauche 
est  donc  au-dessous  de  l'asymptote  j"  =  2,  et  la  branche  de  droite  au-dessus. 


arî  +  a;  +  1 


x—i 


En  posant  a:  =  -,  i!  vient  : 


:>'  = 


1  +  ?  +  z"^ 


Donc  y  est  infini;  et  du  signe  de  z,  c'est-à-dire  du  signe  de  x. 


y 

V  . 

3^ 

• 

j 

• 

• 

• 

/ ^ 

\ 

Donc  deux  branches  (B')  et  (B),  dans  l'angle  /Occ',  et  dans  l'angle  yOcr,  respective- 
ment. 

Ces  branches  ont,  en  fait,  une  même  asymptote,  la  droite  j  =  x.-|-2.  La  courbe 
est  une  hyperbole.  Comme  y  devient  infinie  pour  x=l,  la  droite  a;=l  est  la 
seconde  asymptote. 
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y  =  sincc. 
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La    fonction   ne  tend  vers  aucune  limite,  et   ne   devient  pas  infinie;  elle  passe 
périodiquement  et  indéfiniment  par  toutes  les  valeurs  comprises  entre  —  1  et  +  1. 


La  courbe,  dite  sinusoïde,  se  compose  d'une  infinité  d'arcs,  qui  peuvent  se 
superposer  les  uns  aux  autres  par  des  translations  successives,  d'amplitude  27i, 
parallèles  à  l'axe  des  x.  (Voir  les  traités  de  trigonométrie.) 


EXERCICES  SUR   LES  CHAPITRES  I  ET  II 

1 .  —  Que  devient  y  =  v^      v^ ^  lorsque  x  tend  vers  a? 

X  —  a 

2.  —  Déduire  du  résultat  obtenu  la  solution  de  la  même  question 
pour  : 


y=^ 


'\Jx  —  'ija 


i;/x-ya 


3.  —  Trouver  ce  que  devient,  lorsque  x  tend  vers^^,  la  fonction  : 

tga?.sin(a'  — ^  j 


4.  —  Que  devient  y 


y  1  —  2sinx 

1  —  cosa^ 


,  lorsque  x  tend  vers  zéro'} 


5.  —  En  imitant  la  méthode  suivie  dans  les  exercices  du  n°  22, 
trouver  la  somme  des  cubes  des  n  premiers  nombres  entiers. 

Heponse  :  '     ^ 


rn(nH-l)T 


6.  —  Que  devient  y  = ,  lorsque  x  devient  infini  ? 

On  devra  distinguer  les  deux  cas  :a?==4-ao  ei  x=^  —  x. 

7.  —  Même  question  pour  y  =  \x^ -h  1  —  x. 
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S.  —  Morne  question  iioiir  y  =:  — -' '- —  —  x. 


On  reprendra  avec  ?oin  les  exemples  numériques  du  Cours,  en 
Iratjant  les  courbes  sur  du  papier  quadrillé,  d'une  manière  aussi  exacte 
que  possible,  et  en  calculant  les  coordonnées  d'un  nombre  de  points 
suffisant  pour  avoir  l'allure  des  diverses  branches,  principalement  des 
brauclies  inlinies. 


CHAPITHE   HT 

LA   NOTION   DE   PUISSANCE 

§    1.    —   SUITES   INFINIES 

29.  Définitions.  —  Quand  des  nombres  sont  rangés  dans  un  certain 
ordre,  on  dit  qu'ils  forment  une  suHp,:  si,  après  chacun  de  ces  nombres, 
il  y  en  a  un  autre,  la  suite  est  dite  infinie.  On  représente  les  nombres 
d'une  telle  suite  par  une  lettre,  afTectée  d'indices  qui  indiquent  le  rang 
de  ces  divers  nombres  : 


U,,   «,,   Wj,    .  . .,   Un. 


Le  terme  de  rang  quelconque  n,  est  dit  terme  général  àQ  la  suite  '  . 
Dans  beaucoup  de  cas,  on  connaît  l'expression  explicite  du  terme 
général  en  fonction  de  son  rang  n. 

Exemple  l.  —  Profjression  arilhmë tique  de  raison  r  : 

a,        a -{- r,        a -j- 2r,         ...,         a -{- (n — l)r,   .... 

On  a  donc,  dans  ce  cas, 

Un  =  a  -\-  {n  —  \)r. 

Exemple  2.  -•   Progression  géométrique  de  raison  q  : 

a,  aq,  aq'^,   ...,  aq"—^,   .... 
On  a  donc,  dans  ce  cas  : 

Un  =  aq'>-  ' . 

30.  'Valeurs  approchées  décimales.  —  L'n  exemple  de  suite  infinie, 
très  important  au  point  de  vue  pratique,  et  dans  lequel  l'expression 
explicite  de  u„  en  fonction  de  n  n'existe  pas  en  général,  est  celui  des 

(1)  Pour  abréger,  on  désigne  souvent  une  suite  par  son  terme  général.  On  dira  : 
la  suite  Un. 
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i 

valeurs  approcliéos,  par  défaut  el  par  excès,  à  j--  près,  d'un  nombre 


quelconque  U. 

Soient  u„  et  u'„  ces  valeurs  approchées.  Elles  sont  définies  par  la 
condition  que  ce  sont  des  fractions  décimales,  de  dénominateur  10", 

qui  différent  lie-rrr^j.  et  comprennent  le  nombre  considéré  U  ;  de  sorte 

que  l'on  ait  : 

(l)  "„<l   <"»;         "»  =  "n  +  f(y;- 

Si  on  imagine,  sur  un  axe  x'x,  les  points  équidistanls  dont  les 
abscisses  sont  les  diverses  fractions  décimales  de  dénominateur  10". 

_  1  _  2  __L-A 

^  — —  ÏÏF"        ■'— —  ÏO"'     •'"    ^  —  —  10" 

les  points  v„  et  v'„  sont  les  deux  points  consécutifs  qui  comprennent  U. 

Il  faut  entendre  par  là  que  u„  peut,  le  cas  échéant,  coïncider  avec  U, 
mais  que  u'„  est  toujours  à  la  droite  de  U. 

Théorème.  —  Les  valeurs  approchées  pm^  défaut  u„  7ie  vont  jamais  en 
décroissant  lorsque  n  croît;  les  valeui^s  approchées  par  excès  u^  ne  vont 
jamais  en  croissant. 

On  peut  considérer  ce  théorème  comme  intuitif.  Si  on  a  marqué  sur 
un  axe  x'x  les  points  U,  w„,  u„,  et  si  on  divise  le  segment  w„u^  en 
10  parties  égales,  les  points  de  division,  y  compris  w„  et  u',„  repré- 
sentent des  fractions  décimales  de  dénominateur  10"+';  U  est  compris 


X'  Un  "«+l«n+l  «n  ^ 

entre  deux  de  ces  points,  qui   sont,  par  conséquent,  v„j^i  el  u'„+,. 
Comme  w„  est  le  plus  à  gauche,  et  u„  le  plus  à  droite,  on  a 

ce  qui  est  la  traduction  algébrique  de  l'énoncé  du  théorème. 
En  voici  la  démonstration  algébrique  : 
Soit  un  =  j^.  u„  =  à^,  „„+,  =  ,^^^^,  u;^,=.^+|,  A  et  B.  étant  entiers. 

En  vertu  des  inégalités  (\),  on  a  u„  <  U,  U<  m^+,,  d'où  : 


Donc 


lfe<?±l'        c'est-à-dire        10.A<B-fl. 


10"  ^  lO^+i  ' 
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Comme  lOA  et  B  +  1  sont  entiers,  on  en  conclut  : 

V  B 

lOA^B;         donc         fp'^ïô^rFT'         ^^"         «n  ^  «n+l. 

Ce  qui  démontre  la  première  partie  du  théorème. 

De  même,  en  vertu  des  inégalités  (1),  on  a  Un+t  ^  U,  U  <  u^,  donc  :  . 

B      ^  X+i 

IQn+i  ^  U  <      jjj,,    . 

D'où 

B<10(A  +  1);        donc        (B+ 1)^  10(A  +  1);         ^-±l1  ^    ^^-^ 


B  +  1  ^  A  +  1 . 
c'est-à-dire  u,',  ^  u',^,  ;  ce  qui  exprime  la  seconde  partie  du  théorème. 


liemarque.  —  Si  U  est  égal  à  une  fraction  décimale  U  =  j^ ,  la  valeur 

approchée  par  défaut  w,,  est  égale  à  U,  et  toutes  les  suivantes  lui  sont 
égales. 

31.  Limites.  —  On  dit  qu'une  suite  de  nombres 

1'       2'       3'    •  *  ■  5       ni     ■  •  •  > 

a  une  limite  L,  si  w„  tend  vers  L  lorsque  n  augmente  indéfiniment.  —  Il 
peut  arriver  aussi  que  i/„  augmente  indéfiniment,  lorsque  n  devient 
infini;  ou  que  u„  soit  indéterminé,  pour  n  infini;  passe  par  exemple, 
périodiquement  et  indéfiniment,  par  une  même  suite  finie  de  valeurs 
différentes. 

Remarque.  —  Il  n'y  a  pas  lieu  de  définir  à  nouveau  les  termes  : 

«  Untend  vers  L  pour  n  infini  »,  et  «  u  augmente  indéfiniment  avec  n  », 
que  nous  venons  d'employer.  Car  u„  est,  en  fait,  une  fonction  f{n)  de  la 
variable  n;  et  la  seule  différence  avec  les  considérations  du  n"  28,  c'est 
que  l'on  ne  donne  à  cette  variable  que  des  valeurs  entières  et  positives. 

Exemples .   1 .  u»  =  — ■ —  . 

X  A-  l 
Ici  limun  =  1  ;  car  tend  vers  I  lorsque  x  augmente  indéfiniment  par  valeurs 

même  quelconques. 

On  trouve  u,i=  oc  pour  n  ^  «  (même  raison). 

3.  u»  =  sin|nT)- 

On  voit  que  un  passe  périodiquement  et  indéfiniment  par  les  valeurs 

V?  ^   vl  0  -:^  -1   -vJ   0 

2  '     '    2  '     '         2  '         '        2  ' 

i.     Les   suites  des  valeurs  approchées,  u,,  et  u^,  de  U,  par  défaut  et  par  excès, 
à  7T—  près,  ont  U  pour  limite;  car  les  différences  (U  —  Un)  et  (u,',  —  U)  sont  positives 

et  inférieures  à  rrnj,  et  tendent,  par  conséquent,  vers  zéro,  pour  n  infini. 
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32.  Théorèmes  sur  les  suites.  —  Kn  verlu  de  la  remarque  faite 
ci-dessus,  les  théorèmes  généraux  sur  les  limites  (n"  15)  sappliiiuent 
au  ras  des  suites  inlinies.  Par  const'(juenl,  si  on  désigne  par  u„,  r„, 
"■|M  •••.  ^M  l''s  termes  générdu.r  de  plusieurs  suites,  ayant,  respective- 
ment, li's  limites  U,  V,  W,  . . . ,  T  :  .     . 

1°  La  suite  {u„  -h  v„  -h  w„  -h  . . .  -h  /„)  a  pour  limite  (U  -4-  V  +  W  + ...  T). 
2°  /m  suite  (a»„ -h  bv„ -h cw„  -h  . . .  -f-  /i/„)  oit  a,  b,  c,  . . .,  k  sont  des 
constantes,  a  pour  limite  (aU  4-  éV  -h  cW  -i-  . . .  -h  AT). 
8"  La  suite  {u„v„Wn  .  .  .  /„)  n  pour  limite  (UVW  .  .  .  T). 

l"  La  suite -^  a  pour  limite^,  si  V=0,  et  son  terme  général 
augmente  indéfiniment  si  V  =  0,  Uis^iO. 

o**  I^es  suites  u'^'  et  \  u„.  où  m  est  un  entier  positif  quelconque,  ont  pour 
liiniles  L'"'  et  "{  U. 

Corollaire.  —  Pour  que  deux  suites  u„  et  v„  aient  même  limite,  il  faut 
et  il  suffit  que  l'une  d'elles  ait  une  limite,  et  que  {u„  —  v„)  ait  pour  limite 
zéro  (pour  n  infini). 

En  effet,  si  u„  et  v„  ont  la  même  limite  U,  {u„  —  u„)  tend,  d'après 
le  second  théorème,  vers  la  limite  U  —  l'=r:0.  Et,  réciproquement,  si 
u„  a  pour  limite  U.  et  si  {u„  —  v„)  tend  vers  zéro,  u„  =  u„  —  {u  — v„) 
a  pour  imite  U — 0=L'. 

.Appliration.  —  Les  théorèmes  précédents  montrent  qu'on  peut 
employer,  pour  effectuer  les  calculs  sur  des  nombres  incommensu- 
rables, les  valeurs  approchées  décimales  de  ces  nombres.  En  effec- 
tuant sur  ces  valeurs  approchées  les  calculs  indiqués,  on  obtiendra 
des  résultats  qui  seront  aussi  voisins  que  Ion  voudra  du  résultat 
cherché,  pourvu  qu'on  ait  employé  des  valeurs  suftisamment  appro- 
chées. Le  choix  des  valeurs  approchées  des  données,  nécessaires  pour 
obtenir  le  résultat  avec  l'approximation  désirée,  est  l'objet  de  la  théorie 
des  approximations  numériques  (ou  des  erreurs).  (Voir  ch.  xi,  §  7.) 

33.  Suites  croissantes  et  suites  décroissantes.  —  Une  suite  m„  est 
dite  croissante,  si  u„  croît  avec  n;  c'est-à-dire  si  on  a  : 

(M  "i  <  «2  <  "î  <  •  •  •  <  ^»  <  ••  •  • 

Le  théorème  du  n"  17  s'applique  à  ces  suites.  Si  une  suite  croissante 
est  borner,  elle  a  une  limite.  D'une  manière  plus  précise,  si  on  a  les 
inégalités  (1  et  si  i/„  est,  quel  que  soitn,  inférieur  à  un  nombre,  fixe  A, 
u„  tend  vers  une  limite  /,  et  on  a  /^  A. 

La  démonstration  serait  toute  semblable  à  celle  que  nous  avons 
esquissée  au  n'^  17.  On  peut  même  supposer,  plus  généralement,  que  les 
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termes  de  la  suite  ne  vont  jamais  en  décroissant,  c'esl-à-dire  qu'on  a,  au 
lieu  des  inégalités  (1),  les  inégalités, 

(2)  U^  ^  II,  ^  "3  ^  . .  .  ^  lin  ^ 

De  même,  une  suite  de  nombres  ii„.  qui  ne  vont  jamais  en  croissant  et 
sont  tous  supérieurs  à  un  nontbre  fixe  B,  a  une  limite  l,  et  on  a  /^  B. 

Remarque.  —  Ce  que  nous  avons  dit  au  n"  18  sur  le  passage  à  la 
limite  s'applique  également  aux  suites. 

§   2.    —   PUISSANCES  ENTIÈUES   POSITIVES 

34.  Définition.  —  Lorsque  m  est  un  entier  positif,  a"'  est,  par  défi- 
nition, le  produit  de  m  nombres  égaux  à  a. 

Premières  propriétés.  —  De  cette  définition  résultent  immédiatement 
les  propriétés  suivantes"'  : 

I.         Si  a  est  positif,  a'"  est  positif; 
11.         a"'.a"''  =  a"'+"''; 

III.  (a"')"''  =  a"""',  d'où  {a'")'"' =  {a'"')'" ; 

IV.  [ab)'"  =  a"'b"',  d'où  les  corollaires  . ■ 


\b)    —W'^         \a)    ~^' 


35.  —  Théorème  I.  —  Si  a  >  />  >  0,  on  a  a'"  >  b'". 
Car  <^) 

a'"  —  b'"  =  {a  —  b)  (a'"-'  +  a"'~'b  -h  ...  +  a'"-^ b'' -{- . . .  -+-  ab'"'"^  -\-  6'"-') . 

Et  le  second  facteur  du  second  membre  étant  positif,  comme  somme 
de  termes  positifs  (Propr.  1),  (a'"  —  b"')  est  positif  si  (a  —  b)  est  positif. 
Plus  généralement,  la  même  identité  montre  que  [a  —  b)  et  (a'"  —  è'") 
ont  le  même  signe,  ou  sont  nuls  tous  deux;  de  sorte  que  l'on  peut 
énoncer  le  théorème  sous  une  forme  plus  complète  : 

Théorème  II.  —  Si  a  et  b  sont  positifs,  Végalilé  et  les  inégalités  a^b, 
a'>  b,  a  <.b  sont  équivalentes,  respectivement,  à  l'égalité  et  aux  inégalit<''s 
a'"  =  6'",  a'"  >  b"\  a'"  <  b"\ 

Théorème  111.  —  Si  a>  1,  a'"  croit  avec  m,  et  croit  indéfiniment  si  m 
devient  infini.  Si  0  <  a  <  1,  a'"  décroît  avec  m  et  tend  vers  zéro  pour 

(1)  Voir  les  Traités  élémentaires  d'arithmétique  et  d'algèbre. 

(2)  Identité  algébrique  classique  et  importante,  dont  la  vérification  est  immédiate, 
et  que  nous  avons  déjà  utilisée  au  numéro  15. 
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1°  Soit  (J  >  l;  nous  posons  a  =  l  -h/j,  h  étant  positif.  Alors 
a'"-^' —  «'"=«'" (a  —  l)z=ha"'  >  0. 
Ce  tjui  prouve  que  a"'+'  >  a"\  donc  que  a'"  croît  avec  m.  De  plus  : 

a-'  —  l  =  {a  —  l)  (a'""'  H-  a"--  -h  ...  -4-  a  -h  1)  ; 
d'où  nous  concluons,  en  remplaçant  encore  (a —  1)  par  h, 

a'"  —  1  >  h.7}i\ 

car  de  a  >  1,  OD  conclut,  daprès  le  théorème  I,  a^  >  1,  . . . ,  a'"'  >  1; 

et.  par  suite, 

a"'~'  -f-  a'""  "  -h  ...  -h  0  H-  1  >  7n. 

On   a   donc  a"'>l-\-inh;   ce  qui   montre  que   a'"   devieut,    comme 

(1  -hmh),  inlini  avec  m. 

l 
2"  Soit  a  <  I  ;  nous  posons  a  =  ^ ,  de  sorte  que  b  est  plus  grand  que  1 . 

1 

Comme  a"' =:  r.r,  (Propr.  IV)  et  que  b'"  augmente  iDdéfiniment  pour 

m  =  X  ,  a'"  tend  vers  zéro. 

Remarque.  —  Il  résulte  de  ce  théorème  qu'on  ne  peut  avoir  a'"  =  a"'', 
a  étant  différent  de  1,  que  si  m  et  m'  sont  égaux. 

§  3.   —  PUISSANCES  RATIONNELLES  POSITIVES 

Nota.  —  Comme  dans  le  dernier  théorème,  nous  ne  considérons  plus, 
dans  la  suite  de  ce  chapitre,  que  des  puissances,  ou  racines,  de  nombres 
positifs.- 

36.  Puissances  fractionnaires. 

Lemme.  —  Le   nombre  a  étant  positif  et  différent  de    /,   l'égalité 

yaP  =  \af' équivaut  à  "  =  '— • 

En  effet,  d'après  le  théor.  II  du  paragraphe  précédent,  yai'  =  ''slaP' 
équivaut  à  : 

qu'il  suftit  donc  d'étudier.  Or,  le  premier  membre  est,  d'après  la  pro- 
priété III  du  n"  34,  et  la  définition  des  racines  : 

(1)  {\  H^)'''  =  [(yâ^YY  =  [a^Y  =  a"î' . 

Le  second  membre  est,  de  même,  a'''''.  De  sorte  que  l'égalité  (1)  est 
simplement  a^<'  =  a'"',  qui.  d'après  la  remarque  du  n"  35,  équivaut  (a 

P      p' 
étant  différent  de  i),aLpq'=:p'q.  Or  ceci  n'est  autre  chose  que  ^=S  . 

Le  lemme  est  donc  établi. 
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Définition.  —  Par  définition,  a  étant  un  nombre  positif  et  m  un  nombre 
rationnel  m  =  -,  on  pose  : 

I'         _ 
a"'  =  a''  =  yaP- 

D'après  le  lemme,  cette  définition  est  précise^  puisque  la  valeur  ainsi 
donnée  à  a'"  ne  dépend  pas  de  la  forme  particulière  choisie  pour  écrire 
le  nombre  m.  Il  faut  observer,  en  effet,  qu'il  y  a  une  infinité  de  frac- 
tions ^  qui  sont  égales  à  m;  d'une  manière  précise,  l'une  d'elles,  ^  est 

^  '  k 

irréductible,  et  toutes  les  autres  sont  7-^,  k  étant  un  entier  arbitraire. 

Remarque  I .  —  Dans  le  cas  où  m  est  de  la  forme  -,  q  étant  entier, 
on  a  donc,  par  définition, 


Remarque  2.  —  La  définition  est  encore  applicable  pour  m  entier. 

En  effet  si   on   écrit  m  sous  forme  de  fraction,  m^—j-^  on  aura, 

k 

d'après  cette  définition, 

Cette  égalité  est  bien  exacte,  car,  si  on  élève  les  deux  membres  à  la 
puissance  A",  on  obtient,  dans  le  premier  membre,  d'après  la  pro- 
priété III  du  numéro  34, 

{a'"Y  =  a'"''  =  a'""  ; 
et  le  second  membre  devient  aussi  a'"",  d'après  la  définition  des  racines. 

Remarque  3.  —  Pour  a  =  l,  on  pose,  par  définition,  1"':=1,  pour 
toute  valeur  rationnelle  de  m.  Ce  qui  est  d'accord  avec  la  définition 

précédente,  si  m  =  ^  ei  q  >  l. 

Exemples.       3'/^=v^,     S'-'  =  llW'  =  ^sjQÂ,  etc. 

37.  Propriétés  des  puissances  rationnelles  positives^". 

Lemme.       \a'i)  =a^,  car,  par  définition,  (^a'^j  ■=.\i^aff  z=.a^. 

Propriété  I.        a'"  >  0. 

Elle  résulte  immédiatement  de  la  définition. 

Propriété  II.        a"' .  a'"'  =:  «'"+'"'. 

(1)  On  va  justiller  la  définition  des  puissances  fractionnaires,  en  montrant  que 
les  propriétés  des  puissances  entières  sont  vraies  pour  des  puissances  rationnelles  quelconques. 
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Soil  mz=t-,   m' =z'-\    do   sorl(>    que   m-\~m'  =  '--i- — r^.   Il  faut 

7  V  qq 

vérilier  l'éKalUt'  ,,    . 

o'i.ai'z=a  fi' 

ou,  ce  qui  revient  au  même  (tliéor.  II,  n"  35),  celle  qu'on  en  déduit  en 
élevant  les  deux  membres  à  la  puissance  qq'.  Cela  donne,  en  tenant 
compte  du  lemme  :  dans  le  second  membre  a'"''^'"'';  el,  dans  le  premier, 
d'après  les  propriétés  des  puissances  entières, 

L(  a»  )  J   X  L(  flv"'  )  J  :=  {aJ'Y .  (aP')''  =  ^'"''  ■  ^'"'  =  '7'"''+*'''. 
La  vérification  est  ainsi  faite. 

Propriélr  III.        (rt'")'"'  =  a'"'"'.  D'où  {a'")'"'  =  {a'"')'". 
Soit  encore  m:='-.  m  =:'-,.  d'oii  mm'^'-^.  11  s'aeit  de  vérifier 

..     ..  q         q  qq         ^ 

1  égalité.  ^ 

\  ai)   =  a»"/  , 

ou.  en  élevant  les  deux  membres  à  la  puissance  qq\  et  utilisant  le 
lemme.  ^,. 

[(aî/J     =a'''''.. 

(  >r.  le  premier  membre  est  maintenant,  en  tenant  compte  du  lemme, 
et  des  propriétés  des  puissances  entières, 

[I  „n?]"'  =  !  Um  ("  =  I  ia}f  r  =  [(aï)']"  =  (ary: 
H  est  donc  bien  égal  au  second. 
Propriété  I V.       (ab)'"  =  a"'. é»'. 
Soit  m=:'- ,  il  faut  vérifier 

{aljyi  =  a'i  .b'i, 

ou,  en  élevarit  les  deux  membres  à  la  puissance  q,  et  appliquant  le 
lemme,  et  les  propriétés  des  exposants  entiers, 

/  l!\q    f  pyi 
(ab}r'  =  \a'^)  .\b'i)  =:aJ'b''; 

ce  qui  résulte  encore  des  propriétés  des  puissances  entières. 
Corollaire  J.         Ç^^    =Ç. 

Même    démonstration   que   pour   les   exposants    entiers.    L'égalité 
équivaut  à 
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Or,  le  premier  membre  est,  d'après  la  propriété  IV,  (  ^  x  M  ,  c'est- 
à-dire  précisément  a'". 

/ 1  \  '"        1 
Corollaire  2.    f  -  j     ■=^—^,.  Cas  particulier  du  corollaire  précédent. 

38.  Théorkme  I.        a  >  A  équivaut  à  a'"  >  //", 

Soit  m=z'^.  Alors  a''  >  b''  équivaut  (Ihéor.  II  du  n°  35)  à 

(à'i)   >  (by  ,         ou         aP>  bJ\ 

et  ceci  équivaut  à  a  >  Ij,  d'après  le  même  tliéorème. 

Corollaire.  a  >  1  entraîne  a'"  >  1  ;  et  a  <  1  entraîne  a"'  <  1.  Car 
1'"  =  1  ;  de  sorte  qu'on  n'a  qu'à  appliquer  le  théorème  en  supposant  L'un 
des  deux  nombres  considérés  égal  à  1. 

Théorème  II.  —  Si  a  >  1,  a'"  croit  avec  m;  et  augmente  indéfiniment 
avec  m.  Si  a  <  1,  a'"  décroit  quand  m  croit  et  tend  vers  zéro.,  quand  m 
augmente  indéfinimont. 

1°  Soit  77i'  =  ?n-f-/i,  Il  étant  supposé  positif.  On  a,  d'après  la  pro- 
priété II. 

a""  —  a»'  =  a"'+''  —  a'"  =  a'"  {a^'  —  1). 

Comme  a'"  est  positif,  et  comme  a^  —  1  est  du  signe  de  a  —  1,  d'après 
le  corollaire  précédent,  on  voit  que  a'"'  —  a'",  où  m'  >  ?n,  est  positif  ou 
négatif  suivant  que  a  est  supérieur,  ou  inférieur  à  1.  Donc  que  a'" 
augmente  avec  m,  dans  le  premier  cas;  et  décroît  quand  m  augmente, 
dans  le  second  cas. 

2"  Soit  E(m)  la  partie  entière  de  m;  de  sorte  que  E{m)  est,  par  défi- 
nition, rentier  défini  par  la  double  inégalité 

E(m)^m  <  E(m)-f- 1. 

De  la  seconde  partie  de  l'inégalité,  on  conclut  E(w)  >  m  —  1,  de 
sorte  que  E(m)  augmente  indéfiniment  avec  m.  De  la  première  partie 
de  l'inégalité,  on  conclut,  d'après  ce  qui  précède  en  supposant  «  >  1  : 

Or,  puisque  E(m)  augmente  indéfiniment,  il  en  est  de  même  de  a''-''"' 
d'après  le  théorème  III  du  n"  35,  donc,  il  en  est  de  même  de  a'". 

1 

3°  Enfin,    si  a  <  1,  on   peut   poser  o=,,   b  étant  supérieur  à  1. 

Alors  a"'  =  j—  (n"  37,    Cor.  2);  et  comme  //"  augmente  indéfiniment 
pour  771  ^  X  ,  a'"  tend  vers  zéro. 

MATH.    OKNKRAI.ESi.    —    I.  * 
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Thioiu  Mi;  IH.  — 5/  m  Irnd  vrrs  zéro,  a'"  teud  vers  1. 

1"  Si  <i  =  1,  a'"  =  1,  et  le.  llicorème  est  évident. 

2°  Soil  <7  >  1.  Il  faut  prouver  que,  quel  que  soit  le  nombre  positif  e, 
on  a,  dès  que  m  est  assez  grand,  \a"'  —  l(<e;  c'est-à-dire,  puisque 
a"'  >  l,  a'"  —  1  <  6,  ou  a'"  <  1  -f-£.  Or,  cette  dernière  inégalité  équi- 
vaut (Ihéor.  1)  a  : 

(a"')'"  <  (l-f-e)"'>  c'est-à-dire,  puisque  (rt"')"'  =  a"'  '"  =  a,  à  Tinéga- 
lité  (lH-e)'">a. 

Mais  (1  -h  c)  est  un  nombre  fixe,  plus  grand  que  1,  —  est  un  nombre 

rationnel  qui  augmente  indéfiniment,  puisque  m  tend  vers  zéro.  Donc 

(1  -he)"'  augmente  indéfiniment;  et  finit,  en  particulier,  par  dépasser 
a:  ce  qui  démontre  le  théorème. 

1 

3"  Soit  a  >  1.  —  On  posera  encore  a=:j;  et  b  sera  supérieur  à  1. 

1 

Alors  «'"^T^;    et   comme  b'"   tend  vers  1  pour  ??i  infiniment  petit 

(d'après  ce  qui  précède),  a"'  tend  vers  t  ^  1,  ce  qu'il  fallait  démontrer. 


§  4.   —  PUISSANCES  INCOMMENSURABLES  POSITIVES 

39.  Définition  des  puissances  incommensurables  positives.  — Soil 
u  un  nombre  incommensurable  positif,  ^'j  a  =  l,  on  posera,  par  dé/i- 
iiilion,  a"  =  1. 

Supposons  a  >  1  ;  on  opérerait  d'une  manière  analogue,  pour  a  <  1, 
en  renversant  seulement  le  sens  de  certaines  inégalités. 

Soient  u„  et  m„  les  valeurs  approchées  de  m,  à  jtt^,  près,  par  défaut 

et  par  excès.  Les  nombres  u„  ne  vont  jamais  en  décroissant  quand  n 
croit;  ils  sont  inférieurs  .à  u;  et,  par  suite,  à  un  quelconque  des 
nombres  u,,  (voir  n°  30).  Donc,  d'après  les  propriétés  des  puissances 
rationnelles,  les  nombres  a"«  ne  vont  jamais  en  décroissant,  quand  n 
croit;  et  sont  tous  inférieurs  à  un  nombre  a'v  quelconque.  Il  en  résulte 
(n"  33),  que  lorsque  n  augmente  indéfiniment,  a"'  tend,  en  ne 
décroissant  jamais,  vers  une  limite  /,  qui  est  au  plus  égale  à  a"f;  et  on 
a,  quels  que  soient  n  et  p, 
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Mais,  comme  on  a  u„  =:  n,^  -h  jr—  ,  on  a  : 

rt"'„  _  a"'  =  a""  ^  ^"^  —  a""  =  a"- 1  a^  —  1 J . 

Si  on  passe  à  la  limite,  a"»  tend  vers  /;  et  a^~"  tend  vers  1  (n"  38, 
Ihéor.  III).  Donc  a"-  —  a""  tend  vers  zéro;  de  sorte  que  a"«  tend 
aussi  vers  l  {n"  32). 

C'est  cette  limite  commune  /  des  suites  a"-  et  a"'  qu'on  prendra 
pour  définition  de  a".  Ainsi  : 

Définition.  —  a"  est  la  limite  commune  des  suites  a"-  et  a"«,  m„  etu'„ 

étant  les  valeurs  approchées  de  u,  à  t^  près'  par  défaut  et  par  excès. 

D'après  ce  qui  précède,  a   est  compris  entre  a"-    t  a"'-'. 

Conséquence  <*>.  —  Si  m  tend  vers  u  par  valeurs  rationnelles,  a'"  tend 
vers  a".     .  "  , 

Soit,  en  effet,  n  un  entier  quelconque.  Dès  que  m  est  assez  voisin  de  u,  il  tombe 
entre  Un  et  u^;  dès  lors  a«  est,  comme  a",  compris  entre  a"»  et  a"».  Il  en  résulte 
(n"  18,  théor.  3),  que  a'"  tend  bien  vers  a",  limite  commune  de  a"„  et  a"'„. 

Remarque.  —  Ce  théorème  est  vrai  aussi,  si  u  est  rationnel  ;  car  si  on  pose  alors 
m  =  u  + /i,  on  a  a"»  —  a"=a"+'>  —  a«  =  a"{a'^ — 1);  et  comme  a''  tend  vers  1 
lorsque  h  tend  vers  zéro,  il  en  résulte  que  a"'  —  a»  tend  encore  vers  zéro  lorsque  m 
tend  vers  u. 

En  particulier  a"  est  encore  la  limite  commune  des  suites  a""  et  a"». 

En  vertu  de  cette  remarque,  les  démonstrations  qui  suivent  s'appliquent  au  cas 
où  certains  des  exposants  qui  interviennent  se  trouveraient  rationnels. 

40.  Propriétés  des  puissances  incommensurables  positives'".  — 
Propriété  I.       a"  >  0, 

Car  a"  est  compris  entre  a"»  et  a"»  qui  sont  positifs. 

Propriété  II.       a".a"  =  a"+''. 

Soient  un  et  vn  les  valeurs  approchées  de  u  et  u,  respectivement,  à  jq^  près,  par 

défaut.   En   passant  à  la  limite,  pour   n  =  as ,    dans  l'égalité   a"».a'n  =  a''n+'>i,   on 
trouve  le  théorème  ;  puisque  un  -f-  Vn  tend  vers  u  -{-  w. 

Propriété  III.        {ah)   =a''.b". 
Il  suffit  de  passer  à  la  limite  dans  (aè)"»  =  a^w.ù"». 

/a\"'       a"         /1\"        1 
Les  corollaires  i-rj  =77^;  et  (-1  ^—  s'en  déduisent  comme  pour 

les  exposants  rationnels. 

(1)  En  vertu  de  cette  conséquence,  on  peut  dire  que  a^  est  défini  par  continuité, 
pour  X  incommensurable,  lorsrju'il  a  été  défini  pour  les  valeurs  rationnelles  de  x. 

(2)  Il  s'agit  d'étendre  aux  puissances  incommensurables  positives  les  propriétés 
établies  au  numéro  37  pour  les  puissances  positives  rationnelles.  U  y  a  seulement  un 
changement  dans  l'ordre  dans  lequel  elle  sont  énoncées,  changement  motivé  par  la 
nature  des  démonstrations. 
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41.  Théohkme  I.        a"  —  1  ist  du  sitjnc  de  a  —  1. 

Si  (1  ^  i.  on  a  :  a"«  >  a"  ^  a"-  >  1  ;  donc  a"  >  1. 
Si  a  <  I.  on  a  :  n"»  ^  a"  ^  a"«  <  1  ;  donc  a"  <  1. 

„,    .  ,,    (  Si  rt  >  1  et  Ji  >  y,  on  a  o"  >  o'. 

iHEom.Mi:  11.  -,  ^. 

(  Si  o  <  1  cl  M  >  y,  on  a  a"  <  a" . 

En  posant  u  =  v-\-h  on  a,  comme  pour  les  exposants  rationnels, 
d»  —  n'  =  a''+''  — a''  =  a' (a''  —  1); 
d"(ni  les  résultats  annoncés,  en  supposant  /i  positif,  et  en  tenant  compte  du  théorème  1. 

THÉonÈMr.  III.        a>  b  équivaut  à  a"  >  b". 

Car  a  >  6  équivaut  à  (^  )  >  1  ;  et  a"  >  6"  é(juivaut  à  r7,  >1,  c'est-à-dire  à  |  .-)  >  \. 
<*n  est  donc  ramené  au  théorème  1.  ai>pli(iue  au  noini)re  (  r  )• 

Propri'Uë  I\'.        {a"y=o"'\ 

Soient,  en  elTet,  u,,  et  u^,  v,,  et  i',',  les  valeurs  approchées,  par  défaut  et  par  excès, 
à  — r^-  prés,  de  u  et  de  r.  En  supposant,  pour  fixer  les  idées,  a>  1,  on  déduit  des 

théorèmes    |)rfci'dents,  à   cause   de    u»  ^u<^u'^^;  et  de  v,i  ^i»  <",',)   la   suite   des 
inégalités  : 

(«"-)'•-  ^  (a")'-  ^  (a")''  <  (a" )'■-'<  (a«-)'«. 
Donc,  en  ne  gardant  que  les  termes  extrêmes  et  celui  du  milieu 

a"»' «  ■$  (a")f  <  ax't'n. 
Il  ne  reste  plus  qu'à  passer  à  la  limite,  puisque  unVn  et  u^^v^^  tendent  tous  deux 
vers  uv:  et  que,  par  suite,  a"n'--  et  a«"i"«  tendent  vers  a"»'. 


§  :..  —  EXPOSANT  NUL.  PUISSANCE  NÉGATIVE 

42.  Définitions.  —  1"  Par  définition  «"=  1. 

2"  Si  m  est   un  nombre  négatif  quelconque  m  =  —  jx  (rationnel  ou 
incommensurable),  on  pose  : 

. — JL  —  ^ 

1  -*       1         1 

Exemples  :  a^  =  —,        a  ~^  =  —  z=  ^-^ • 

a3      Va* 

43.  Propriétés.  —  Il  s'agit  d'étendre  à  ces  nouveaux  exposants  les 
propriétés  des  exposants  positifs. 

Propriété  I.       a"'  >  0. 
Elle  résulte  immédiatement  des  définitions  précédentes. 
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Propriété  II.       a'" .  a"''  =  a"'+"''. 

1°  Elle  est  évidente,  si  m  ou  m'  est  nul;  et  si  m  =  m'  =  0. 

2"  Supposons  ensuite  m  négatif,  el  m'  positif;  et  soit  m  =  —  jj..  il  faut  vérilicr  tiue 

a'" 
a-!*  .0"'  =  a-;^+"' ,        cest-a-dire        —  =  a'"'-i» 

al" 

Or,   si    m' >  [X,    nous   l'écrirons   a"'=  a'^.a^"''":");    ^t»    'e   second    irienihre   étant 

gi*+(,«'-ii)  _  ^m'^  la  vérification  est  faite. 

a"'  1 

Si  m'  <  |i.,  nous  l'écrirons  —  = ;  ,  ou  a'"  .a'<'-"''  =  d"-.  Elle  résulte  alors  de 

qV-       a<^    "' 

Si    m' =  [jL,    l'égalité    à   démontrer    peut    s'écrire  a^^. a'"  =  I,  et  résulte  de 

a-i*=_L. 

3°  Supposons  enfin  m  et  m'  négatifs;  et  soit  m  =  — u.,  ;/i' =  — a'.  Il  faut  vérifier 

111  •  • 

que  —  X  — T  = r  ,  ce  qui  se  ramène  aussitôt  à  a^*  .a>"  =  a''''  +  '-^  ■ 

d^       a^        a!"+i" 

Propriété  III.       [a'")'"'  =  a"""'. 

1°  Si  m  =  0,  c'est  i'»'  =  d>  ;  donc  I  =  J . 

2°  Si  m'  =  0,  c'est  (0'")"  =  a";  donc  encore  1  =  1. 

3°  Si  m  >  0,  m'  <C  0  ;  soit  m'  =  —  [i'.  Il  faut  vérifier  que  : 

(a'«)i*  a'";* 


ce  qui  se  ramène  a 


(a'")  'i^  =  a"';'-  . 
4°  Si  m  ■<  0,  m'  >•  0;  soit  m  =  —  (t.  11  faut  vérifier  que  : 

1  \tn'  ,  \ 


C-v) 

ce  qui  est  immédiat. 


c'est-à-dire 


(ûi^j'"'       a!^'"' 


5°  Si  m  <  0,  m'  <  0;  soit  m  =  —  a,  m'  =  —  |jl'.  11  faut  vérifier  que  : 


/    1  \— i*  i./ 


c'est-à-dire 


cela  résulte  de  ce  que  le  premier  membre  est  : 

1 


(1^)'' 


(«^) 


Propriété  I V.        {au)'"  =  a'"b"\ 
Si  m  =  0,  elle  est  évidente.  Si  m  <  0,  soit  encore  m  =  —  a,  et  l'é^ulite  devient  : 

_J— =  *     — 

(a6)^       d-^    61* 

et  la  vérification  est  immédiate. 
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44.  TnKonèME  1.  —  Lorsque  7?i  est  négatif,  a'"  —  1  est  de  signe  con- 
traire à  celui  de  a  —  1. 
Car  si  on  pose  alors  m  r=  —  u.,  a  est  positif,  et  on  a 

a'"-^  =  ^-^  =  ^-^=^  =  -^:^^:zl. 

a^  a^  a^ 

ce  qui  est  bien  de  signe  contraire  à  celui  de  a  —  1,  puisque  a^ —  1  est 
du  signe  de  a  —  1,  el  que  a'^  est  positif  (n""  40  et  41). 

Théorème  II.  —  Lorsque  m  est  négatif,  a'"  —  b'"  est  de  signe  contraire 

à  celui  de  a  —  b. 

Cî^r,  avec  m  =  —  (j.,  on  a  : 

,,„        1         i        bv-  —  œ^  a^  —  b-' 

a'"  —  h'"  = -— =  ■ 


n-^       b^  {ab}^  [nbf    ' 

et,  d'après  les  propriétés  des  puissances  positives,  a^  —  b^  est  du 
signe  àa  a  —  b  (puisque  (x  >  0). 


!l 


CHAPITRE  IV 


LES   FONCTIONS  x'%  a\  log<,x. 


%   i.  —  LA  FONCTION  rj  =  X"\ 

45.  Croissance  et  décroissance.  —  Comme  Tindique  le  mot  lui-même, 
on  dit  qu'une  fonction  y  =  f(x)  est  croissante  dans  un  intervalle  [a,  b), 
si  on  a  f{x^)  >  f{x),  lorsque  x  >  x^,  quels  que  soient,  du  reste,  les 
nombres  x  et  x^,  pourvu  qu'ils  appartiennent  à  l'intervalle  considéré. 


Cela  revient  à  dire  que  les  deux  différences  x^  —  x,  et  /"(xj  —  f(x) 
sont  de  même  signe;  ce  qui  dispense  de  la  condition  x  >  x^.  En 
d'autres  termes  : 

Dire  quune  fonction  est  croissante  dans  un  intervalle,  c'est  dire  que, 
dans  cet  intervalle,  tout  accroissement  de  la  fonction  est  toujours  du 
même  signe  que  V accroissement  correspondant  de  la  variable. 

On  l'exprime  généralement  en  écrivant  que  le  rapport  '-^^-^ Li^ 

de  ces  deux  accroissements  est  positif. 

On  voit,  d'une  manière  analogue,  que,  dire  qu'une  fonction  est 
décroissante    dans   un  intervalle,   c'est  dire  que,    dans  cet  intervalle, 


l'accroisscmeul    de    la   fonction    est    constamment   de  signe  contraire   à 

l'accroissement  correspondant   de  la  variable;  c'est-à-dire  que  le  rap- 

f(x  \ flx\ 

port  '-^  '  '        est  négatif,  quels  que  soient  x  et  .c,,  pourvu  qu'ils 

appartiennent  à  l'intervalle. 

Interprétation  géométrique.  —  Soit  )/  =  /'(.r),  y^^f{x^). 


Le    rapport    précédent    est 


Vi  — .'/ 


C'est    donc   la   pente  "    de    la 


droite  MM,  qui  joint  les  points  d'abscisses  x  et  r,  de  la  courbe  qui 
représente  la  fonction. 

Dire  que  la  fonction  est  croissante  dans  Tintervalle  (a,  é),  c'est  donc 
dire  que,  sur  l'arc  AB  qui  la  représente  dans  cet  intervalle,  toutes  les 
cordes  telles  que  MM,  ont  une  pente  positive.  Géométriquement,  on  voit, 
en  eflTel,  sur  la  figure  de  la  page  précédente,  qu'un  point  mobile  qui  va 
de  A  en  B  sur  l'arc  considéré  devant  monter  constamment  -',  M,  est 
dans  l'angle  YMX  (en  supposant  x^>  x);  et,  par  conséquent,  la  paral- 
lèle à  la  corde  MM,  menée  par  l'origine  tombe  dans  l'angle  yOx  et  son 
opposé  au  sommet,  ce  qui  exige,  précisément,  que  la  pente  soitpositive. 


On  voit  de  même,  sur  la  figure  ci-dessus,  que  dire  que  la  fonction  est 
décroissante  dans  l'intervalle  (a,  b)  équivaut  à  dire  que  toutes  les  cordes 
MM,  ont  une  pente  négative. 

(1)  Les  notions  de  géométrie  analytique  que  nous  utilisons  dans  les  premiers 
chapitres  se  trouvent  dans  les  traités  élémentaires  d'algèbre.  Nous  y  reviendrons 
au  chapitre  vi,  s  1.  Le  résultat  utilisé  ici  est  :  la  pente  de  la  droite  qui  joint  deux  points 
s'obtient  en  divisant  la  différence  des  ordonnées  de  ces  deux  points  par  la  différence 
de  leurs  abscisses,  prises  dans  le  même  ordre. 

(2)  Sauf  avis  contraire,  il  est  commode  de  se  représenter  l'axe  Ox  comme  hori- 
zontal, et  l'axe  Oy  comme  vertical  et  dirigé  vers  le  haut. 
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46.  Propriétés  de  u  =  x"'.  I.  —  Comme  m  est  quelconque,  on  doit 
supposer  x  >  U.  Il  résulte  de  ce  qu'on  a  vu  au  chapitre  m  que  la  fonc- 
tion X'"  esl  toujours  positive. 

II.  —  De  même  :  Si  m  >  0,  x'"  est  une  fonction  toujours  croissante 
(lliéor.  I,  n'^  38;  théor.  III,  n°  40).  Si  rn  <  0,  x'"  est  une  fonction 
toujours  décroissante  (Ihéor,  II,  n°  44). 

III.  —  6'i  m  >  0,  X'"  tend  vers  zéro,  lorsque  x  tend  vers  zéro.  Si 


m  <  0,  x'"  augmente  indéfiniment  lorsque  x  tend  vers  zéro.    En   effet 

1         j^ 
si  m  >  0,   l'inégalité    x'"  <  t    équivaut   à   (x"')"'<£'",   c'est-à-dire   à 

X  <  £'" .  Donc,  dès  que  x  est  plus  petit  que  r,  =  s'",  x'"  est  inférieur  à  e; 
ce  qui  exprime  que  x'"  est  infiniment  petit  en  même  temps  que  x. 

Si  7/1  <  0,  soit  w  =  —  u..  Alors  x'"  =  — ,  ce  qui  prouve  que  x'"  devient 

infini,  puisque  xi^  tend  vers  zéro  (a  étant  positif). 

IV.  —  Si  m  >  0,  x'"  augmente  indéfiniment  avec  x.  Si  w  <  0,  x'"  tend 
vers  zéro  lorsque  x  devient  infini. 

1  1 

En  posant,  en  effet,  x^-,  on  a  a'"'  =  — ;  et  comme  z  tend  vers 

zéro,  on  est  immédiatement  ramené  à  la  propriété  III. 

Courbes.  —  Ces  diverses  propriétés  sont  résumées  sur  les  courbes 
de  la  figure;  elles  passent  toutes  par  le  point  j?=1,  y  =  l.  Elles 
correspondent,  d'une  manière  précise,  au.v  cas  particuliers  : 

m=z  —  i   (  hyperbole  y  =  -  j ;         fn  =  â  (parabole  y-  =  x)  ; 
m  =  l  (droite  j/ =  x);  7?i  ^  2  (parabole  y  =  a-). 
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47.  Tangente  à  l'origine.    -  Supposons,  en  général,  une  fonction 

y  =  f{x),  qui  s'annule  avec  x. 
La  courbe  représentative  passe 
à  l'origine  en  ce  point.  On 
remarque,  que  la  pente  <''  de 
la  sécante  OS,  qui  joint  l'ori- 
gine au  point  (a?,  y)  de  la  courbe, 

est  ^.  De  sorte  que  la  pente  de 

la  tangente  OT  (qui  est,  par  déti- 
nition  la  position  limite  de  OS, 
lorsque  x  tend  vers  zéro)  est  la  li- 
mite de  -,  lorsque  x  tend  vers  zéro. 

Il       x'"  V 

Dans  le  cas  actuel,  '  =  —  ^j-'"-'.  Donc,  si  ?n  >  1,  lim- =  0,  et  la 
'  x        X  X  ' 

tangente  est  Ox;  si  ?»  <  1,  -  devient  infini,  et  la  tangente  est  Oy.  Si 

m  =  1,     ^1,  la  courbe  est  la  bissectrice  de  yOx,  qui  est  à  elle-même 
sa  tangente. 

48.  Théorème  de  multiplication.       (xx')'"  =x"'.x'"'. 
A  été  démontré,  dans  les  divers  cas,  au  chapitre  m. 

—  )    =  -7-  et  {  -  )    =—r,  s'en  déduisent  comme  on 

X  J         X  '"        \xj         X'" 

l'a  vu,  au  numéro  37,  pour  le  cas  de  m  positif  et  rationnel. 

Continuité.  —  La  fonction  x""  est  continue  pour  toute  valeur  de  x 
(positive). 

1°  Pour  m  positif  et  entier,  c'est  le  ttiéorème  sur  la  continuité  des  monômes 
entiers,  démontré  au  numéro  19. 

2°  Pour  m  positif  et  fractionnaire,  soit  m  =  -,  on  a,  par  définition,  x"'  =  Va;p; 

donc  .T"',  racine  ç"-»"'  d'une  fonction  continue,  est  une  fonction  continue  (n"  20, 
théor.  4). 

3"  Pour  m  positif  et  incommensurable,  nous  poserons  —  =  r,  de  sorte  que  z  tend 
vers  1  lorsque  x  tend  vers  Tq. 

Or,  avec  cette  notation,  nous  pouvons  écrire 

X"'  -  xj'  =  {x,:yn  -  x'^  =  x'^z'n  -  x]^  =  xj"  (.'»'  -  1)  ; 
et,  comme  il  s'agit  de  prouver  que  x'"  —  xj,"  tend  vers  zéro  lorsque  x  tend  vers  Xq, 


(1)  G  est  le  résultat  bien  connu,  sur  la  pente  d'une  droite  qui  passe  à  Vorigine  (Voir 
chapitre  vi,  §  1). 
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tout  revient  à  montrer  que  z'" —  1  tend  vers  zéro  lorsque  r  tend  vers  1;  c'est-à-dire 

que  :>"  tend  vers  1,  lorsque  z  tend  vers  1. 

,  1 

Mais,  si  Un  et  u„  sont  les  valeurs  décimales  approchées  de  m,  à  tj—  près,  z>"  est 

compris  entre  z"«  et  z"'n,  qui,  d'après  le  cas  précédent,  tendent  vers  1  (valeur 
commune  de  ces  fonctions  pour  2=1),  quand  r  tend  vers  1.  Donc  r"'  tend  aussi 
vers  1,  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

4°  Pour  m  négatif,  nous  posons  m  ^=  —  [i.  Comme  dans  le  cas  précédent,  tout 
revient  à  prouver  que  z'"  tend  vers  1,  lorsque  z  tend  vers  1.  Or  cela  résulte  de  ce 

1^ 

.1" 


§  2.  —  LA  FONCTION  EXPONENTIELLE  !/ =  a\ 

49.  Premières  propriétés  de  o'.  —  Les  propriétés  fondamentales 
de  a^  ont  été  énoncées  et  démontrées  au  chapitre  m.  Ce  sont  <*'  : 

Propi'iété  I.  —  La  fonction  cv^  est  définie  pour  toute  valeur  de  x^  et 
elle  est  toujours  positive. 

Propriété  II.  —  {Théorème  d'addition).         a^.a'''  =  a^+^'. 

Corollaire  I.       — 7=:f/^-^'. 
a^ 

Car  cette  égalité  équivaut  à  a^  =  «"""^'.a^^';  et,  d'après  le  théorème 

d'addition,  on  a  :  a^-^' . a-'' =  a(-^-^'J+-^' —  a^. 

\ 

Corollaire  2.       a  .a~''=  1,  ou  a~^=:— i. 

'  a^ 

Car,  d'après  le  théorème  d'addition,  a"" .a~''^a'^+'-~^^=:a°  =  i. 
Propriété  III.        (a^)"' =  a"'^  =  (a"')^. 

((X  l 

Propriété  IV.  —  Le  rapport est  du  signe  de  a  —  1.' 

Nous  avons  vu,  en  effet,  que,  pour  j?  >  0,  a""  —  1  est  du  signe  de 
a  —  1;  et  que,  jjour  a?  <  G,  a^  —  1  est  de  signe  contraire  à  celui  de  a  —  1. 

50.  Propriétés  relatives  aux  variations  de  a'. 

Théorème  I.  a""  croit  dans  tout  intervalle  si  a  >  1;  a^  décroit  dans 
tout  intervalle.,  si  a  <.  l;  a'  est  constant  et  égal  à  1,  si  a  =  i. 

Il  n'y  a  lieu  de  démontrer  que  les  deux  premières  parties  de  l'énoncé, 
la  dernière  résultant  des  définitions  du  chapitre  m. 

Or,  on  a  (propriété  II),  pour  le  rapport  des  accroissements  de  la 
fonction  et  de  la  variable, 

a^+A<_a^  a'*— 1 

(1)  On  suppose,  bien  entendu,  a  >  0. 
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de  sorte  que  lo  throrème  résulte  des  propriétés  1  et  IV  (voir  aussi 
n"  Vô). 

TiiÉoRK.ME  II.  —  Sj  j-  augmente  iiidéfînimcnl  par  valeurs  positives,  a' 
au)jvienle  indéfiniment  si  a  >  1  ;  e/  tend  vers  zéro,  si  a  <.  1. 

C'est  l'inverse,  lorsque  x  auijmente  indéfiniment  par  valeni-s  négatives. 

„       .         .   i  pour         rt  >  1,         a+*=:-i-x,         a-*^0; 
hn  résume  )  '  .  ^        <a 

^  pour         a  <  1,         fl+*  =  0,  a~*=4-x. 

Il  n'v  a  qu'à  raisonner  comme  au  numéro  38  (Ihéor.  II). 

1"  Supposons  a  >  1.  —  Soil  E(j)  la  partie  entière  de  x,  supposé 
positif,  .\lors,  comme  x'^E{x),  et  que  a'  est  une  fonction  croissante, 
a'  >  a^" . 

Mais,  pour  ./==  +-  x,  E{x)  est  un  entier  qui  augmente  indéfiniment; 
donca^-^  devient  infini  (n"  35,  théor.  III);  et  l'inégalité  précédente 
prouve  qu'il  en  est  de  même  de  r/^. 

2°  Pour  .r  ^ —  x.  posons  x^=  —  x\  donc  a'  r=— p.  Gomme  a?'  =  -f-  x, 
a''  est  infini,  et  a^  tend  bien  vers  zéro. 

1  1 

3"  Supposons   a  <  1.  —  Et  posons  a=:^,  de    sorte   que   a^=:v- 

(0"*  48).  Comme    6  >  1,  é+='=:-j-x,  ^  ===0;    de  sorte  que  Ton  en 
déduit  bien  a+*  =  0,  a'"  =  -f-  x . 

Théorème  III.  —  a"^  tend  vers  1,  lorsque  x  tend  vers  zéro. 
Il  n'y  a  qu'à  raisonner  comme  au  numéro  38  (théor.  III). 

1°  Supposons  a  >  1,  et  considérons  l'inégalité 

(1)  |a-— 11<£. 

6'/  x  est  un  infiniment  petit  positif,  elle  s'écrit   a^  —  1  <  e,  puisque 

a^  —  1  est  alors  positif  (n"  49,  propriété  IV).  Cette   inégalité  s'écrit 

elle-même  a^  <  1  -hé.  On  obtient  une  inégalité  équivalente  en  élevant 

l 
les  deux  membres  à  la  puissance  -  (n°  38),  théor.  I  ;  et  n°  41,  théor.  III). 

i  i 

Cela  donne,  dans  le  premier  membre,  {a''y  =  a  ^  =  a'  =  «,  en  vertu 
de  la  propriété  III  du  numéro  49. 

Donc,  pour  x  positif,  l'inégalité  (1)  équivaut  à 

i 
a<{l-hty. 

Or,  (1  -h  e)  étant  plus  grand  que  1,  celle-ci  a  lieu  dès  que  x  est  assez 
1 
petit,  puisque  (l-he)-"  devient  infini,  d'après  le  théorème  précédent, 
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lorsque  j-  tend  vers  zéro  (car  -  devient  alors  infini V  Donc  rinégalité 
(1)  a  lieu  dès  que  x,  supposé  positif,  est  assez  petit;  ce  qui  équivaut  à 
dire  que  a^  tend  vers  1,  lorsque  x  est  un  infiniment  petit  positif. 

Si  X  est  un  infhtimenl  petit  négatif,  posons  x^=  —  x'  ;  alors  a'  =^-j,;  et 
comme  a''  tend  vers  1,  puisque  x'  est  un  infiniment  petit  positif,  a'  tend 
vers  T  =  1. 

S"  Le  cas  a  <  1  se  ramène  encore  au  cas  a  >  1,  en  posant  «  =  t- 
Théorkme  IV.  —  La  fonction  a^  est  continue  pour  toute  valeur  de  x. 
Car  a^+'' —  a^  =  a^(o''  — 1)  tend  vers  zéro  lorsque  h  tend  vers  zéro, 
puisque  a''  tend  vers  1,  daprès  le  théorème  précédent. 

Courbes.  —  Ces  propriétés  sont  résumées  dans  les  courbes  ci-jointes. 
—  Le  point  A  correspond  à  a,-  =:  1,  y  =r=  a'  =  a. 

3^ 


a<r 


a>i 

1 

/ 

,  — 

oc 

Û 

1 

On  remarquera  que  les  deux  courbes  ont  un  aspect  de  symétrie  par  rapport  à  Oy. 
CeUe  symétrie  est  rigoureuse  pour  les  courbes  qui  représentent  les  fonctions 
f(x)  =  a^  e\.ij{x)^b  ,  avec  ab=zi.  Car  alors  a-'  =   -  =6-^,  de  sorte  que  f(—x)  =  tj{x). 

A  tout  point  (X,  y)  d  l'une  des  courbes  correspond  donc,  sur  l'autre,  le  point  ( — x,y); 
et  ces  deu.\  points,  ayant  la  même  ordonnée  et  des  abscisses  égales  et  de  signes 
contraires,  sont  symétriques  par  rapport  à  l'axe  des  v. 

3  2 

Les  courbes   tracées  correspondent  à  a  ;=  .-^  eta^.T. 

^  3.  —  L.\  FONCTION  LOGAIUTHMIOLE  y  ^  jog^^ 

51.  Béfinition  et  variations.  —  Par  dé  finition,  la  fonction  ?/  =  log;,a? 
est  la  fonciion  inverse  de  x  =  a''.  On  l'appelle  fonction  logarithmique; 
«lie  dépend  de  a  qu'on  appelle  la  base  '". 


(1)  Lorsqu'il  n'y  a  pas  d'ambiguïté,  on  écrit  j  =  Iog.r,  nu  lieu  de  y  =  \oo:aX. 
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D'après  ce  qu3  nous  avons  vu  (n"  9),  la  fonction  logarithmique 
1/  =  log.,,r.  ol  la  fonction  inverse  exponentielle  x  =  a»  sont  représentées 
par  la  môme  courbe.  Kt  celle-ci  nous  est  connue  :  il  n'y  a  qu'à  changer 
le  rôle  des  axes  dans  les  figures  ci-dessus,  ce  qui  revient  à  faire  tourner 
la  courbe  d'un  angle  droit  dans  le  sens  positif  (de  Oar,  vers  Oy);  et  à 
prendre  ensuite  la  symétrique  par  rapport  à  l'axe  des  »/.  On  obtient 
ainsi  les  deux  courbes  qui  représentent  la  fonction  logarithmique, 
dans  les  deux  cas  :  o  >  1  et  ^  <  1. 

Elles  mettent  en  évidence  les  propriétés  suivantes  : 


Propriété  /.  —  Toute  fonction  y  =  logo?  nest  définie  que  pour  x  >0', 
pour  chaque  valeur  de  x,  elle  a  une  valeur  et  une  seule. 

Car  la  courbe  est  rencontrée  en  un  point  et  un  seul  par  toute  paral- 
lèle il  l'axe  des  »/,  située  à  droite  de  cet  axe,  et  par  celles-là  seulement. 

On  dit  encore  :  tout  nombre  positif  a  (dans  un  système  quelconque 
de  logarithmes)  un  logarithme  et  un  seul;  les  nombres  négatifs  n'ont  pas 
de  logarithmes. 

Propriété  If.  — La  fonction  logarithmique  est  constamment  croissante^ 
si  la  base  est  plus  grande  que  1  ;  constamment  décroissante  si  la  base  est 
inférieure  à  l. 
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En  d'autres  termes  :  les  inégalités  entre  des  nombres  sont  équivalentes 
aux  inégalités  de  même  sens  entre  leurs  logarithmes^  si  la  base  est  plus 
grande  que  1"';  elles  doivent  être  renversées  quand  on  passe  des  nombres 
aux  logarithmes,  si  la  base  est  inférieure  à  l. 

Propriété  III.  —  Le  logarithme  de  1  est  zéro;  le  logarithme  de  la  base 
est  1. 

Par  suite,  d'après  la  propriété  II,  les  nombres  supérieurs  à  1  ont  des 
logarithmes  positifs,  et  les  nombres  inférieurs  à  1  ont  des  logarithmes 
négatifs,  lorsque  la  base  est  plus  grande  que  1. 

Ce  serait  l'inverse,  si  la  base  était  inférieure  à  1. 

Propriété  IV.  —  Si  a^  1,  log„a?  devient  infini  par  valeurs  positives, 
pour  j;  =  -i-oc  ,  et  infini  par  valeurs  négatives,  lorsque  x  tend  vers  zéro. 
C'est  Vinverse  si  a>  i. 

Ainsi,  pour  a  >  1,  log(-l-O)  ^=  —  x  ,  Iog(+oo)  =  -i-  x  ; 
pour  a  <  1 ,  log  (-1-  0)  =  +  X  ,  log  (+  x  )  =  —  x  . 

52.  Démonstrations.  —  Voici  les  démonstrations  de  ces  propriétés. 

I.  —  Il  s'agit  de  prouver  que  l'équation  a"  ^=c,  qui  n'a  évidemment  pas  de  racine 
(en  y),  lorsque  c  <^  0,  puisque  a^  est  toujours  positif,  a  une  racine  et  une  seule,  pour 
toute  valeur  positive  de  c.  Nous  supposerons  a  >  1. 

En  effet,  a+'^=  +  '*>  et  a"*  =  0.  Donc,  on  peut  trouver,  c  étant  un  nombre 
positif  donné,  une  valeur  jg  positive  assez  grande  en  valeur  absolue  pour  que  a'J*^  c; 
et  on  peut  trouver  une  valeur  ji  négative  et  assez  grande  en  valeur  absolue  pour 
qu'on  ait  a'J'  <  c. 

Alors,  quand  y  varie  de  Ji  à  y»,  la  fonction  a^',  étant  continue,  passe  au  moins 
une  fois  par  la  valeur  c  qui  est  comprise  entre  a'^«  et  a''"  (a"  24). 

De  plus,  elle  ne  peut  prendre  deux  fois  la  même  valeur  puisqu'elle  est  constam- 
ment croissante. 

Donc,  pour  une  valeur  Yq  (comprise  du  reste  entre  jj  et  v-^),  et  pour  une  seule,  on 
a  a''''  =  c;  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

On  ferait  une  démonstration  analogue  pour  a  <  1. 

II.  —  Soient  x  et  x'  deux  nombres  (positifs)  quelconques;  y  et  y'  leurs  logarithmes. 
On  a  donc  : 

X  =  a'-',        x  =  a'-''  ;        y  =  logaJ',         y  =  logax'. 

Par  conséquent  : 

a'f  —  a-' x  —  X 

y  —  y    ~  loga  x'  —  logn  X  ' 

Cela  posé,  soit,  par  exemple,  a>  i.  Le  premier  rapport  est  positif,  puisque  a''  est 
une  fonction  croissante;  il  en  est  donc  de  même  du  second,  c'est-à-dire  que  logi^a; 
est  une  fonction  croissante,  également. 

On  raisonnerait  de  même  pour  a  <<  l. 

m.  — Puisque  a'' =  1,  0  =  iogrt  1  ;  et  puisque  al  =  a,  1  =  loga  a. 

(i)  Soit  dans  la  théorie,  soit  dans  la  pratique,  on  n'utilise  guère  que  des  loga- 
rithmes dont  la  base  est  plus  grande  que  1. 
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53.  Propriétés  arithmétiques.  -    En  vertu  de  la  dé(inilit)n  de  la 
fouction  logarillunique,  les  t'(]<7lilés 

x  =  o"         et         y  =  \og„x 
sont  i'tjuivnlenti's. 

Il  en  résulle  quaux  propriétés  arilhméliques  de  rexponenlielle  cor- 
respondent des  propriétés  arithmétiques  du  logaritlime. 

Théorème  1.        log(a.r')  =  loga-  H-  logar'. 

Soil,  en  elVel,  o  la  base:  el  posons  : 

(1)  y  =  log.r,  y'  =  \ogx'. 

Cela  équivaut  à  : 

i2)  •*;  =  a'',         x'^a"'. 

En  multipliant  membre  à  membre  ces  égalités,  nous  obtenons  : 

xx'  ^a'-^.a''  =  a'^+^'. 
Donc  xx' =  a'''^'-' ,  ce  qui  équivaut  à  y  -\-  y'  =  \og{xx'),  ou,  en  reiii- 
pla<;anl  y  et  y'  par  leurs  valeurs  (1), 

logx-hloga;'  ^log(a;a7'). 
Cest  le  théorème  annoncé. 

Corollaire  1.       Le  logarithme  d'un  produit  est  égal  à  la  somme  des 
logarithmes  des  facteurs. 
Dans  le  cas  de  deux  facteurs,  c'est  ce  que  nous  venons  de  démontrer. 
On  peut  passer  de  là  au  cas  de  3  facteurs;  car,  d'après  le  théorème, 

\og{xx'x")  =  \og[x.{x'x"}]  =  loga?  H-  ]og{x'x")  ; 


et 


log(a-'a:")  =  logx'  -h  loga^". 
En  additionnant  membre  à  membre,  il  reste 

\og{xx'x")  =  logx  H-  loga:'  -h  logx". 
On  passera  de  même  du  cas  de  3  facteurs  au  cas  de  i;  el  ainsi  de 


suite. 


Corollaire  2.       log  ^  =  \ogx  —  logx'  {logarithme  d'un  quotient). 
Celte  égalité  équivaut  à  : 

\og^-,-h]ogx'  =  \ogx, 

et  le  premier  membre,  étant  log(  —  Xa' )  =logx,  est  égal  au  second. 


Corollaire  3. 


lt>g  ..  = 


log.r. 


Car  log-  =  logl  —  logx  =  0  —  logx  =  —  logx. 
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TUÉORÈME  II.  \0g{x"'):=m\0gX. 

Soit,  en  effet,  dans  le  système  de  base  a, 

(1)  t/  =  loga:,         c'est-à-dire         x  =  a'^. 

On  en  conclut 

X'"  =  [a'')'"  =  a"'y  ;         donc         (j:-'")  =  a"'"JK 
Cela  équivaut  à  : 

nnj  =  \og{x"'),         ou         m  \ogx  =  log(aî"'), 
si  on  tient  compte  de  (1).  C'est  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

COHOLLAIUE.         Log(va?j  ^      ^     • 

Car,  log("a:;  ^log^o?»/ =  - loga?,  (en  appliquant  le  théorème). 

54.  Continuité.  —  Au  point  de  vue  géométrique,  on  peut  dire  que, 
x^cC.  élant  continue,  est  représentée  par  une  courbe  continue;  et 
que  celte  courbe  continue  représentant  aussi  j/  =  logaJ:?,  celte  fonction 
est  aussi  continue.  Donc  toute  fonction  logarithmique  est  continue, 
pour  toute  valeur  positive  de  la  variable. 

Démonstration.    1°  Lemme.       log„a:   tend  vers   zéro,  lorsque  x  tend 
vers  1. 
Soil.  par  exemple,  a  >  1.  Posons  x  =  1  +  a  ;  et  considérons  l'inégalité 

(1)  I  loga(l  4- a)  |<c,        c'est-à-dire,        —  î  <  loga(  i  +  a)<  £. 

Cette  double  inégalité  équivaut,  d'après  les   propriétés  de  la  fonction  exponen- 
tielle, à  : 

a—-  <<  a'^ga  '+«/  <;  as 
Mais,  par  définition, 

aioga  i+«,  —  1  _j-  3(. 

On  est  donc  ramené  à  : 

a--  <C  1  -f-  a  <  a-,        c'est-à-dire        —  (  l  —  a-')  <  a  <  a-  —  1. 
Cette  dernière  inégalité  sera  vérifiée  a  fortiori,  si  on  s'impose 

c'est-à-dire 

(2)  |a|<r,; 

en  désignant  par  r,  le  plus  petit  des  nombres  positifs  t  — a—',  et  a=  —  1. 

Donc  l'inégalité  (2)  entraine  l'inégalité  (1  ,  ce  qui  démontre,  le  lemme  en  question. 

Si  a<l,  on  raisonne  de  même,  en  tenant  compte  des  changements  de  sens  de 
certaines  inégalités. 

2°  Le  lemme  précédent  étant  établi,  on  a  en  général, 

log(x  -I-  h)  -  logx  =  log^4^  =  log(l  +  ^j. 
Lorsque  h  tend  vers  zéro,  il  en  est  de  même  de  a  =  -;  et,  d'après  le  lemme, 

log(l  +  a)  =  log(i  +  |) 

tend  vers  zéro  avec  a. 

Donc,  l'accroissement  de  logx  tend  bien  vers  zéro  avec  l'accroissement  /t  de  x\ 
c'est-à-dire  que  logx  est  une  fonction  continue. 
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55.  Passage  d'un  système  de  logarithmes  à  un  autre.  —  Tiikorèmk. 
—  Les  loijaritliinrs  des  dicrs  nombres,  dans  di'ii.r  sy.sirmcs  quelcouiiws, 
sont  proportionnels. 

Soit,  en  effet,  .r  un  nombre  positif  «luelconque,  y:=\ogaX  et 
:  =  log/,.r  se.s  logarithmes  dans  les  syslèmes  de  bases  o  et  b.  On  a 
donc 

x  =  a'\          .r=:b'-.  doii  (i''  =  b''. 

Cette  égalité  équivaut  à 

:  =  logfc(aî')=j/.log/,o. 
Si  donc  on  pose  log/,a  ^  M,  on  en  conclut  z  =  My,  c'est-à-dire 

(1)  log,,x  =  M.log  X, 

ce  qui  démontre  le  théorème,  M  ne  dépendant  que  de  a  et  de  0. 

Jifmnrque  i .  —  Pour  passer  des  logarithmes  de  base  a  aux  loga- 
rithmes de  base  b,  il  suffit  donc  de  les  multiplier  tous  par  un  même 
nombre  M.  Ce  nombre  M  s'appelle  le  module,  relatif  au  passage  des 
logarithmes  de  base  a  aux  logarithmes  de  base  b.  Pour  avoir  sa 
valeur,  on  fera  x  =  b  dans  l'identité  (1),  ce  qui  donne,  puisque 
log6/,=  1. 

1  =r  M  log  6  ; 
c'est-à-dire 

1 


;2) 


M 


lOgaÔ' 


Remarque  2.  —  En  faisant,  de  même,  x  =:  a  dans  l'identité  (1)  on  aurait  logia  =  M.l; 
donc 


(3> 


M  =  logi.a. 


C'est  la  forme  sous  laquelle  nous  avons  introduit  M;  mais  elle  n"a  pas  d'intérêt 
pratique.  On  peut  remarquer  que  de  (2)  et  (3)  résulte,  par  multiplication  membre  à 
membre,  l'idenlilé  \og„b.\ogi,a  =:  1. 


56.  Tables  de  logarithmes.  —  On  appelle  table  de  logarithmes  un 
tableau  à  double  entrée  où  se  trouvent  inscrits,  en  regard  les  uns  des 
autres,  d'un  côté  les  nombres  positifs,  et  de  l'autre  leurs  logarithmes, 
calculés  dans  un  même  système;  de  manière  que  l'on  puisse  à  volonté 
trouver  dans  la  table  le  logarithme  d'un  nombre  donné,  ou  le  nombre 
qui  a  pour  logarithme  un  autre  nombre  donné. 

Supposons  qu'il  s'agisse,  par  exemple,  de  trouver  le  produit  de 
plusieurs  nombres.  On  cherchera  leurs  logarithmes  dans  la  table  ;  on 
fera  la  somme  des  logarithmes  trouvés;  et  on  cherchera  dans  la  table 
le  nombre  qui  a  celte  somme  pour  logarithme.  D'après  le  théorème  I 
du  numéro  53,  c'est  le  produit  cherché. 
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Si  donc  on  fait  abstraction  des  lectures  dans  la  table,  on  peut  dire 
qu'on  a  remplacé  la  multiplication  demandée  par  une  addition. 

On  substituera  de  même  aux  divisions  des  soustractions,  aux  éléva- 
tions à  des  puissances  quelcontiues  des  multiplications  par  les  expo- 
sants de  ces  puissances;  aux  extractions  de  racines  des  divisions  par 
les  indices  de  ces  racines. 

57.  Logarithmes  décimaux.  —  Dans  la  pratique,  on  utilise  les 
logarithmes  à  base  JO,  qu'on  appelle  logarithmes  décimaux  ou  loga- 
rithmes vulgaires.  Lorsqu'on  opère  sur  des  nombres  décimaux,  ils 
oflrent  des  simplitications  spéciales,  qui  tiennent  à  ce  que  la  base  du 
système  de  logarithmes  est  la  même  que  la  base  du  système  de  numération. 

Caractéristiques.  —  Imaginons  la  suite,  illimitée  dans  les  deux  sens, 
des  puissances  entières  de  10,  négatives,  nulles  et  positives  : 

. . .  iO-P  . .  .  10--         10  1         10        10^  ...  10?  ... . 

Comme  10''  augmente  indéfiniment  avec  p,  et  que  10~''  tend  alors 
vers  zéro,  tout  nombre  positif  N  appartient  à  un  des  intervalles  suc- 
cessifs formés  par  deux  termes  consécutifs  quelconques  de  cette  suite. 
II  existe  donc  un  entier  n  positif  ou  négatif,  tel  que  Ton  ait  : 

(1)  10"<N<10"+'. 

On  l'appelle  la  caractéristique  de  N. 
Si  nous  posons 

(2)  N  =  10«.R, 
les  inégalités  (i)  donnent 

(3)  1  <  R  <  10. 

Donc  K,  écrit  dans  le  système  décimal,  a  un  chiffre  significatif  et  un 
seul  avant  la  virgule  <*'. 

On  en  conclut,  en  revenant  à  la  formule  (2),  que,  si  n  est  positif  ou 
nul,  N  a  nH-  1  chiffres  avant  la  virgule.  De  même  si  n  est  négatif,  N  a 
un  zéro  avant  la  virgule;  et  si  on  pose  >i  =  —  n\  le  premier  chiffre 
significatif  après  la  virgule  est  précédé  de  [n'  —  1)  zéros. 

Donc,  si  ^  a  au  moins  un  chiffre  significatif  avant  la  virgule^  la 
caractéristique  n  est  le  nombre  des  chiffres  précédant  la  virgule,  diminué 
d'une  unité;  si  N  n'a  pas  de  chiffres  significatifs  avant  la  virgule,  et  si 
n'  est  le  rang  du  premier  chiffre  significatif  après  la  virgule,  n  est  égal 
à  —  n  . 


(1)  En  écrivant  un  nombre  N  sous  la  forme  (2),  où  R  est  réduit  à  avoir  un  chiiïre 
signilicatif  et  un  seul  avant  la  virgule,  on  met  en  évidence  l'ordre  de  grandeur 
(décimale)  de  N.  Ce  mode  d'écriture  est  d'usage  constant  en  physique. 
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Cela  posé,  la  formule  (2)  donne 

(4)  logN  =  »-+-logR, 

et  (3)  donne  (la  base  10  étant  supérieure  à  1) 

(3)  0<logR<l. 

Donc  logR  est  une  fraction  décimale  de  la  forme  0 

Par  la  formule  (-4),  le  logarithme  d'un  nombre  quelconque  est 
décomposé  eu  sa  partie  entière  {positicc  ou  négative)  qui  est  la  caracté- 
ristique du  nombre,  et  qui  est  donnée  par  la  règle  précédente;  et  sa 
partie  décimale  (ou  mantisse),  qui  ne  dépend  que  de  la  succession  des 
chilVres  de  N,  et  non  de  la  place  de  la  virgule  dans  ce  nombre,  et  qui 
est  donnée  par  les  tables  de  logarithmes. 

Le?  tahics  de  lojarithmes  à  /  décimales,  par  exemple,  qui  suffisent 
pour  la  plupart  des  calculs  pratiques,  donnent  les  4  premiers  chiffres 
des  mantisses  des  nombres  entiers  de  1  à  999.  Au  moyen  de  calculs 
d'interpolation  expliqués  dans  les  tables,  elles  permettent  d'obtenir 
avec  4  chiiFres  exacts,  les  logarithmes  da  tous  les  nombres  connus 
eux-mêmes  avec  4  chiffres;  quelle  que  soit,  d'après  ce  qui  précède,  la 
place  de  la  virgule  dans  ces  nombres  '', 

Le  retour  des  logarithmes  aux  nombres  se  fait  d'une  manière  analogue, 
c  est-à-dire  que  la  mantisse  fournit  les  chiffres  du  nombre  et  la  carac- 
lérislique  donne  ensuite  la  place  de  la  virgule. 

58.  Principe  de  la  règle  à  calcul.  —  .Sur  une  deini-droite  0.r  inar(|uons  les  points 
dont  \iii  abscisses,  mesurées  avec  une  unité  de  longueur  arljitraire  OU,  ont  pour 
valeurs   les  logarithmes  vulgaires  des  entiers   I,  2,  3,   ...   !).    10.   Numérotons  ces 


q l^         X 

I — : — I — 1 — I — I    I    t  I  I  I  I  I  I 1 1 1 1 r— I — I     I 

/  2  J  i^  5  G        7        d     s     10 

points  au  moyen  de  ces  entiers  eux-mi'-mes  :  le  point  1.  (jui  se  confond  avec  l'ori- 
gine 0,  a  donc  pour  abscisse  j  =  logl  =0,  le  point  2  a  pour  abscisse  x  ^=  iog2,  etc. 
Eolin  le  point  10  a  pour  abscisse  x  =  loglO^  1,  et  se  confond  avec  le  point  U. 

Dans  lés  intervalles  ainsi  obtenus,  nous  pourrons  intercaler  des  traits  correspon- 
daiit  au.\  points  dont  les  abscisses  seraient,  de  même  :  log(l,  1),  log(l,2),  ...  ;  log(2, 1), 
lug(2,  2),  etc. 

Nous  obtenons  ainsi  une  échelle  logarillimique  :  l'abscisse  de  chacun  des  traits  de 
divisioti  est  le  logarithme  du  nombre  qui  correspond  ù  ce  trait,  dans  le  mode  de  numéro- 
Intion  adopté. 

nemiriiae.  —  Si  on  mesurait  les  abscisses  avec  une  autre  unité  de  longueur,  les 
mesures  en  seraient  proportionnelles  aux  précédentes,  et  seraient,  par  conséquent, 

(1)  L'erreur  relative  d'une  valeur  approché',  qui  en  misure  le  d-gré  d'exactitude,  est  liée 
<iu  nombre  des  chiffres  exacts  de  cette  valeur  approchée. 

Ce  nombre  d".  chiffres  caractérise  donc  aussi  le  degré  d'approximation  ;  et  l'e.xactitude 
de  la  plupart  des  procédés  de  mesure  ne  comporte  pas  l'emploi  de  plus  de  4  chiffres. 
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les  logarithmes  des  mêmes  nombres  dans  un  autre  système  de  logarithmes  (n"  o.j). 
Si  OU  avait  alors  pour  ionfrueur  /.  la  base  a  de  ce  nouveau  svslème  serait  telle  que 

I  1 

log«10  =  /;  donc  (n"  ")5),  lop-iu<i=  .,  ou  a  =  lû'. 

Inversement,   pour  obtenir  une  échelle  log-aritlimi(|ue.  on   peut  utiliser  les  loga- 
rithmes de  n'importe  quel  système.  Toutes  les  éclieUes  loijarilhniiiiues  sont  semblables. 


m 


10 


0              a\                  \m 

a) 


TU, 


10 


Cela  posé,  imaginons  deux  règles  (R)  et  (W)  portant  des  éihellos  iognrilhniiques 
égales,  et  disposées  de  manière  à  pouvoir  coulisser  Tune  conlri'  Taulrc. 

Considérons  une  position  quelconciue  du  système,  la  règle  (R)  étant,  par  exemple, 
tirée  vers  la  droite,  de  manière  que  le  trait  1  de  (R)  soit  en  regard  du  trait  de  (Rj, 
correspondant  à  un  nombre  c.  Soit  A  le  point  géométrique  où  aboutissent  ces  deux 
traits.  Soit  de  même,  en  un  autre  point  quelconque  M.  m  et  in  les  numéros  des  traits 
de  (R)  et  de  (R').  On  a  : 

AM  =  logm'. 
=  loge  -\-  logm'  =  log(cm'). 


Comme 

0A  = 

loge.        OM  =;  logm, 

OM 
Donc, 

=  OA  +  OM, 

on  a  donc  :        logm 

m 
m  =  cm  ,        ou 

1 


(1) 


Ce  résultat  s'applique  a  des  couples  quelconciucs  de  traits  de  division  en  regard 
l'un  de  l'aulre;  de  sorte  que  le  rapport  des  nombres  qui  correspondent  à  deux  traits  de 


F 


d' 


10 


(1^) 


0 


I 


TTV 


10 


division  en   regard   l'un   de   Vautre  est  constant,  pour  une  position  relatii^e  (luelconque  des 
deux  règles,  tout  le  long  des  portions  des  ecluUes  qui  se  trouvent  en  contact. 

Les  nombres  m  et  m',  n  et  n',  p  et//,  etc.,  qui  se  correspondent  ainsi  >atisfonl  donc. 
aux  proportions  : 

1 m' n' p' d' 

c  '^  m        n       p        '  '  '        10 

qui  se  trouvent,  en  quelque  sorte,  matérialisées  sur  le  système  des  deux  règles,  le 
bord  commun  des  règles  llgurant  les  traits  de  fractions. 

C'est  là  le  principe  fondamental  de  l'emploi  de  la  régie  à  calcul.  Il  permet  de 
trouver  la  quatrième  proportionnelle  x  à  3  nombres  donnés,  a,  [i,  y.  Soit,  en  elfet.  ^  =  '  ■ 

On  placera  les  deux  règles  de  manière  que  le  trait  [i  de  (R)  soit  en  regard  du  trait  a 
de  (R). 

Le  nombre  .r  est  alors  celui  qui  correspond  au  trait  de  (H)  qui  est  en  regard  du 
Irait  Y  de  (R).  Cela  suppose  cependant  1  <x<  10,  c'est-à-dire  a  <  fly  <  lOa. 
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Pour  calculer  un  produit  j- =  [j-,  on  le  corisidtTora  comme  une  tiualrièmc  propor- 

tionnclle  :  -  =  ^.  Si  x>10,  on   coril   — -  =  l*-,  qui   permet  de  calculer  ^,  =  x', 
T        •  y  lU        ,  10  ' 

d*où  on  déduit  x=  \0x'. 

Remarque  t.  —  Les  nombres  qui  correspondent  à  des  lectures  de  la  règle  étant  tous 
compris  dans  rinlervalle  (I.  10).  il  faudra  réduire  à  cet  intervalle  tous  les  uombres  N 
intervenant  dans  les  calculs,  c'est-à-dire  les  mettre  sous  la  forme  N  =  10"r,  où  n  est 
la  caractéristique  (n"  57).  On  sera  ainsi  ramené  h  opérer  sur  les  nombres  réduits  r. 

Remarque  '2.  —  La  formule  (I)  donnait  déjà  le  moyen  de  faire  le  produit  cm'  dans 
le  cas  où  la  valeur  m  de  ce  produit  est  inférieure  à  10.  On  prend  Vun  des  fadeurs  sur 


C) 


J 


JO 


W) 


X' 


10 


Jà 


(^) 


10 


(R);  et  on  amène  le  1    de  (H)  en   regard;  le  produit  se  lit  sur  (R)  au-dessous  du  second 
facteur,  lu  sur  (R'). 

La  méthode  de  la  quatrième  proportionnelle  conduit  à  la  même  règle,  en  écrivant 

1  —  1 

li-x' 

Pour  le  cas  x:>  10  (qui  se  reconnaît  pratiquement  à  ce  que  -;  est  sur  la  portion  de 
(R)  qui  dépasse  (R)  vers  la  droite,  quand  1  et  ^-i  sont  en  regard).  On  emploie  la  même 
règle,  mais  en  amenant  le  10  de  (R)  en  regard  du  premier  facteur,  lu  sur  (R).  La  lecture 
donne  x';  el  x=  10.x'. 

Remarque  3.  —  On  voit  que  la  réfrle  à  calcul  joue  le  rôle  d'une  tahle  de  logaritlimes; 
mais  qu'on  évite  la  lecture  des  logarithmes  et  que  les  additions  de  logarithmes  se  font 
automatiquement. 

Au  point  de  vue  de  l'approximation,  elle  correspond  à  .3  chiffres  exacts  environ;  le 
dernier  pouvant  n'être  exact  qu'à  une  ou  deux  unités  près. 


EXERCICES    SUR    LES    CHAPITRES    III    ET    IV 
1.  —  On  considère  la  suite  : 


u^  =  s%        M,=  v''2-l-v/2,         u3=\/2-4-v'2h-v/2, 
dont  la  loi  de  formation  est  : 

M„  +  ,  =v/2-+-M„. 
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Démontrer  que  celle  suite  a  pour  limite  2. 

On  démontrera  :  1°  que  u„  <2  (de  proche  en  proche);  2"  que  u„  <  u„+i-  Et  ayant 
établi  l'existence  d  une  limite  /,  on  en  obtiendra  la  valeur  en  passant  à  la  limite 
dans  la  formule  de  récurrence  (1). 

2.  —  Résoudre  l'inégalité     yjHx  —  1  >yJx-\-i. 

3.  —  Démontrer  que  a^"^'':=  ô'"*-",  les  logarithmes  étant  pris  dans  un 
système  quelconque. 

4.  —  Résoudre  l'équation  10^ -h  2. 10   '=3. 

5.  —  Résoudre  les  équations     log(a-  -h  \ji  -+-  x^)  =  c, 

log(a:  +  yjx'^  —  1)  ^  c. 

6.  —  Résoudre  le  système  x''  =iy^,  y  =z  ax,  a  étant  un  nombre  positif 
donné. 


On  construira  avec  soin,  sur  du  papier  quadrillé,  les  courbes  qui 

représentent  les  fonctions  y  =  x'",  y  =:a^,  y  ^  log„a:,  pour  des  valeurs 

numériques  simples  de  m,  et  de  a;  eu  se  servant  d'une  table  de  loga- 

2  3 

rithmes;  par  exemple  :  ni  =  rz,  in  =  ^,  a  =  2. 


CHAI'ITHE    V 

SÉRIES 

^   l.   —  (îKNÉIiALITÉS 
59.  Convergence  et  divergence.  —  Une  suite  inlinie  de  nombres  : 

prend  Ir  nom  de  sCnHe  lorsqu'on  se  propose  d'étudier  ce  que  devient, 
pour  ;i  infini,  la  somme 

(2)  s„  =  Uj  -h  u^  -h  . . .  4-  w„ 

de  ses  ?i  premiers  termes.  On  écrit  alors  les  termes  de  la  suite  (1)  en 
les  séparant  par  des  signes  -)-;  et  on  énonce  :  la  scnie^' 

(3)  », -hî/.-h?/3-f- . ..  4-M„-h 

Cela  revient  donc  à  considérer,  au  lieu  de  la  suite  (1),  de  terme 
général  m„,  la  suite  de  terme  général  .s„ 

(4)  s^,  .^,    . ..,  s„,    .... 

Remarque.  —  Si  on  se  donne  la  suite  (4),  on  peut  remonter  à  la 
suite  (1).  Car  on  a,  par  définition,  s„  =  s„_i  h-  i/„  ;  et,  par  suite, 

(5)  Un  =  S„  —  S„_i. 

Dé  finition  s.  —  Si  s„  (end  vers  une  limite  S  lorsque  n  aur/mente  indéfi- 
niment^ on  dit  que  la  série  (3)  est  convergente  :  et  qu'elle  a  pour 
somme  S;  et  on  écrit  : 

(6)  S  =  M,  H-  «2  +  . . .  -h  w„  -h 

On  étend  ainsi  la  notion  de  somme  au  cas  d'une  infinité  de  termes. 
La  somme  de  la  série  (3)  n'est,  du  reste,  d'après  celte  délinition, 
pas  autre  chose  que  la  limite  de  la  suite  (4)  : 

S  =  lim*„. 

Si  la  série  (3)  nesl  pas  convergente.,  elle  est  dite  divergente. 

(I)  Pour  abréger,  on  désigne  souvent  une  série  par  son  terme  général.  Ainsi  la 
série  (Z)  s'appellera  la  série  un. 
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Il  peut  arriver,  dans  ce  cas,  que  s„  augmente  indéfiniment  avec  n; 
mais  il  peut  y  avoir  aussi  indétermination. 

Remarque.  —  L'étude  de  la  série  ('i),  au  point  de  vue  de  la  convergence  de  cette 
série,  revient  donc  à  l'étude  de  la  suiti;  (i),  au  point  de  vue  de  la  limite  de  cette 
suite.  Récipro(iuement,  il  résulte  des  formules  (3)  que,  pour  chercher  si  une  suite  (4) 
quelconque  donnée  a  une  limite,  on  pourra  chercher  si  la  série 

«1  .+  («2  —  h)  +  («3  —  Si)  +  (Si  —  53)  +  ...  +  (S„  —  Sn-i)  +  ... 

est  convergente.  Dans  ce  cas,  la  somme  de  cette  série  sera  la  limite  de  la  suite  (4) 
3(tnnée.  On  vérifie,  du  reste,  immédiatement,  que  la  somme  des  «  premiers  termes 
de  cette  série  est  égale  à  s,,. 

La  théorie  des  séries  a  pour  but  d'apprendre  h  recnnnaltre  si  une 
série  donnée  est  ronvergente;  et,  dans  ce  cas,  s'd  y  a  lieu,  d'en  trouver 
la  somme.  Ce  second  ])roblème  n'est  pas  toujours  possible,  les  séries 
servant  souvent  à  définir  des  nuinOres  incommensurables  nouveaux. 

60.  Exemple  :  Progression  géométrique.  —  Un  exemple  des  divers 
cas  de  convergence  et  de  divergence  est  fourni  par  la  progression 
géométrique  illimitée 

(7)         a-+-a7+ ary2-f.  . .  . -|-a^«-' 4- .  .  .,         {u,^=iaq"-^) 

dont  l'étude  est  le  point  de  départ  de  la  théorie  des  séries. 
D'après  l'identité 

i  —  <^»  =  (l  —  r/)  (1  +  7 -4  (/--+-  ...  +?"-'), 
on  a  : 

1  —  a" 
1  —  q 

Si  la  valeur  absolue  de  q  est  inférieure  à  1,  <f\  dont  la  valeur  absolue 
est  ]  q  I",  tend  vers  zéro;  de  sorte  que  5,,  tend  vers  j- — — .  Donc  la  série 

a 
est  convergente^  et  a  pour  somme  -. • 

Si  la  valeur  absolue  de  q  est  supérieure  à  1,  q"  augmente  indéfini- 
ment avec  n,  par  valeurs  positives  si  7  >  0,  par  valeurs  alternative- 
ment positives  et  négatives  si  7  <  0.  Donc  la  série  est  divergente. 

Si  ^=  1,  la  série  est  a  -h  a  -h  «  h-  ...  ;  et  s„  =  na.  Donc  5„  devient 
infini,  et  la  série  est  divergente. 

Si  7  =  —  1,  la  série  est  a  —  «  -h  "  —  a-r-  ...  ;  et  s„  est,  alternative- 
ment, égal  à  r<  et  à  zéro.  La  série  est  donc  encore  divergente. 

En  résuvié,  la  série  (7)  est  convergente  pour  '7I  <  1,  et  a  alors  pour 

c,  a 

somme  :  S  =  -, • 

1  —  7 

Dans  tout  autre  cas,  la  série  (7)  est  divergente. 
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61.  Cas  des  séries  à  termes  positifs.  —  Si  lous  los  lermos  u„  d'une 
série  (I  sont  positifs,  la  ftximilo  a„  r=:5„^,  +  j/„,  inonlre  que  la  suite  (4) 
des  nombres  .<,,  .v^,  . . .  .v„,  ...  est  une  suite  croissante.  Donc,  d'après  le 
Ihéorème  du  n" .'{.'{.  si  elle  est  bornée  sup(''rieurement  elle  a  une  limite,  et 
la  série  »„  est  convergente;  et,  dans  le  casc<MUraire,.v„  Unit  par  dépasser. 
en  croissant,  tout  nombre  positif  donne,  c'est-à-dire,  devient  infini. 

Donc,  pour  les  séries  n  tr^'mcs  positifs,  il  n'y  a  qu'une  seule  espère  rie 
divergence  (s„  devient  infini  avec  n)\  et,  pour  qu'une  série  à  ternies 
positifs  soit  convergente,  il  faut  et  il  suffit  que  la  somme  s„  reste  bornée 
supèrieuremmt  lorsque  n  augmente  indéfiniment. 

Cette  remarque  est  le  principe  de  l'élude  de  la  convergence  des 
séries  à  termes  positifs. 


î;  2.   -  TlIKORKMES  GENERAUX 

62.  Théorème  I.  —  Pour  quune  série  soit  convergente,  il  faut  que  le 
terme  générai  tende  vers  zéro;  mais  cette  condition  n^est  pas  suffisante. 
1*  En  effet,  si  on  suppose  que  la  série  : 

(1)  î<, -hM,-(-   .  ..  H-M„+  ... 

est  convergente,  et  a  pour  somme  S,  il  suffit  de  passer  à  la  limite  dans 
la  formule  (n°  59,  formule  (5)). 

pour  en  conclure  (.ç„  et  s„_,  tendant  vers  S  pourn  infini)  que  le  second 
membre  tend  vers  S  —  S  =  0,  et,  par  conséquent  que  w„  tend  vers 
zéro  (pour  n  infini). 

2"  Pour  démontrer  que  la   condition  n'est  pas  suffisante,  il  suffit 
d'indiquer  un  exemple  de  série  divergente,  pour  laquelle  limî/„  =  0. 

Cet  exemple  est  fourni  par  la  série  harmonique, 

111  1 

_  +  -  +  _+...+_+... 

dont  le  terme  général  u,^=~  tend  vers  zéro,  et  qui  est  divergente, 
comme  nous  allons  le  montrer. 

Divergence  de  la  série  harmonique.  —  On  a.  pour  cette  série  (3), 

1  1  1 

n 

Or,   le  plus  petit  des  n  termes  du  second  membre  est  le  dernier; 
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donc  leur  somme  esl  plus  grande  que  //  fois  ce  dernier  terme,  soit 
/<  X  ^  =  y .  On  a  donc,  quel  que  soil  n, 

Ur  celte  inégalité  conduirait  à  une  impoï^sibilité  si  la  série  était 
convergente;  car,  en  passant  à  la  limite,  on  voit  que  le  premier 
membre  tendrait  vers  zéro,  puisque  s^n  et  s„  tendraient  tous  deux 

vers  la  somme  de  la  série;  et  on  devrait  en  conclure  0^^. 

La  série  ne  pouvant  être  convergente,  est  donc  divergente. 

63.  Théorème  II.  —  Od  n'altèro  pas  la  convergcnre  ou  la  divergence 
d'une  série,  si  on  supprime,  au  début  de  cette  série,  un  nombre  {fixe) 
quelconque  de  termes. 

Considérons,  en  effet,  en  même  temps  que  la  série 

(1)  î<i-Ku,H- .  . . -hM„-f- . . ., 
la  série 

(2)  Ua^I  —  M/,_i  -f-  .  .  .  H-  Uk^p  -î-  .  .  . , 

qu'on  en  déduit  par  suppression  des  A;  premiers  termes  et  posons  : 

s„  =r  M,  H-  «2  +  . . .  +  «„  ;         tp  =  Ma+i  +  Uk+i  -h  ...  -h  Uk+j.  ; 
de  sorte  que 

1°  Supposons  la  série  (1)  convergente,  et  soit  S  sa  somme.  En  écri- 
vant l'égalité  (3)  sous  la  forme  :  /p  =  s/,+^,»— «a,  et  passant  à  la  limite 
pour  p=zx  ,  on  voit  que  t,,  tend  vers  S  —  Sa;  c'est-à-dire  que  la  série 
(2)  est  convergente. 

2"  Réciproquement.  —  Supposons  la  série  (2)  convergente,  et  soit  T 
sa  somme.  En  passant  à  la  limite,  pour  p  =  x  ,  dans  légalité  (3),  on 
voit  que  Sk+,,  tend  vers  une  limite,  qui  est  «a  +  T;  cest-à-dire  que  la 
série  (1)  est  convergente.  On  a,  de  plus,  pour  la  somme  S  de  cette 
série,  S  ^  5a  -f-  T. 

/ieste  d'une  série.  —  Dans  une  série  (1)  convergente,  désignons  par  /•„ 
la  somme  de  la  série,  convergente  également  d'après  ce  qui  précède, 

(4)  r„  =  u„+i  +  u„+i  H-  ...  -h  u„+j,  -h  ... 

et  nous  avons,  comme  on  vient  de  le  voir,  pour  la  somme  S  de  la 
série  (Ij, 

Le  nombre  /'„  s'appelle  le  reste  de  la  série,  quand  on  la  limite  à  ses  n 


76  SERIES 

priMiiiors  tormos.  C'est  l'erreur  que  l'on  commet  quand  on  prend  s„ 
pour  valeur  approchée  de  S;  elle  est  positive  si  s,,  est  approché  par 
déTaul,  négative  dans  le  cas  contraire. 

Pour  calculer  S  avec  une  approximation  donnée,  il  sera  nécessaire 
de  pouvoir  calculer  une  borne  supérieure  de  la  valeur  absolue  du 
reste  r„.  Nous  verrons  plus  loin  des  cas  où  cela  est  possible. 

64.  —  Séries  absolument  convergentes. 
Thêork.mk  III.  —  >'i  la  série. 

(1)  ;W,  i-l-|u,|4- ... +lu„l4- .  .. 
formée  avec  les  voleurs  absolues  des  lemies  d'une  série 

(2)  „^H_î/^_l_  ...H_t/„-f-  ... 

est  convergente,  cette  série  (2)  est  aussi  convergente;  et  on  dit  quelle  est 
absolument  convergente. 

Soit  en  eft'et  A„  la  somme  des  termes  positifs  de  la  série  qui  figurent 
dans  s„^  ?/,  -i-  «.,  H-  . . .  -h  u„  ;  et  soit,  de  même,  —  H„  la  somme  des 
termes  négatifs  de  s„,  (de  sorte  que  B„  est  la  somme  des  valeurs 
absolues  de  ces  termes;;  alors 

(3)  *„  =  A„  — B„; 

et  la  somme  des  n  premiers  termes  de  (1)  est  : 

(4)  ^,,=:A,.  +  B„. 

Soit  X  la  somme  de  la  série  (1),  que  nous  supposons  convergente. 
Comme  elle  est  à  termes  positifs,  t,,  tend  vers  X  en  croissant,  et  on  a  : 

-7,,  <  ï,         c'est-à-dire        .\„  -h  B„  <  ï; 
donc,  A„  et  B„  étant  positifs  ou  nuls, 

(5)  A,.  <  V.         H,,  <  V. 

Or,  quand  on  passe  de  s„  à  s,,^,,  A„  augmente  de  w„+i,  si  m„+i  est 
positif;  et  ne  change  pas,  si  w„  +  i  est  négatif.  Donc,  quand  n  croît, 
A„  ne  va  jamais  en  décroissant;  comme  il  est  inférieur  à  X.  d'après  (5), 
il  tend  vers  une  limite  A,  pour  n  =  oc  . 

De  même  B„  tend  vers  une  limite  B,  quand  u  augmente  indéfiniment. 
Si  donc  on  passe  à  la  limite  dans  légalité  (3)  on  voit  que  s„  tend  vers 
la  limite  S=r A  —  B. 

La  série  (2)  est  donc  bien  convergente  et  sa  somme  est  S  =  .\  —  B. 

Remarque  l.  —  En  passant  à  la  limite,  on  lire  de  l'égalité  (4) 
-^A-T-B.  On  en  conclut  iS|<i;.  La  somme  d'une  série  absolument 
convergente  est  donc,  en  module,  inférieure  à  la  somme  de  la  série  des 
valeurs  absolues  de  ses  termes.  Celte  remarque  est  utilisée  souvent  pour 
trouver  une  limite  supérieure  du  reste  d'une  telle  série'". 

(1)  On  aurait  S  =  ï)  si  B  ou  A  était  nul,  c'ost-à-dire  si  la  série  n'avait  que  des 
termes  positifs,  ou  n'avait  que  des  termes  négatifs. 
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Remarque  2.  —  Les  séries  absolument  convergenies  —  (dont  les  séries  convergentes 
à  termes  positifs  sont  des  cas  particuliers,  de  mùrne  que  les  séries  convergentes  à 
termes  négatifs,  et,  plus  généralement,  les  séries  convergentes  qui  ont  un  nombre 
limité  de  termes  de  l'un  des  deux  signes)  — ,  conslituent  seules  une  généralisation 
pratique  des  sommes  formées  d'un  nombre  limité  de  termes. 

En  elTet,  on  démontre  que  pour  elles,  et  pour  elles  seulement,  on  peut  intervertir 
les  termes  d'une  manière  quelconque,  et  les  grouper  d'une  manière  arbitraire,  sans 
détruire  la  convergence  et  sans  altérer  la  somme  de  la  série.  La  démonstration  précé- 
dente prouve,  par  exemple,  qu'on  peut  sommer  séparément  les  termes  positifs  et 
les  valeurs  absolues  des  termes  négatifs,  et  faire  la  dillérence  A  —  B  des  nombres 
Â  et  13  ainsi  obtenus. 

Remarque  3.  —  Si  on  a  deux  séries  convergenies  quelconques 

(1)  Ui4-«2+...  +««  +  ... 

(2)  1»! +02+. ..+"«  +  •.. 
et  si  on  les  additionne  terme  à  terme,  la  série  obtenue 

(3)  («1  +  l'i)  +  (U,  +  l.,)  +  .  .  .  +  (U,.  +  Vn)  +... 

est  convergente  et  a  pour  somme   la  somme  S  +  T  des  sommes  S  et  T  des  deux 
séries  (i)  et  (2j.  On  le  voit,  en  passant  à  la  limite  dans  l'identité 

("l  +  l'i)  +  ("2  +  l'i)  +   •  ■  •   +  ("u  +  V„)  =  (U,  +  U.  +   .  .  .   +  Un)  +  (l'i  +  Uo  +  .  .  .  +  Un). 

On  a  des  résultats  analogues  pour  la  série  de  terme  général  (u,,  —  u,,);  et  plus 
généralement  pour  la  série  (au,,  -\-  bv,,),  où  a  et  b  sont  des  constantes. 

On  démontre  que  l'on  peut  multiplier  deux  séries,  en  généralisant  la  règle  de  mul- 
tiplication des  polynômes,  si  on  suppose  qu'elles  sont  absolument  convergentes.  La 
série  produit,  qui  est  alors  absolument  convergente  également,  s'écrit  le  plus  com- 
modément sous  la  forme 

"ll'l  +  ("l^i  +  "jl'l)  +  ("ll'3  +  "2"2  +  "3"l)  +  ■  •  •  +  ("l^'"  +  lliVn-l  +   .  .  .   +  U„Vi)  +   .  .  . 

OÙ  on  a  groupé  ensemble  tous  les  produits  ui,vh  pour  lesquels  la  somme  des  indices 
/i  et  fc  a  la  même  valeur  ^  . 

65.  Séries  semi-convergentes.  —  On  appelle  semi-convergentes  les 
séries  qui  sont  convergentes,  sans  être  absolument  convergentes.  Un 
exemple  en  est  donné  par  la  série 

1_1       1_1  1  1  (—1)"-^ 

1       2  "^  3      4  "^  •  •  •  ^  2/}  —  1       2/?  ^  •  •  •    '  n       +  •  •  •  • 

La  série  formée  avec  les  modules  de  ses  termes  est  la  série  harmo- 
nique, qui  est  divergente.  La  convergence  de  cette  série  résulte 
d'autre  part  du  théorème  sur  les  séries  alternées,  que  nous  allons 
démontrer. 

TuÉoRÈiME.  —  Si  dans  une  série  alternée  (c'est-à-dire  de  termes  alter- 
nativement positifs  et  négatifs) 

«1  —  o.  4-  «3  —  . . .  +  (—  !)"-'«„  +  . . . 

(1)  Nous  admettons  ici  ce  théorème.  On  en  trouvera  la  démonstration  au  cha- 
pitre IX,  §  7. 
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les  valeurs  absolues  des  ternies  a„  a„  a, a, vofH  constamment 

en  décroissant,  et  si  le  terme  général  tend  vers  zéro  (Jim«"  =  0|,  la  série 

est  convenjenlc. 

Nous  présenterons  la  démonsiralion  sous  forme  géométrique,  en  fai- 
sant usage  de  la  représentation  suivante  :  Pour  une  série  quelconque, 
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0  ^V^  ^n 

de  terme  général  m„,  nous  imaginons  les  points  S,,  S^,  . . .,  S„  d'un  axe 
Ox,  qui  ont  pour  abscisses  respectives  les  sommes  s^,  s.^,  ...,*„,  ... 
(s,  =  M,-^Ui^- ... -4-",.).  1-1  formule  w„=is„  — s,,^,,  donne  donc 
„,,  =  ÔS„  — ÛS„_,  =  S7^-   Ainsi    m„  est   la  mesure   algébrique  du 

vecteur  S,._,sl.  Quand  »,.  est  positif,  ce  vecteur  est  dirigé  vers  la 
droite;  quand  u„  est  négatif,  il  est  dirigé  vers  la  gauche. 

L    L' 

Dans  le  cas  de  la  série  alternée  (1),  OS,  =  a,,  donc  le  point  S^  est  à 
la  droite  de  0;  ."^,8.,^  —  o^,  donc  Sj  est  à  gauche  de  S,;  mais  comme 
a.,  <  (7,,  |S,Sjl  <  |0S., I,  de  sorte  que  S,  tombe  entre  0  et  S,.  De  même 
SjS,  =  a^,  donc  %  est  à  droite  de  S.^;  mais,  à  cause  de  a,  <  a^, 

|S,SJ<|S,S,!, 

et  Sj  tombe  entre  S^  et  Sp  et  ainsi  de  suite. 

On  voit  ainsi  que  les  points  S,,  Sj,  S^,  . . . ,  Si/,_i,  . . .  d'indices  impairs, 
s'avancent  vers  la  gauche:  les  points  S^,  S^,  S^,  . . .,  S,^,,  .  . .  d'indices 
pairs,  s'avancent  vers  la  droite;  ot  les  premiers  sont  à  la  droite  des 
seconds. 

Donc  les  uns  et  les  autres  tendent  vers  des  positions  limites.  Appelons 
L  ce  point  limite  pour  S^^,;  et  L  le  point  limite  pour  Sip_i.  L'un  et 
l'autre  sont  compris  entre  Sjp  et  Si^-i.  Mais  Si;,_iS2/,  =  —  Og,,;  donc  il 
tend  vers  zéro,  par  hypothèse,  lorsque  p  augmente  indéfiniment,  et 
les  points  L  et  L',  compris  entre  deux  points  variables  dont  la  dislance 
tend  vers  zéro,  ne  peuvent  être  distincts. 


.JC 
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Donc  S„  tend  vers  ce  point  unique  L,  quand  n  augmente  indéfini- 
ment, c'est-à-dire  que  s„  tend  vers  l'abscisse  l  du  point  L.  La  série  est 
donc  convergente. 
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Ri'vuirque  I .  —  Chaque  somme  paire  s^j,  est  une  valeur  approchée 
par  défaut  de  la  somme  /  de  la  série;  l'erreur  est  moindre  que  la 
distance  Sj/.Sj^j+i;  c'est-à-dire  moindre  que  la  valeur  absolue  du  premier 
terme  négligé  fli/,+i;  et  elle  est  du  même  signe  que  lui  (positive,  la 
valeur  approchée  étant  par  défaut). 

De  même,  chaque  somme  **,,_!  est  approchée  par  excès;  Terreur  est 
moindre  que  la  dislance  Si^,Si/,_i,  c'est-à-dire  que  la  valeur  absolue  du 
premier  terme  négligé  —  «2,,;  et  elle  est  du  même  signe  que  lui  (néga- 
tive, la  valeur  approchée  étant  par  excès). 

Ainsi,  dans  une  série  alternée  convergente  à  termes  décroissants  (en 
valeur  absolue),  la  somme  s„  des  n  premiers  termes  représente  la  somme 
S  de  la  série  avec  une  erreur  S  —  «„  qui  est  du  même  signe  que  le  premier 
terme  négligé  ( —  l)"a„+i,  et  inférieure  à  ce  terme  en  valeur  absolue. 

Remarque  2.  —  H  est  facile  de  donner  à  la  démon.>lration  une  forme  algébrique. 

H  s'agit  de  vérilier  : 

r  que  Sj,,  >S2p-2.  ce  qui  résulte  de  s,^,  —  S2^,_2  =  a2^,_i  —  a,^,,  et  de  l'hypothèse 
(U.,  <C  Oip-i-  Cela  prouve  que  les  sommes  paires  vont  en  croissant  ; 

2"  que  Sipj^i  <  Sop-i,  ce  qui  résulte  de  So,,^!  —  S2,,-i  =  —  aj,,  +  aj^,+i,  et  de  l'hypo- 
thèse oj^+i  <Cû2p-  Gela  prouve  que  les  sommes  impaires  vont  en  décroissant; 

3»  que  SiA- <%,_!. 

Nous  supposerons  deux  cas,  suivant  que  l'indice  pair  est  plus  petit  ou  plus  grand 
que  l'indice  impair. 

Dans  le  premier  cas,  on  a  à  vérifier  que 

S2A  <%+2A'+l. 

et,  comme  s>i^  <  Sik+iK''  '^  suffit  de  vérifier,  en  posant  k  -{-  k'  =:  p,  (jue 

S-2p  <!S2p+l- 

Or,  cela  résulte  de  :  S2p_|_i  —  s.>^,  =  a2y,+i  >  0- 
Dans  le  second  cas,  on  a,  de  môme,  à  vérifier  que 

s-îk-i  >  S2A+2/.'  ; 

et,  comme  s>i^_i  >  s,k-{->i('—i,  il  suffit  de  vérifier,  en  posant  k  -{-  k'  =p,  que 

Or,  cela  résulte  de  :  s>j,  —  So^-i  =  —  a-ip  <  0. 

On  voit  donc  que  toute  somme  de  rang  pair  est  plus  petite  que  toute  somme  de  rang 
impair. 
Ainsi  s.,,  S4,  .. .,  s.,,„  . . .  vont  en  croissant,  et  sont  inférieurs  à  s>i^_i. 
Donc  ils  tendent  vers  une  limite  l,  et  on  a,  s.ij,  <  l  ^  S2A-i- 
De  même  s^,  s.^,  . . .,  S2^,_i,  . . .  vont  en  décroissant,  et  sont  supérieurs  à  s.y/f 
Donc,  ils  tendent  vers  une  limite  l',  et  on  a,  Sj,;_i  >  i'  ^  s.,/^. 
Donc  /et  l'  appartiennent  à  l'intervalle  (so^,,  S2p_i);  et  on  a  : 

\l  —  l'  \<\S2j,  —  s.yj,_i  I  =  a.2,,  ; 
ce  qui,  pour  p  infini,  donne 

|i  —  t'|:^0,        puisque        lima^^,  =  0. 
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On  n  donc  /  =  /  ;  et.  par  suite.  s„  tend  vers  /,  que  n  augmente  indéfiniment  par 
valeurs  paires  ou  impaires.  C'esl-à-diro  que  la  série  est  converjrente  et  a  pour  sonune  l. 
Kndn,  on  a  pour  cette  somme  s,j,  <  /  <  s^^^i  <  «j^-T,  d'où  on  conclut  : 

••  •      /  — sj,>0.  i  —  «2;,  <  «2;.+i  —  Si,,  =  flij.+i  ; 

2*  s.v-i  — '>0,        s.,i,_i  —  l<:s.,,,_^  —  s.2,,  =  a.i,,. 

Ainsi  /  est  compris  entre  deux  sommes  consécutives  quelconques;  et  l'erreur  commise  cit 
prenant  pour  valeur  approchée  de  l  une  somme  s,,  quelcon'/uc  est  du  signe  du  premier 
terme  négligé,  et  inférieure  à  ce  terme  en  valeur  absolue. 

Remarque.  —  Nous  avons  déjà  indiqué  ip.  77)  que  contrairement  à  ce  qui  a  lieu  pour 
les  séries  ahsolument  convergentes,  on  ne  peut  niodiller  l'ordri'  des  termes  d'une 
série  semi-convergente  sans  risijuer  d'eu  changer  la  somme,  et  même  de  détruire  la 
convergence. 

C'est  ainsi  rjue  les  deux  séries  semi-convergentes  : 

et 

^  1^3       2    '    .")    '    7       4^  '    4n  — 3    '    4n— 1        2n  ^        ' 

dont  les  termes  sont  les  mêmes,  à  l'ordre  près,  n'ont  pas  la  même  somme  •  . 
Aussi  n'utilise-l-on,  généralement,  que  des  séries  absolument  convergentes. 


(  1 1  En  elTet.  la  série  (a),  convergente  d'après  le  théorème  sur  les  séries  alternées, 
a  même  somme  (jue  la  série  à  termes  positifs   • 


('J) 


2^1  —  1       2/i~2n(2n  — 1)' 


car  la  somme  des  2n  premiers  termes  de  la  série  (a),  est  égale  à  la  somme  des  « 
premiers  termes  de  la  série  («). 
La  série  (6)  peut  se  remplacer  de  même  par  la  série  à  termes  positifs 

1,11  8/1  —  3 

{b) 


in  —  d   '   4«  —  1       2/1       (4/1  — 3)(4/i— i)2n 

car  la  somme  des  p  premiers  termes  de  la  série  (6)  est  égale  à  la  somme  des  n  pre- 
miers termes  de  la  série  (6  )  si  p  =  3/i,  et  on  diffère  d'une  quantité  qui  tend  vers  zéro 
pour  n  infini,  si  p  =  3/j  +  '.  ou  si  p  =  3/i  -i-  2. 
Or  si  nous  considérons  la  série  à  termes  positifs 

111  1 

{C)       W„  ^  l'„  —  u„ 


4/1  —  3   '   4/1  —  1       2/»  — 1  ■~(2/i— Ij  (4/1  — 3;(4/ï  — Ij 
nous  voyons  qu'elle  est  convergente,  car  w„  est  inférieur  à  u„,  l'inégalité 

(4/1  —  3)  (4/1  —  l)>2/i 

étant  vérifiée  pour  njî   1. 

Donc  la  série  (6),  dont  le  terme  général  est  Vn  =  u«  +  Wn  est  convergente,  et  sa 
somme,  qui  s'obtient  en  ajoutant  les  sommes  des  deux  séries  à  termes  positifs  (a)  et 
(a),  est  plus  grande  que  la  somme  de  la  série  ta). 

Les  séries  (a)  et  (6)  du  texte  sont  donc  convergentes,  mais  la  somme  de  la  première 
«st  plus  petite  que  la  somme  de  la  seconde. 
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;;  3.  —   SÉRIES    A    TERMES    POSITIFS  ' 

66.  Comparaison  de  deux  séries  à  termes  positifs.  —  D'après  la 
remarque  du  n"  61,  pour  constater  qu'une  série  à  termes  positifs  est 
convergente,  il  sufiit  de  constater  que  la  somme  de  ses  n  premiers 
termes  est  bornée  supérieurement.  C'est' ce  que  l'on  fait  le  plus  sou- 
vent en  la  compnranl  au  moyen  du  Ihéorème  suivant  à  une  autre  série 
à  termes  positifs,  déjà  étudiée. 

TnÉoPiKMK  1.  —  Soient  deux  séries  à  termes  positifs  '.• 

(1)  (i^-h  a.,-h  . . . -\- On-^  ■  ' .         (série  donnée), 

(2)  6, -h  A,-}- .  . . -t- è„  H- , .  .         (série  de  comparaison). 

Si  on  a,  quel  qw,  soit  n,  an^/j,i,  et  si  la  série  (2)  est  convergente,  il 
en  est  de  même  de  la  série  (l);  et  on  a,  entre  les  sommes  A  et  B  des  deux 
séries,  l'inégalité  A  ^  B. 

Soit,  en  efï'et,  s„  =  Oj -f- a^ -{- .  . . -f-a„;  t,,=  b^'Jr- b.,-]~  . . . -i- h„. 
Comme  la  série  (2)  est  à  termes  positifs,  et  convergente,  /„  tend  en 
croissant  vers  la  somme  B  de  cette  série;  on  a  donc  /„  <  B.  Or.  il 
résulte  de  l'hypothèse  a„^b„  que  s„^/„.  On  a  donc  a„^/„  <  B;  et, 
par  conséquent. 

(3)  s„  <  B. 

Cela  prouve  que  la  série  (1)  est  convergente.  Soit  A  sa  somme.  En 
passant  à  la  limite  dans  (3j,  on  conclut  -\^B.  Le  théorème  est  donc 
démontré. 

Remarque.  —  Si  on  écarte  le  cas,  sans  intérêt,  où  on  aurait,  quel 
que  soit  /î,  fl„  =  6,j,  on  peut  conclure  A  <  B.  Car  si  nous  supposons, 
par  exemple,  a/,  <  6/,,  nous  aurons  s,,  <  //,.  Posons  A=S/,-i-r/,,  B  =  ^/,-i-rA, 
et  appliquons  le  théorème  aux  deux  séries  r/,  =  «/,^i  +  a^^^o -h  . . . , 
n=  "^A+i  +  6/1+2 -t- ...  ;  nous  aurons  ainsi  /'/, ^îv,.  On  conclut  donc 
*/,  -h  ''a  <  <A  +  n,  c'est-à-dire  A  <  B. 

Théorème  II.  —  Étant  données  les  séries  (1)  fit  (2),  à  termes  positifs, 
si  on  a,  quel  que  soit  ;i,  a„  ^  h^;  et  si  la  série  (2)  est  divergente,  la  série  (1) 
est  divergente  aussi. 

Car,  en  gardant  les  mêmes  notations,  on  a  alors  .«;„^ /„.  et  comme 
t,^  croît  indéfiniment  avec  /(,  il  en  est  de  même  de  i-„. 

(l)  Le  cas  des  séries  à  termes  négatifs  se  ramène  à  celui-là.  en  changeant  les 
signes  de  tous  les  termes. 

Ce  cas  comprend,  par  suite,  aussi  celui  des  séries  pour  lesquelles  tous  les  termes 
sont  de  même  signe  à  partir  d'un  certain  rang:  puisque  d'après  le  théorème  II  (n"  Cj), 
on  peut  faire  commencer  la  série  à  un  terme  à  partir  duquel  cette  condition  est 
réalisée. 

MATM.    GÉNKHALKS.    —    I.  0 
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/{rmnrque.  —  Ces  théorèmes  s'appliquent,  d'après  le  théorème  II 
du  n"  O.'l,  si  les  conditions  On^b,,,  a„'^h„  ne  sont  réalisées  qu'à  partir 
d'un  certain  rang. 

67.  Application  aux  nombres  décimaux  illimités.  —  Soit  N  un  iionil)re  (juel- 
comiue.  V„  sa  valeur  approchée  à-rrr^  prés,  par  défaut.  Posons  V,i  =  7|j^, ,  Vh-|-i  =  tjj^|  • 
Nous  avons  démontré  (n"  30)  que  V„  ^  V'>+'  ^  N:  et  on  n.  par  définition, 

10"  5:  ^  <  io„  • 
On  en  conclut 

10"  ^  IChTi  ^    10" 

d'où  : 

10a^p<10(a  +  l); 
te  ijui  prouve  que  p  contient  au  moins  a  dizaines,  et  ne  contient  pas  (a  +  1)  dizaines; 
donc  que  a  est  le  nombre  de  dizuines  de  [i.  En  d'autres  termes,  |ï  s'obtient  en  ajoutant 
un  nouveau  chitTre  à  la  droite  de  a  '  .  Supposons  que  N  ait  été  réduit  (n°  57)  à  être 
compris  entre  1  et  10.  Sa  partie  entière  s'écrira  avec  un  ciiilTre,  soit  Vo  =  Co;  la 
valeur  approchée  V,  s'écrira  avec  deu.x  cliifTres,  dont  le  premier  sera  Cq,  soit 
^  1  =  Co,  C,;  la  valeur  approchée  V*  s'écrira  avec  trois  chiffres,  dont  les  deux  pre- 
miers sont  Co  et  C,  ;  soit  V^  =  Cq,  C,Cj,  et  ainsi  de  suite.  En  général,  on  a  donc  : 

(!)  V,.  =  Co,  CiGo...  C», 

ou 

(2)  ^'"  =  ^«  +  ÎU  +  ïï^  +  •  •  •  +  ï^  • 

On  voit  donc  que  tout  nombre  N  donne  ainsi  naissance  à  une  série  à  termes  positifs    : 

(3)  Co  +  Ci.lO-i4-a.lO-2+ ... +C„.10-''+ ... 

et  que  la  valeur  approchée,  par  défaut,  de  N,  ù  r^-  près,  est  la  somme  V„  des  n  -{-  l  pre- 
miers termes  de  la  série.  Cette  série  est,  du  reste,  convergente  et  a  pour  somme  N, 
puisque  N  —  Vn  ^  j^;;,  de  sorte  que  V,i  tend  vers  N  pour  n  inllui.  On  écrit  : 

N  =  Co,  CiC.  . . .  C, 

Réciproquement.  —  Si  on  se  donne  un  nombre  décimal  illiiaité  ayant  un  chiffre  à  la 
partie  entière  :  Cq,  C,C2  ...  Ci  .  1 .,  cela  équivaut  à  se  donner  une  série  de  la  forme  (3), 
où  Cq,  Ci,  Cj,  ...  Cl,  . . .  sont  des  nombres  entiers  qui  satisfont  au.x  inégalités  : 

(*)  l^Co<9,        0$C„^9,        (n>0). 

Cette  série  est  convergente,  comme  on  le  voit  en  lui  comparant  la  série  : 

(5)  9-1-9.10-1  +  9.10-*+ ... +t).  10-"+ ... 

qui  est  une  progression  géométrique  convergente,  dont  la  somme  est 

9.-- ^-  =  10. 

De  plus,  la  somme  de  la  série,  qui  est  au  moins  égale  à  son  premier  terme  Cq,  est, 
d'après  cela,  inférieure  à  10.  La  série  a  donc  pour  somme  un  nombre  N,  tel  que 
1  =^  N  <C  10;  et  on  peut  écrire  encore  : 

(6)  N  =  Co,  C,C.  ...  C,  .... 

(1)  Cela  devient  intuitif,  si  on  utilise  la  représentation  fréométri<iue  employée  au 
numéro  30. 
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Etudions  maintenant  le  resLc  de  la  série.  Soit 

V„  =  Co,  CiC.  . . .  G„,        Ru  =  C„+i.lG-  «+'i  +  Cn+iAQ-(»+-^J  +  •  •  m 
de  sorte  que  N  =  V„  +  R,i.  On  peut  écrire 

R„+,  =  10-("+')[G«+i  +  C,,+i.lO-»+  ...]=  10-(»+i).C„+i,  C«+âC„+3  ..., 

et  on  voit,  comnae  précédemment,  que  la  valeur  du  crochet  ne  peut  dépasser  la 
somme  de  la  progression  (5). 

Donc  R,i  ^  jM+î  =  jtt;  ;  et  on  aura  R»  <  t^h,  '  si  on  exclut  le  cas  oh  tous  les  chiffrest/^,, 

seraient  des  9  à  partir  d'un  certain  rang.  Ce  cas  ne  peut  se  présenter  pour  les  fractions 
décimales  formées  par  un  nombre  N  donné,  comme  nous  l'avons  supposé  d'abord; 

1 
puisqu'on  sait,  dans  ce  cas,  (jue  R,i  ne  peut  être  égal  à  j-j^;  il  est  donc  naturel  de 

l'exclure. 
Ou  voit  donc  que,  sous  cette  condition,  Y,i  est  toujours  la  valeur  approchée  du  nombre 

décimal  illimité  N,  à  tt—  près  par  défaut. 

Pour  la  pratique  des  calculs  numériques,  il  y  a  lieu  de  préciser  davantage.  On  doit 
distinguer  deux  cas. 
/"  cas.      Cn+i  ^  4.  On  a  alors 

u     Cn+1     I    Xi     .,  ^  G>i  +  l      ,  1        Gn+l  -j-  1  . 

"  "■  10"+1    '  "*"  10"+1  "*"  10"  +  '  ~      10»+1      ' 

et  par  suite,  en  tenant  compte  de  Gn+i  ^  4, 

"+'  "^  10-«+i  ~  10«+i  ~  2  ■  10"  ■ 
2"  cas.      Cn+i  ^  5.  On  substitue  à  la  valeur  Vu,  en  forçant  le  dernier  chiffre  C„,  la 
valeur  V^,  =  Vn  +  tt^;  .  L'erreur  commise  est  ainsi 

(Vn  +  Rn)-(Vn  +  ^)  =  R.-4,. 

Elle  est   négative,   la  valeur  V^  n'étant,  du  reste,  pas  autre  chose  que  la   valeur 
approchée  par  excès,  à  jjt^  près,  de  N.  On  a,  de  plus,  pour  le  module  de  cette  erreur. 

Comme  le  premier  terme  du  second  membre,  qui  est  au  moins  égal  à  .  .^^^> 
est  plus  grand  que  le  second,  on  a  donc  : 

1         R     ^10  — G«+i 
W^  -  '^»  <-     lou+i     • 

Et,  par  suite,  en  tenant  compte  de  Gn+i  î?  5 

J ^  10  —  5  _     5     __  1      1 

10«         "^  10»+i  ■~'10«+i~2*10"" 

En  résumé.  —  L'erreur  commise  en  négligeant,  dans  l'expression  décimale  d'un  nombre, 
tous  les  chiffres  qui  suivent  le  chiffre  des  unités  du  n"'"'«  ordre  décimal,  ne  dépasse  pas  une 
demi-unité  de  cet  ordre,  si  on  a  soin  de  forcer  le  dernier  chiffre  conservé,  dans  le  cas  où  le 
premier  chiffre  supprimé  est  supérieur  à  4. 

Cette  erreur  est  par  défaut  si  on  ne  force  pas  le  dernier  chiffre,  par  excès  dans  le  cas 
contraire.  Elle  est,  en  valeur  absolue,  inférieure  au  nombre  d'unités  de  l'ordre  du  premier 
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r'iijf ri'  supprimé  qu'on  obtient,  en  auiimcntanl  ce  chiffre  d'une  unité,  duns  le  premier  cas,  et 
<•/!  prenant  son  comptt'ment  à  10.  ilans  le  second  eus. 

68.  Caractère  de  convergence  déduit  de  létude  de  '{ a„-  —  Thî.okème. 
—  ^^',  //  partir  d'un  certniu  rang,  la  racine  n"'""'  du  «"""  lermp.  d'une 
série  n  Irrun's  poxidfs,  demeun\  qurl  que  soit  n,  inférieure  à  un  nombre 
fixe  K  inf>'rieiir  à  1.  la  ,\-érie  est  convergente. 

Soil,  en  (.'llt'l.  la  série 

(1^  <',  4-«o4-  ...  4-fl„4- 

On  suppose  qu'a  partir  d'un  certain  rang  on  a,  quel  que  soit  n, 

On  en  conclut  a„  <  k'\  cest-à-dire  que,  à  partir  d'un  certain  rang, 
les  termes  de  (1)  sont  moindres,  respectivement,  que  ceux  de  la  pro- 
gression géométrique 

(3)  A-  +  /.-^+...-+-A-" -+-..., 

qui  est  cmuergente,  puisque  la  raison  k  est  inférieure  à  1.  Du  théo- 
rème I  résulte  donc  bien  la  convergence  de  la  série  proposée  (1). 

JiemirrijKe.  —  Si,  à  partir  d'un  certain  rang,  on  a  constamment 
V-',,  >  1,  en  en  conclut  a„>  i,  et  la  série  est  divergente,  puisque  le 
terme  général  a,,  ne  tend  pas  vers  zéro. 

Règle.  —  Si\an  tend,  pour  n  infini,  vers  une  limite  l  : 
1°  si  l  <i  i..  la  série  est  convergente  ; 
2"  si  /  >  I.  la  série  est  divergente; 
3»  si  1  =  1,  il  y  a  doute. 

En  efTet,  '^a„,  tendant  vers  /,  finit  par  être  compris  entre  / —  s  et 
/  -^  i,  £  étant  aussi  petit  que  l'on  veut. 

Dans  le  premier  cas  (/  <  i),  nous  pouvons  choisir  e  de  manière  que 

/-C  l  U       f 
1                       > 


*        TV 

/-f-c  soit  inférieur  à  1.  Si  nous  posons  alors  /  +  £:=/.-,  nous  voyons 
qu'à  partir  d'un  certain  rang  '(a,,  reste  inférieur  à  ce  nombre  k,  inférieur 
à  1.  et  /-■  iJh'nri'me  montre  que  la  série  est  convergente. 

• 1  „<  I  " 


V^ 


Dans  le  second  cas  'l  >  1),  nous  pouvons  choisir  s  de  manière  que 
/  —  i  soit  supérieur  à  1.  Nous  voyons  donc  qu'à  partir  dun  certain 
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rang  '\a„  reste  supérieur  à  1;  et  la  remarque  montre  que  la  série  est 
divergente. 

Dans  le  cas  /=  1,  le  mode  de  raisonnement  précédent  ne  peut  rien 
donner,  sauf  si  \rt,i  tend  vers  1  par  valeurs  plus  grandes,  auquel  cas, 
conformément  à  la  remarque  ci-dessus,  il  y  a  divergence. 

Exemple.  —  Soit  r/„  =  rt"+',  v(7„  =  a;;  =  a""^' .  L'exposant  tend 
vers  1.  pour  ??  =  x,  donc  lim\rt„  =  a.  Donc  si  a  <  1,  convergence; 
si  a  >  1,  divergence.  Si  r/rrr  1,  a„=:  1,  il  y  a  encore  divergence. 

Rernarqup.  —  L'application  de  ce  caractère  de  convergence  est 
rarement  pratique;  et  il  y  a,  en  général,  avantage  à  se  servir,  de  préfé- 
rence, du  suivant'*. 

69.  Caractère  de  convergence  déduit  de  l'étude  de  -"^ .  —  Théorème. 

—  Si,  à  partir  d'un  certain  )ang,  le  rapport  d\in  terme  au  précédent 
{dans  une  série  à  termes  positifs)  demeure  constamment  inférieur  à  an 
nombre  fixe  k,  inférieur  à  1,  la  série  est  converrjenle. 
Soit,  en  eflet,  la  série 

(1)  ^l-f-rt2+   •  •  •   +f'n+   •  •   •  ; 

et  nous  supposons  qu'à  partir  d'un  certain  rang  on  a,  quel  que  soit  /?, 

(2)  '^<k<\. 

A  condition  de  supprimer  un  nombre  suffisant  de  termes,  au  début 
de  la  série,  nous  pouvons  supposer  que  cette  inégalité  (2)  a  lieu  à 
partir  du  premier  terme.  Nous  avons  ainsi  : 

•  a.,  <  ka^,         a^  <  ka.,,      .  .  . ,     r/„  <  ka„_t, 

et,  en  multipliant  terme  à  terme  ces  n — 1  inégalités  entre  nombres 
positifs, 

a^a^  . . .  «„-!«»  <  k^-^a^a^  . . .  a„_,. 

En  supprimant  les  facteurs  communs  aux  deux  membres,  il  reste  : 

(3)  a,  <  A"-V/^. 

Donc   les   termes  de   la   série  (1)   sont  moindres   que  ceux  de   la 

(1)  Cette  remarque  se  rapporte  aux  exemples  que  nous  aurons  à  "traiter  dans  ce 
cours.  A  un  point  de  vue  théorique,  les  caraclcres  de  convcrg-ence  fondés  sur  l'élude 

de  \/an  sont  plus  importants  que  ceux  ([ui  sont  fondés  sur  l'étude  de  -^^-— ,  et  pré- 
sentent sur  eux  divers  avantages. 
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progression  géométrique  convergente  //„=:A"  'a,;  c'est-à-dire  que  la 
série  (1)  est  convergente,  et  sa  somme  efel  au  plus  égale  à  ^j — î-t. 

Remorque  i .  —  Ce  dernier  résultat  sert  i\  trouver  une  limite  supé- 
rieure du  reste  : 


Donc 


a„+3H-  .  • .  <  fl,H  i(l  +  />■  -h  A-- -f-  . .  . ) 
|— ' — T         et,  a  fortiori,         r„  < 


y  —  k' 


liemarque  2.  —  Si,  à  partir  d\i)i  rertain  rang,  on  a  constamment 
-^  >  1,  les  termes  vont  en  croissant,  à  partir  de  ce  rang;  et  le  terme 

général  ne  tend  pas  vers  zéro.  Donc  la  série  est  divergente. 

En  raisonnant  comme  pour  \  a„,  on  conclut,  du  théorème  et  de  la 
dernière  remarque,  la  règle  pratique  suivante  (dite  règle  de  Daleni- 
bert). 

Règle.  —  .S/  -^^  tend,  pour  n  infini,  vers  une  limite  l, 

"il 
1°  Si  I  <C  1,  l'i  série  est  convergente; 
2"  Si  /  >  1,  la  série  est  divergente;  (le  terme  général  ne  tend  pas  vers 

zéro) ; 
'S°  Si  /=  1,  il  y  a  doute. 

70.  Remarque.  —  Cette  régie  s'étend  aux  séries  à  termes  quel- 
conques :  u,  H-  M,  H-  , . .  +  M„  -i-  . .  . .  Car  si  -^^  tend  vers  une  limite  L, 
ju^+ij  ^^^^   ^.^^^    ^__|L|    Donc  si  |L|<1,  la  série  est  absolument 

!Wn| 

convergente;  si  ;  L|  >  1,  le  terme  général  ne  tend  pas  vers  zéro,  et  la 
série  est  divergente.  On  peut  donc  énoncer  : 

Règle  de  Dalembert.  —  Si  dans  une  série  à  termes  quelconques  le 
rapport  d'un  terme  au  précédent  tend  vers  une  limite  L,  lorsque  le  rang 
de  ce  terme  augmente  indéfiniment. 

1"  6'i  I  L I  <  1,  la  série  est  absolument  convergente; 

li"  .Si  I  L  >  1 ,  le  terme  général  ne  tend  pas  vers  zéro;  la  série  est 
divergente; 

'.i"  .S'i  I L  1=  1,  il  y  a  doute. 

On  observera  que,  si  L  <  0,  deux  termes  consécutifs  finissent  par 

être  de  signes  contraires,  puisque  leur  rapport  -^^  finit  par  être 

négatif.  La  série  finit  donc  par  être  alternée;  et  si  [Ll  est,  de  plus, 
inférieur  à  1,  elle  satisfait  aux  conditions  du  théorème  du  n°  65. 
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Exemples.   —  1°     1  + 1  -j-  ^  +  _^—  ^  .  .  .  +  __ 


-^^:=  -.  Donc  L  =  0.  La  série  est  absolument  convergente,  quelle  que 

soit  la  valeur  attribuée  à  x.  Cet  exemple  est  très  important  comme  nous 
le  verrons  dans  la  suite  de  ce  cours. 

2"  1  -I-  1 .  X  +  1 .  2  .  x-  -h  1 .  2  .  3  .  a;3  4-  .  .  .  +  1 .  2  ...  n  .  a;»  +  .  .  . 
-^^=:znx.  Donc  -^±i  augmente  indéfiniment  en  valeur  absolue.  La 
série  est  divergente  quel  que  soit  x  différent  de  zéro. 

^"     î  +  |-f-|+...+^+....  (Série  harmonique)  ^  =  ^. 

Donc  Lr=l.  La  règle  ne  permet  pas  de  conclure,  mais  nous  savons 
que  la  série  est  divergente. 

1.2      2.3       3.4  n(nH-l)  «„        rH-2 

L={.  La  règle  ne  permet  pas  de  conclure.  Mais  on  peut  voir  direc- 
tement que  la  série  est  convergente.  Car  on  peut  écrire  : 

_  1  1     . 

"       n       rt  H-  1  ' 
de  sorte  que 

ce  qui  se  réduit  à  *„  =  1 r .  Donc  Sn  tend  vers  1. 

Remarque.  —  La  comparaison  de  ces  deux  exemples  montre  que 
pour  j  L  I  =  1,  le  doute  tient  à  la  nature  des  choses,  et  non  au  mode  de 
raisonnement  qui  nous  a  conduits  à  la  règle.  ^ 

§  4.  —  LE  NOMBRE  e. 

71.  Binôme  de  Newton.  —  Nous  aurons  besoin,  dans  ce  paragraphe, 
de  la  formule  d'algèbre,  dite  binôme  de  Newton,  qui  donne  le  dévelop- 
pement d'une  puissance  entière  positive  quelconque  d'un  binôme  : 


(1)    (a-+-a:)"'  =  a'"  +  ^a'^ 


m  (m  — !).„_, 


1.2 


a"'-^x^ 


m{m  —  l)(m  — 2)    ,_3  , 


,   7w(m  — l)(m  — 2)  ...  (î^t— jJ  +  l)^„._,^„ 
1 . 2 . 3  .  . .  p 
m{m  —  1)  (m  —  2)  ...  (m  —  m-\-i] 


1.2.3  ...  m 
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Nous  avons  ocril  le  dernier  ternie  tel  qu'il  se  présente  quand  on  le 
eansid«'re  comme  un  cas  particulier  du  îerme  général  (/j  :=  rn)\  mais  il 
se  réduit  simplement  à  x'",  comme  cela  est  évident  a  priori,  si  on 
imagine  la  multiplication  de  m  binômes  égaux  à  (a  +  a). 

Pour  démontrer  la  formule,  nous  remarquons  qu'elle  est  vraie  pour 
m  =  l;  car  elle  donne  alors  deux  termes  dans  le  second  membre  : 

o^ -h  j a^x  z=  a -+- j- .  11  suffira  donc  de  prouver,  en  employant  le  mode 

dr  raisùimeinent  de  proche  en   proche,  que,   si  elle  vraie  pour  tu  = /{, 
elle  est  vraie  aussi  pour  m  =  k-hl.  Car  étant  vraie  pour  i)i=:  1,  elle 
sera  vraie  pour  7n=:2,  étant  vraie  pour  m  ^2,  elle  sera  vraie  pour 
1/1  =  3;  et  ainsi  de  suite. 
Soit  donc,  par  hypothèse,  Videnlité  : 

(-2)     (a  -t-  0.)^  =«'■+...  4-  ''^^~[l  •  •  ;  [^Z^i^'^'^ci'^-'"^'^"-^ 

A-(A--i)    ■    (/.-;;+2U^^  _    ^ 

l.-'>...{p  —  l)p 

Multiplions  les  deux  membres  par  {a-\-x),  et  ordonnons,  dans  le 
second  membre,  suiyanl  les  puissances  croissantes  de  x.  U  y  n  un  seul 
terme  constant,  qui  est  a''+',  un  seul  terme  en  x''+\  qui  est  a;''+';  et, 
pour  1^7^^ A-,  deux  termes  en  xp,  qui  proviennent  de  la  mullipli- 
calion  des  deux  termes  en  .i''  '  et  x''  de  la  formule  (2),  par  x  et  a  res- 
pectivement. En  les  réunissant  cela  donne,  pour  terme  en  xf  dans  la 
nouvelle  identité  : 

[-/,(/:_  i)...(A-_p  +  2)      k{k-i)...{k-p-+-'i){k-p-+-l)-]    ,^„ 
L        1.2... (p-1)        "^  l.^2...(p-i)p  J" 

Mais  le  crochet  s'écrit  : 

k(k^i)...{k-p-\-2)/       /.-yj  +  lX 
1.2... (p-i)        \   ~^       P       )- 
_k{k  —  i)  ...  (;•  — p  +  2)    k-hl 
-  1.2...(p-l)  •     p     ' 

ou  encore 

{k-hl)k{k  —  l)  ...  (ITl—p-hi) 
i.2.'S  ...{p  —  i)p 
On  obtient  donc  : 

{a -i- x)''+' =  a''+' -h  ... 

_^_  (A-  +  l)(^=M-l)(Frî-2)...(/7n-p  +  i)^,^,_„^., 

i.2.'S  . . .  p 


x' 


,/,+i. 


ce  qui  est  bien  la  formule  (1),  pour  m  =  k-h  1,  puisque  p  peut  prendre 
toutes  les  valeurs  1,  2,  3,  . . .,  k. 

La  vérification  annoncée  est  donc  faite. 
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72.  /{emnrqae  I .  —  Bien  ([lie  les  coefficients  de  la  formule  (1)  soient 
écrits  sous  forme  de  fractions,  ce  sont  des  nombres  entiers,  car  la 
multiplicaliou  de  m  facteurs  égaux  à  «  -h  a-  ne  peut  introduire  de  déno- 
minateur: et  il  ne  peut  y  avoir  qu'un  seul  polynôme  entier  en  x  ([ui 
représente  ia-\-xy".  (Chapitre  ii,  5;  :2  . 

/{emarqiif  2.  —  On  représente  souvent  le  coeflicient  du  terme 
général  par  la  notation 

,.M                   rr  _m(»i  — l)(m  — 2)  ...{m  —  p-j-l) 
^'^'  ^"'-  iM.3...p ' 

parce  qu'il  représente  le  nombre  des  ruinOi)iaisoii!<  de  vi  o/jjels  p  à  p. 
On  entend  par  là  le  nombre  des  manières  de  choisir  p  objets  parmi  m 
objets  différents.  Si  ces  objets  sont  des  lettres,  on  voit  que  le  nombre 
en  question  est  le  nombre  des  produits  différents  de  p  lettres  que  l'on 
peut  former  avec  m  lettres  données;  ces  lettres  désignant  des  nombres 
arbitraires,  de  sorte  que  deux  produits  ne  sont  considérés  comme 
égaux  que  s'ils  renferment,  à  Tordre  près,  les  mêmes  facteurs  litté- 
raux '  . 

On  remarquera  que  le  numérateur  de  Cf„  est  formé  de  /)  facteurs,  qui 
sont  des  nombres  entiers  consécutifs,  écrits  dans  l'ordre  décroissant 
à  pnriir  de  m:  le  dénominateur  est  le  produit  des  p  premiers  nombres 
entiers.  On  l'appelle  souvent  factorielle  p;  et  on  écrit,  pour  abréger, 
cette  factorielle  : 

1.2.3  ...  p=pl 

On  démontre  que  pi  représente  le  nombre  des  permutations  linéaires 
de  p  lettres:  c'est-à-dire  le  nombre  des  manières  ditVérentes  d'écrire 
ces  p  lettres,  sur  une  même  ligne  droite,  les  unes  à  la  suite  des  autres. 

On  démontre  aussi  que  le  numérateur  de  C',',,,  c'est-à-dire  le  nombre 

k1„  =  m  {m  —  1)  {m  —  2)  ...  {m  —  /j  -h  1) 

est  le  nombre  des  arrangements  de  m  objets  p  à  p.  On  entend  par  là  le 
nombre  de  manières  dont  on  peut,  étant  donnés  m  objets  dilVérents, 
en  disposerai  en  ligne,  les  uns  à  côté  des  autres  -. 

(1)  (x  +  «)'"  est  le  produit  de  m  facteurs  égau.x  à  .r-|-a.  Imaginons  ([u'oii  numé- 
rote ces  facteurs  :  J\.  J\,  ...,  fm-  Pour  avoir  dans  le  produit  un  terme  en  .iv.  il 
faudra  prendre  le  ti'rme  x  dans  p  des  facteurs,  et  le  terme  a  dans  les  m — p  autres, 
ce  qui  donnera  un  terme  a"'- l'xi'.  On  aura  autant  de  tels  termes  qu'il  y  a  de  manières 
de  choisir  p  facteurs  parmi  les  facteurs  /,,  /o,  ...,  /■».  Donc  le  coeflicient  de  'l">-i<xi' 
dans  la  formule  du  binôme  est  bien  égal  au  nombre  des  combinaisons  de  ni  objets 
p  à  p. 

(2)  On  s'en  rend  compte  en  imaginant  p  cases,  disposées  en  ligne,  et  m  lettres 
d'imprimerie,  dilférentes,  données;  et  en  comptant  le  nombre  des  manières  dont  on 
pourra  mettre  une  des  lettres  dans  chacune  des  cases.  (On  suppose  m^  p).  Daiis  la 
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Berna rqut'  .'i.  —  Kn  multiplianl  par  (jn  —  /))!  le  numéraleur  el  le 
dononiinatour  de  Cî;..  oxi  oMienl  au  numérateur  le  produit  des  m  pre- 
miers entiers.  On  peut  donc  écrire 

,n  (7= ""'• 

^   '  '"       pi  {m — p)l 

/ienmrqup  4.  —  Les  coeffirients  cquidislaiils  des  extrêmes,  dans  la 
formule  du  binôme,  sont  égaux.  En  effet,  C',',,  est  le  coefficient  du  terme 
qui  en  a  p  avant  lui  (terme  en  a"'-i'xP).  Comme  C'ô!  est  le  coefficient  du 
dernier  terme,  le  coeffu-ient  du  terme  qui  en  a  p  après  lui  est  C"',  ** 
(terme  en  af'x'"'^'').  Ur,  d'après  la  formule  (4),  on  a  : 

'"     ~  (m  —  p)  !  [m  —  {m-p)][~{m  —  p)\p\~    '"  ' 

On  passe  donc  d'un  des  termes  considérés,  C'^„a"'~i'xP,  Cm"''aPa?"'~'',  à 
l'autre,  en  écliaugeant  les  lettres  a  et  x. 

fiemarque  .J.  —  Dans  les  applications  numériques,  on  calcule  les 
coefficients  C',',,  de  proche  en  proche.  Deux  termes  consécutifs  quel- 
conques peuvent  s'écrire  : 

Cla"'->'xP,         a:„  X  '-^^^^ .  a'"-f-'xP^\ 

car.  pour  passer  de  Cf;,  à  C',',^',  il  faut  ajouter  au  numérateur  le  facteur 
entier  immédiatement  inférieur  à  m — p-f-l;  et  au  dénominateur  le 
facteur  entier  immédiatement  supérieur  à  p  (remarque  2). 

De  là  la  règle  :  Pour  passer  dun  terme  au  suivant,  on  augmente  d'une 
unité  l'exposant  de  x,  on  diminue  d'une  unité  l'exposant  de  a;  on  multi- 
plie par  l'ancien  exposant  de  a,  et  on  divise  par  le  nouvel  exposant  de  x. 

On  commencera  par  écrire  les  deux  premiers  termes  :  a'" -h  ma'"^^x; 
et  quand  on  arrivera,  en  appliquant  la  règle,  aux  termes  pour  lesquels 
l'exposant  de  a  est  inférieur  à  celui  de  x.  on  aura  leurs  coefficients 
immédiatement,  par  application  de  la  remarque  4. 

Dans  le  cas  où  m  est  pair,  il  y  a  un  terme  du  milieu. 


première  case,  on  peut  mettre  une  quelconque  des  lettres:  donc  m  choix  possibles. 
Pour  chacun  de  ces  choix,  il  ne  restera  plus  que  m  —  1  lettres  disponibles,  à  mettre 
dans  la  seconde  case  :  cela  fait  donc  m  —  1  choix  possibles,  pour  chacun  des  choix 
précédents.  Donc  rn{m  —  1)  choix  possibles,  pour  garnir  les  deux  premières  cases.  Pour 
chacun  d'eux,  il  n'y  a  que  m  —  2  lettres  disponibles  pour  la  troisième  cat.e;  donc 
m  —  2  choix  possibles.  Il  y  a  donc  m(«i — l)  (m  —  2)  choix  possibles  pour  garnir  les 
trois  premières  cases;  et  ainsi  de  suite.  On  arrivera  donc  bien  au  nombre  .V(;,  pour 
le  nombre  des  choix  possibles,  quand  il  s'agit  de  garnir  les  p  cases  successivement. 
Pour  m-=-p,  le  nombre  des  arrangements  est,  par  définition,  le  nombre  des  permu- 
tations des  p  lettres;  et  A^;,  se  réduit  à  /3(/>  —  1)  . . .  (p  —  p  +  1),  c'est-à-dire  à 
p  P  —  1)  (p  —  2)  ...  3.2.1.  C'est  bien  p!  dont  les  facteurs  sont  écrits  en  sens  inverse. 
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Exemples,     {o  -+-  xf  =  «  '  -+-  'Sa^x  -h  liax^  -h  x^ 

{a  -h  x}^  =  a*  -f-  Aa'x  ^-  -4  •  c^  •  a^x^  H-  ^ax'^  -+-  x' 
=  ir -\- ^a?x-}-&a-x'^-\-ikax'^ -\-x^ 

{a  -+-  xy  =za^  -+-  oa'^x  -f-  5  •  ^  a V  +  . . . 

=  a''  H-  5au-  +  iiia^x^  H-  iOa-x^  -f-  oax*  +  a?^ 


73.  Définition  du  nombre  e.  —  Par  délinition,  on  désigne  par  la  lettre  e 
la  somme  de  la  série  (convergente,  comme  il  résulte  de  l'application 
de  la  règle  de  Dalembert  [voir  70.  Exemple  1°]). 

1 


(1) 


1      1         1 

,          i          , 

1   '   1.2   '   1.2.3   ' 

'   1.2.3.4   ' 

1.2.3 


Limite  supérieure  du  reste.  —  L'application  de  la  remarque  1  du 
numéro  69  donnerait  facilement  une  limite  supérieure  du  reste.  Mais 
nous  allons  reprendre  le  calcul  directement.  Supposons  que  l'on 
prenne  pour  c  la  valeur  approchée  (somme  des  n  -h  1  premiers 
termes)  : 

,       11,1  1 


1^1.2      1.2.3   '    •    •    '   1.2.3  ...  n' 
le  reste  est  : 

_  1  1 1 

'^"""1.2.3. ..(rt+l)"^l. 2.3.. .(n+l)(n-t-2)^1.2.3...(n+l)(7i-|-2)(n-f-3)' 


1 


1.2.3  ...(nn-l) 


r"^n  +  2'^(«  +  2)(n  +  3)'^'"J 


Les  termes  de  la  série  entre  crochets  sont,  à  partir  du  second,  infé- 

1  1 

rieurs  à  ceux  de  la  progression  géométrique  1  H — — — ^  H-  .    _,  j\t  H-  •  •  •  ! 

j      .  I                      .           1              n  -h  1 
dont  la  somme  est ; —  = 

1  ^ 


n 
On  peut  donc  écrire  : 

'    <— 1— X 


n  -h  1       1  1 


1.2.3  ...  n(n-+-l)  n  n    1.2.3...n 

Donc  le  reste,  c'est-à-dire  Verreur  commise,  sera  moindre  que  la  n'^"" 
partie  du  dernier  terme  calculé. 

C'est  ce  que  l'on  peut  exprimer,  algébriquement,  de  la  manière  sui- 
vante. 
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Lorsqu'on  a  des  inégalilés  de  la   forme  0  <  o  <  b,  ou   en  conclut 

0  <  ^  <  1;  et  si  on  pose  v  ^0,  on  voit  que  a^f)l),  0  étant  un  nombre 

compris  entre  0  et  l. 

On  pourra  donc  ici  écrire 

el,  par  consét}uenl. 

(^2)       ''  =  ^  +  1-^0  '   1.-2.3   '    •••    '   l.:J.3...n   '    nl.2.3...n' 

0„  élanl  un  nombre,  qui  dépend  de  »,  mais  est  toujours  compris  entre 
Oetl. 

74.  TiiKOKÈME.  —  A''  nombre  r  est  incommensurable.  —  En  efîet,  si  on 
avait  '■  =  '^ ,  on  en  déduirait,  par  application  de  la  formule  (2),  en  dési- 
gnant par  0  un  nombre  positif  inférieur  à  1. 

y/       .       1         1  1  .0  1 


1  1 

il'  1.2.3  ...  n' 

11  l        .  1  .0,.  1 


=  1^   T  +  i-TiH-   ...-+- 


q~     ^  i    '    1.2  '    '■•       1.2.3. ..</       <j    1.2. ..ç 
En  multipliant  les   deux  membres  par  1.2.3...f/,  tous  les  termes 

deviennent  entiers,  sauf  le  dernier,  qui  devient-  .  En  Tisolant  dans  le 

q 

second  membre,  on  aurait  donc  une  égalité  de  la  forme  ■ 

E  désignant  un   nombre  entier.   Or,  cette  égalité  est  impossible,   le 
serond  membre  étant  positif  et  inférieur  à  1. 

Donc  l'hypothèse  e^'-  est  impossible,  ce  qui  démontre  le  théorème. 

Remarque  I .  —  En  faisant  n  =  2,  dans  la  formule  (2),  on  voit  que  e 
est  compris  entre  2,5  et  2,75.  En  poussant  l'approximation  plus  loin, 
on  trouve  :  e  =  2,71S28.... 

Voici  le  calcul,  qui  donnera  un  exemple  de  la  méthode  à  suivre  pour  calculer  la 
somme  d'une  série,  ù  une  approximaLion  donnée. 

Supposons  que  nous  voulions  calculer  c  avec  cinq  chilTres  dccimaux  exacts;  nous 
entendons  par  là  :  trouver  une  des  valeurs  approchées  de  e,  par  défaut  ou  par  excès, 

à  jgs  près. 

Nous  calculerons  e„,  pour  une  valeur  convenable  de  n.  .Mais  nous  ne  pourrons 
obtenir  en  général,  sous  forme  décimale,  que  des  valeurs  approchées  des  termes  de 
e,..  L'erreur  totale  se  composera  donc  :  T  de  l'erreur  résultant  de  la  suppression  de 
p„;  2"  de  l'erreur  commise  dans  le  calcul  de  e,i. 
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Il  faudra  donc  s'imposer  pour  p„  uno  horiie  supérieure  inférieure  à  rrr,-  "  faudra, 

d'autre  pari,  calculer  chaque  terme  de  c„  avec  plus  de  o  décimales;  de  sorte  que 
leur  somme  se  trouvera  elle-même  exprimée  d'abord  avec  plus  de  5  décimales.  On 
devra  simplider  la  valeur  ainsi  trouvée,  en   ne  gardant  que  5  décimales;  d'où  une 

11  5 

troisH^ine  cause  d'erreur,  qui  peut  approcher  de  .. .  t^^  =  r—;  (n°  67).  Il  ne  reste  donc 

qu'une  marge  égale  pour  les  deux  autres  causes  derreur  indiquées  d'abord,  prises 
ensemble. 

Pour  lixer  le  nombre  de  décimales  à  calculer  pour  chacun  des  termes,  il  faut  se 
rendre  compte  d'abord  du  nombre  de  termes  à  calculer  pour  que  s,,  soit,  par  exemple, 

inférieur  à  j^  .  On  a  immédiatement,  en  désignant  par  U(,,  u,,  u,,  ...  les  termes  de 

la  série,  et  remarquant  qu'ils  se  déduisent  les  uns  des  autres  par  des  divisions 
simples. 


=  1:         «1  =  1;         u,=  ";  =  0,^;         Hj  =  "^^  <  0,2 

u,  =  '^<0,Ori; 

:*  <  0,01  :        u,  =  '^<'  0,002  ;        u-  =  1'  <  0,0003  : 

Us  = 'g' <  0,00004; 

I.  —  Hs  /-  0  nnnnnFî 

Donc  p,j  <  ^  <  0,0000006.  On  est  donc  conduit  à  calculer  10  termes,  dont  7  par 

approximation.   Le  plus  simple  est  de  les  calculer  tous  par  défaut,  à  -^  près.  En 

opérant,  par  divisions  successives,  comme  dans  Ir  calcul  préliminaire  ci-dessus,  on 
trouve  : 

"o=  1 

u,  =  l 

u.,  =  0,5 

«3  =  0,16666.66 

u.  =0.0416(3.66 

U5  =  0,00833.-33 

u,,  =  0,001.38.88 

u-  =  0,00019.84 

««•=0,00002.48 

Ufl  =  0,00000.27 

e,,  =  2,71828.12 

•    j  0." 

Les  erreurs  provenant  du  calcul  des  termes  forment  une  somme  moindre  que  j^  • 

Si  on  réduit  la  valeur  trouvée  à  ses  5  premières  décimales,  l'erreur  en  résultant  sera 
moindre  que  t4.  (n'  67).  Enfin  l'erreur  provenant  de  la  suppression  du  reste  est 
inférieure  à  5"9<§-T^<^-  Toutes  ces  erreurs  sont  par  défaut,  et  leur  somme 
n'atteint  pas  y^^, .  On  a  donc,  par  défaut,  e=  1.71828.  et  l'erreur  est  inférieure  à  ^^  • 

75.    Théorème.    —   La   fonction   (iH-j     tend   vers   e,    lorsque   x 
augmente  indéfiniment '^K 

(I)  Cette  fonction  ne  cesse  d'être  délinie  que  si  1  -f  -  =   '  ^     est  négatif,  c'esl-à- 
4ire  si  x  est  compris  entre  —  1  et  0. 
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/"■  cas.     X  ne  prrmf  quo  drs  valeurs  cntirres  positives. 
Soit  x=m.  En  appliquant  la  formule  du  hinùme,  nous  écrivons 

/.       lY"_,^m    i  ^  m(m  — 1)  J_  rn{m  —  l)...{m—p-hl)    l 
\        T7i  '    "~         \'m            lit       'm'~^'-'~^  1.2. ..p  'm''' 
m  m    m  —  l                   m    w  —  1         m  —  [p  —  1) 
M  _,'2^   .  *»  '      m                   .   m'      m      '"'            m 


7-\- 


m 


i."! 


1             1.2         '    ■••    '  1.2. 

Donc  :  ^ 1^ 

(,_'-yi_l)...(,_£r-J)  (i_AVi_l)...(,_!5=l) 

1.2.../)  +.--H-^         '  1.2... m 

Si  nous  comparons  ce  développement,  terme  à  terme,  ii  la  somme 
des  (m  H-  1)  premiers  termes  de  la  série  e. 

il  1  1 

(2)       e„.  =  H-i4-- 


1    '   1.2 1.2...P 1.2... m' 

nous  constatons  (jue  les  deux  premiers  termes  sont  les  mêmes,  et  que 
les  suivants  sont  plus  petits  dans  (1)  que  dans  (2).  Par  conséquent 

(3)  (l  +  i)'"<c,,.<e. 

D'autre  part,  si  on  remplace  m  par  ?n -h  1  dans  la  formule  (1),  les 
deux  premiers  termes  ne  changent  pas,  les  numérateurs  des  m  —  1 

suivants  augmentent,  puisque  chaque  facteur  de  la  forme  (1 )  est 

remplacé  par  le  facteur  (1 '- — r)  qui  est  plus  grand;  enfin  il  s'in- 

/               1      N^^' 
troduit  en  plus  un  dernier  terme,  qui  est  positif.  Donc  (  1  H r  ) 

est  plus  grand  que  (  1  H —  |    • 

/         1  \"' 
Ainsi,    la  suite  des  nombres  llH — \     est   une   suite  croissante, 

bornée  supérieurement  par  le  nombre  ^,  d'après  les  inégalités  (3). 

Donc  (  1  H —  I    tend,  pour  vi  infini,  vers  une  limite  e';  et  on  a 

Cela  posé,  soit  ;?  un  entier  quelconque,  et  supposons  m  >  p.  Tous 
les  termes  étant  positifs  dans  le  second  membre  de  la  formule  (1), 
nous  pouvons  écrire  : 

/l+lV'^l   .  i_.  !Z^   ,  ,    (^~m)(^-m)'--(^-^-V-) 

\         m)    ^^"^i"^    1.2    ^•••-1-  1.2. ..p 
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Passant  à  la  limite  pour  m  intini,  en  laissant  p  constant,  nous  en 
concluons,  chaque  facteur  (1 ^  1  tendant  vers  1, 

Mais  celle  inégalité  ayant  lieu  quel  que  soit  j),  nous  pouvons  y  faire 
croître  p  indéfiniment,  et  passer  à  la  limite,  ce  qui  donne 

(5)  e'>e. 

En  comparant  (4)  et  (5),  on  conclut  e'  =  e  :  ce  qui  démontre  le  théo- 
rème dans  le  cas  considéré. 

2^  cas.     X  augmente  indéfiniment  par  valeurs  positives  quelconques. 
—  Soit  m  la  partie  entière  de  x.  Nous  avons  les  inégalités 

771  ^  a-  <  m  -h  1 , 

d'où,  d'après  les  propriétés  des  puissances  et  des  exponentielles, 
Gardons  seulement  les  termes  extrêmes  et  celui  du  milieu;  cela  donne  : 

1  + 1)- . (,  + 1  )  >  (  iH- i)'  > (.,  +     1    )- X _L_ . 


771-1-1 

Comme  les  termes  extrêmes  tendent  vers  exl=ze,  pour  m  infini,  il 

suffit  de  passer  à  la  limite  pour  conclure  que  (  1  H —  )  tend  bien  vers  e 

pour  x  =  -j-x  . 

f)"  cas.       X  augmente  indéfiniment  par  valeurs  négatives.  —  Posons 
X  =z  —  x'.  Alors 

(■-i.r=('-^y'=(^r=(^)^- 

Posant  x'  —  1  =x".  nous  avons  donc 

Comme   x"  augmente   indéfiniment  par  valeurs  positives  lorsque  x 

devient  infini  par  valeurs  négatives,  il  ne  reste  plus  qu'à  passer  à  la 

limite  dans  la  dernière  expression,  pour  obtenir  le  théorème. 

i 

Corollaire.       (1  -hxy  tend  vers  e  lorsque  x  tend  vers  zéro. 

1  i       /         1  \  = 

11  suffit  de  poser  x  =  -,  ce  qui  donne  {l -h  x)^=  ll-i--\  ;  et,  z 

devenant  infini,  on  est  ramené  au  théorème  précédent. 
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76.  Logarithmes  uépérieus.  —  (Jn  appelle  UufarUhnes  )ir)iériens,  ou 
lihjarit/iines  naturrls,  reux  dont  lu  base  est  le  nombre  e. 

Ils  possèdoni,  au  point  de  vue  de  l'iuialyse  matliémalique.  des  pro- 
priétés spéciales  que  uous  renrontrerous  par  la  suite,  propriétés  d'où 
résulte  iiniporlance  théorique  de  ces  logarithmes,  et  qui  ont  aussi 
permis  de  les  calculer. 

L'orif^ine  de  ces  propriétés  est  le  théorème  suivant  : 

Tni;oui:.MK.  —  Pmir  les  logarithmes  népériens,  et  pour  rrs  hx/orit limes 
ni'iilrimuil.  II'  rnppiirt    ■  —  '    ff^nfl  rrrs  [  lorsqur  ./•  trnil  vers  zéro. 

|oi;(  I  -t-  i"^  r  '  "1  ' 

En  ellel     ^-- =  logL(l  -^ .r)'J  =  log?/.  en  posant  ?<  =  (  l  +  x)^. 

Lorsque  x  tend  vers  zéro.  »  tend  vers  e.  d'après  le  corollaire  précé- 
dent: el.  le  logarithme  étant  une  Jonction  continue,  logu  tend  vers 
loge,  qui  est  égal  à  1.  lorsque  e  est  la  base  des  logarithmes  considérés; 
et  dans  ce  cas  seulement. 

/iemarque.  —  La  df'-monstralion  prouve  qu'en  général,  le  rapport 

log(  I  -^  x) 

— - — ] tend,  pour  X  infiniment  petit,  vers  \oa,e.  Eu  tenant  compte 

de  la   formule  (n"  55)  log„/v.  log,,a  :=  1.  on  peut  encore  dire  que  ce 

rapport  tend  vers .  où  loga?  désigne  le  logarithme  népérien  ''. 

Passage  aux  logarithmes  vulgaires.  —  Les  logarithmes  vulgaires 
log,,iX  ont  été  calculés  par  l'intermédiaire  des  logarithmes  népériens 
logj.  au  moyen  de  la  formule  fn"  55). 

log.,.r  =  M  log.v .         M  =  ^-*~  =  0.4;}.W .... 

Dans  les  calculs  pratiques,  on  a  plus  souvent  l'occasion  de  passer 
des  logarithmes  vulgaires  aux  logarithmes  népt-riens.  par  la  formule  : 

log  nép.  de  .r  =     x  iog  vulg.  de  x 
M  =  log  vulg.  de  ^.  y.  =  2,3020.... 


(1)  En  analyse.  lopa*  désigne,  sauf  avis  contraire,  le  logarithme  népérien.  Dans  les 
calculs  pratiques,  lop-j-  désigne,  au  contraire  le  logarithme  vulgaire;  on  désigne  alors 
souvent  le  logarithme  m-périen  par  Lx. 


1 
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1.  —  Montrer,  par  comparaison  avec  une  aulre  série,  que  la  série 
M„  =  — ,  où  a ^2,  esl  convergente. 

2.  —  Trouver  la  somme  de  la  série  i/,,  =  — --— — — . 

"       ?î'nH-l)(n-f-2) 

3.  —  fl„  et  bn  étant  les  termes  généraux  de  deux  séries  à  termes 

positifs,  on  suppose  que  -A  tende  vers  une  limite/,  pour  n  =z  x  .  Mon- 

trer  que  si  /  >  0  les  séries  sont  toutes  deux  convergentes,  ou  toutes 
deux  divergentes. 

Que  peut-on  dire  si  /^O? 

4.  —  Avec  les  mêmes  notations,  on  suppose  qu'on  ait  constamment, 

à  partir  d'un  certain  rang,  -"^  >  -r— ' .  Montrer  que  si  la  série  6,,  est 

convergente,  il  en  est  de  môme  de  la  série  a„. 
Que  donne  ce  tliénrème  si  b„  =  q"'! 

1 

5.  —  Etudier  la  série  w,,  =  -, -• 

6.  —  Étudier  les  séries  :  ?<„  =  na",  u„  =  n(n  —  l)a". 

7.  —  Calculer  le  reste  r„  de  la  série  u„  =  ~~ t-.  En  conclure  deux 

n(n-r-lj 

{ 

limites  simples  comprenant  le  reste  r,,  de  la  série  u„  =—, • 

8.  — :  Faire  le  produit  des  deux  séries  : 

a    .     a-  a^  a" 


11.2      1.2.3  1.2. . .n 

b        6^  b'  b" 


1    '   1.2   '   1.2.3 1.2. ..n 


Déduire  du  résultat  la  valeur  de  la  première  série,  pour  a  entier 
positif,  puis  pour  a  entier  négatif. 
Aola.  —  On  constatera  que  le  produit  demandé  est 

"^      1     "^     1.2     "^    1.2.3    "^  •••~^1.2...n"^**' 

9.  —  Trouver  la  somme  des  coefficients  de  la  formule  du  binôme 
(il  suffira  de  donner  à  a  et  x,  dans  (a  + x)'",  des  valeurs  numériques 
simples  convenablement  choisies). 

MATH.    CÉSÉRAI.ES.    —    I.  '" 
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iO.  —  Soient  <ï,.  a.y  . . .,  <'„.  "  nombres  en  progression  aritlimcHique 
de  raison  r.  On  pose  fl„u.|  =  n„  -h  r,  et  S^  =:  a';  -f-  aS  4-  . . .  -4-  flj;. 
Montrer  qu'en  ajoutant  les  égalités  oi  =  (o,  H- r)*,  rt(;=(ff.^-t- r)'-,  ..., 
o\^^  ={a„-\-ry,  après  avoir  développé  les  seconds  membres  parla 
formule  du  binôme,  on  obtient  une  relation  entre 
(l^,   fl„  +  i.    S,,  S.,    .  .  .,  Sa_,. 

Kn  déduire,  successivement,  la  somme  des  carrés  et  la  somme  des 
cubes  des  n  premiers  entiers. 


On  devra,  sur  des  exemples  numériques,  se  rendre  compte  du 
nombre  de  termes  à  calculer  pour  obtenir  la  somme  d'une  série  avec 
une  approximation  donnée. 

Dans  ces  calculs,  on  doit  tenir  compte,  comme  nous  l'avons  indiqué 
dans  le  calcul  de  e  :  1"  de  l'erreur  qui  résulte  de  ce  que  l'on  calcule 
une  somme  s„  au  lieu  de  calculer  la  somme 

S  =  s„  H-  r„ 

(n°  63),  erreur  que  l'on  apprécie  en  cherchant  une  borne  supérieure 
de  I  r„  I;  2°  des  erreurs  d'approximation  provenant  du  calcul  de  chacun 
des  termes  de  *„;  S''  de  l'erreur  résultant  de  la  suppression  des  déci- 
males superflues  dans  l'expression  de  s„. 

l 

Exemples.  —  1°  Calculer  à  moins  de  tt,  la  somme  de  la  série 

2°  Calculer  le  cosinus  et  le  sinus  de  l'arc  de  1  radian. 
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§   1.  —  PRÉLIMINAIRES   DE   GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE    PLANE 
77.  Sur  les  vecteurs.  —  1°  Soient  x^  et  x.,  les  abscisses  de  deux 


M, 


Mi 


oc 


points  M,  et  M^  d'un  axe  x'x.  On  sait  que  Ion  a,  en  valeur  algébrique, 


Donc  : 


0Mi-t-MjM,=  0M2,         ou         MiM,  =  UM,  —  OMi- 


c'est-à-dire  :    la  valeur  algébrique  d'un  vecteur  porté  par  un  axe  est 


égale  à  Vabscisse  de  lextré- 
mité  du  vecteur  moins  Vabs- 
cisse de  l'origine  du  vecteur. 
2"  Soient  (a?,,  yj,  (x.^,  y,) 
les  coordonnées  de  deux 
points  Mj  et  M^  d'un  plan, 
rapporté  au  système  d'axes 
xOg.  On  sait  que  la  relation 
vectorielle 

o"Mj  -^  ^]Ju  =  ou,. 


y 


0 


-cT 


ou  la  relation  équivalente  MiM2  =  0M^ — OM^,  se  conserve  en  projec- 
tion. Or,  la  projection  de  OMj  sur  ar'x  est  par  définition  x^;  la  projec- 

— y 
lion  de  OM^  est  x,.  Donc  : 

proj.x'x.MjM.rr:^^,  — X-,;         et,  de  même,         proj.v/y.MiM^^ya  — ?/j. 
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Lrs  proji^rliiins  d'uti  vecteur  yd/itinnieitl  en  retiunirlintit  dt's  coordon- 
nées df  rextréviilé  du  vrcfeur  les  coordouiH'es  de  roriifine  du  ceriru)'. 

3"  On  sait  que  le  rapport  de  deux  verleurs  lionl  les  lignes  daclion 
sonl  confondues  ou  parallèles  est  un  nomhre  algébrique  dont  la 
valeur  absolue  est  égale  au  rapport  des  longueurs  des  deux  vecteurs; 
et  dont  le  signe  est  (-+-)  ou  ( — )  suivant  que  les  vecteurs  sont  de 
même  sens  ou  de  sens  contraires. 

On  conclut,  comme  l'on  sait  encore,  de  cette  définition,  et  du  théo- 
rème de  Thaïes,  que  le  rapport  de  deux  vecteurs  se  conserve  en  projection^ 
c'est  à-dire  que  le  rapport  des  projections  sur  un  même  axe  de  deux 
vecteurs,  dont  les  lignes  d'action  sonl  confondues  ou  parallèles,  est 
égal  au  rapport  de  ces  vecteurs. 

En  particulier,  des  vecteurs  égaux  ^'  ont  des  projrrtions  égales  sur  un 
axe  quelconque. 

Enfin,  les  projections  dun  vecteur  sur  des  axes  parallèles  et  de  même 
sens  sonl  égales. 

78.    Points  alignés  avec  rorigine.  —  Soient  deux  points  M  et  M', 

ayant  respectivement  pour  coordonnées  (a,  ù),  (a,  b').  Supposons-les 

en  ligne  droite  avec  Torigine. 

Si  on  désigne  par  k  le  rapport 

— >  —vi- 

des  vecteurs   OM',   et   DM,  de 

sorte  que  OM' =:/i.OM,  on  a  : 

(1)     a'  =  hi,       b'  =  kb, 

puisque  ce  rapport  se  conserve 
en  projection. 

Réciproquement.  —  Suppo- 
sons que  les  coordonnées  des  points  M  et  M'  satisfassent  aux  équa- 
tions (1),  k  étant  un  nombre  algébrique  quelconque  non  nul. 

— V 

Imaginons  le  vecteur  /i.O.M,  qui  a  pour  origine  le  point  0  (figure 

page  101).  11  a  même  ligne  d'action  que  OM;  et  ses  projections  sur  les 
axes  sont  (le  rapport  des  vecteurs  se  conservant  en  projection)  ka  et 
kb.  Donc,  les  coordonnées  de  l'extrémité  de  ce  vecteur,  qui  est  un 
point  de  la  droite  OM,  sonl  ka  et  kh\  c'est-à-dire  a  et  b\  d'après  Thvpo- 


(I)  Nous  appelons  ainsi  deux  vecteurs  dont  le  rapport  est  égal  à  1,  c'est-à-dire 
dont  les  lignes  d'action  ont  la  même  direction,  et  qui  ont  mome  sens  et  même  lon- 
gueur; c'est  ce  que  l'on  appelle  souvent  des  vecteurs  équipollents. 


.^      ,  or  MAIHEWAIICS 
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y 

^^ 

0 

I 

thèse  (1).  Celle  exlrémilé  est 
donc  le  pitinl  M',  et,  par  consé- 
quent ce  point  est  sur  la  droite 
OM. 

Donc,  \^our  que  deux  points 
((7,  b),  {a',  b')  soient  (dignes  avec 
VoriginCy  il  faut  et  il  suffit  que 
leui's  coordonnées  satisfassent  à 
des  égalités  de  la  forme  (1),  k 
étant  un  nombre  positif  ou 
négatif,  ou,  en  d'autres  termes,  que  ces  coordonnées  soient  proportion- 
nelles. 

Remarque.  —  Au  point  de  vue  algébrique,  la  condition  trouvée 
signifie  que  les  équations  (1)  ont,  en  A-,  une  solution  commune.  Cela 
s'exprime,  comme  l'on  sait  ",  par  la  condition,  indépendante  de  cette 
inconnue  auxiliaire  /.'. 

(2)  a6'  — 6a'  =  0; 

parce  que  a  et  6  ne  sont  pas  nuls  tous  deux.  Si  ni  a,  ni  b  n'est  nul,  on 
récrit  souvent,  sous  forme  de  proportion  : 

a  b' 

a        b 


(3) 


On  convient  même  de  l'écrire  ainsi,  si  un  des  deux  nombres  (a,  //)  est 
nul;  il  faut  entendre  alors  que  si,  par  exemple,  a^O,  è^^O,  elle 
entraîne  a'  =  0.  Le  premier  rapport  est  alors  indéterminé,  et  l'égalité 
exprime  que  l'une  de  ses  valeurs  est  égale  au  second  rapport. 

Géométriquement,  ce  cas  correspond  à  des  points  M  etW  alignés  sur 
un  des  axes  de  coordonnées. 

79.  Coefficients  de  direction  d'une  droite.  —  La  direction  d'une 
droite  (D)  est  la  propriété  qui  est  commune  à  cette  droite  et  à  toutes 
les  droites  parallèles. 

On  la  définit  analytiquement  au  moyen  de  coefficients  de  direction  ; 
ce  sont,  par   définition^  les  valeurs  algébriques    a,  b  des  projections, 

sur  les  axes  de  coordonnées  Ox  et  Oy,  d'un  vecteur  quelconque  M,M.^ 
porté  par  la  droite. 

Soit  OM  le  vecteur,  égal  à  MjM.^,  dont  l'origine  est  l'origine  d  es 
coordonnées.  Il  a  aussi  pour  projections  a  et  b.  Ce  vecteur  a  pour 
ligne   d'action    la  parallèle    (A)   menée  à    (D)   par  l'origine;   et    son 


(1)  Voir  les  traités  d'algèbre  élémenlaire. 
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extrémité  M  a  pour  coordonnées  les  coeflicients  de  direction  (a,  i), 
puisque  les  coordonnées  de. M  sont,  par  dôlinition.  les  projections  du 

vecteur  UM. 


On  peut  donc  dire  aussi  que  les  coeffîiienls  de  direction  d'une  droite 
sont  les  coordonnées  d\in  point  quelconque  M  de  la  parallèle  menée  par 
l'origine  à  cette  droite. 

Ces  coefficients  de  direction,  permettant  de  placer  le  point  M,  défi- 
nissent la  parallèle  OM  à  la  droite  considérée;  ils  définissent  donc 
bien  la  direction  de  la  droite. 

Remarque  I.  —  Une  droite  (D,  a,  d.iprès  cela,  une  infinité  de 
couples  de  coefficients  de  direction,  qui  sont  les  couples  de  valeurs  des 
coordonnées  des  divers  points  de  la  parallèle  (A),  menée  à  cette  droite 
par  l'origine.  Le  numéro  78  donne,  sous  les  formes  équivalentes  (1), 
f2)  et  (3 s  la  condition  qui  exprime  que  deux  si/stèmes  de  coefficients  : 
(rt,  fj),  (a,  b'),   définissent  la  même  direction. 

Remnrque  2.  —  La  direction  de  l'axe  des  x  a  des  couples  de  coeffi- 
cients de  la  forme  (a,  o);  celle  de  l'axe  des  y  a  des  couples  de  coeffi- 
cients (o,  b). 


80.  Coefficient  angulaire.  —  Supposons  que  la  droite  considérée  ne 

b      b' 
soit  pas  parallèle  à  Oy.  L'égalité  (3)  peut  alors  s'écrire  -  =  — ,  et 

montre  que  le  rapport 

(4)  m  =  - 


ne  dépend  que  de  la  direction  de  la  droite,  puisqu'il  est  le  même  quel 
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que  soit  le  couple  de  coefficients  de  direction  (a,  b)  au  moyen  duquel 
celte  direction  est  définie.  On  l'appelle  rocfficienl  angulaire  de  la  droite. 

Ce  coefficient  angulaire  suffit  à  définir  la  direction  de  la  droite. 

Posons,  en  effet,  rt'  ^  1,  b'  =  m,  et  nous  aurons,  d'après  (4j, 

// 771  b 

a'       1        «  ' 
de  sorte  que  les  coefficients  de  dirertion  (1,  ??i)  définissent  la  direction 
de  la  droite  donnée. 


Cela  revient  à  dire  que  le  point  T  de  coordonnées  a;  ^  1,  y  =  jn,  est 
sur  la  parallèle  (A),  menée  à  la  droite  donnée  (D)  par  l'origine;  ou 
encore,  que  m  est  l'ordonnée  du  point  T  obtenu  en  coupant  (A)  par 
l'axe  t't,  mené  parallèlement  à  0»/  par  le  point  A,  d'abscisse  1,  sur  Ox. 

Remarque.  —  Cette  interprétation  du  coefficient  angulaire  m  permet 
de  se  rendre  compte  de  la  manière  dont  varie  la  direction  (A)  quand 
son  coefficient  angulaire  m  varie.  Pour  m  >  0,  (A)  tombe  dans  l'angle 
7/O.r,  et  dans  l'angle  opposé  par  le  sommet  y'Ox'.  Pour  tti  <  0,  (A)  est 
dans  les  deux  autres  angles  formés  par  les  axes  (angles  y'Ox  et  yOx'). 
Pour  771  =  0,  (A)  se  confond  avec  l'axe  des  x. 

f.orsque  m  croît,  la  droite  (A)  tourne  dans  le  sens  indiqué  par  la 
flèche  (/■);  c'est  le  sens  de  Ox  vers  Oy,  c'est-à-dire  le  sens  dans  lequel  il 
faut  faire  tourner  le  demi-axe  Ox  pour  Vamener  sur  le  demi-axe  O.7  par 
une  rotation  d'un  angle  droit.  C'est  le  sens  qu'on  considère  comme  le 
sens  positif  des  rotations  dans  un  plan,  dès  qu'on  a  choisi  dans  ce  plan 
un  système  d'axes  de  coordonnées  (rectangulaires).  On  exprime  cette 
convention  en  disant  que  le  plan  est  orienté  par  le  système  d'axes 
choisi. 
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Pour  ([ue  l'aiiirle  '  de  In  droite  (A)  avec  l'axe 
des  y  devienne  inférieur  à  un  angle  s  donné,  il 
faut  et  il  suflit  que  le  point  T  ne  se  trouve  pas 
entre  les  points  ^^  et  T|  déterminés  sur  l'axe  t't 
par  les  deux  droites  (A,)  et  (aJ)  qui  font  avec  y'y 
cet  anjrle  donné  £  :  Donc  que  l'on  ait  j  m|>M, 
en   posant  AT,  =  M.  Donc  : 

Pour  que  l'angle  de  la  droite  (A)  avec 
l'axe  des  y  tende  vers  zéro,  il  faut  et  il 
suffit  que  son  coefficient  angulaire  m 
devienne  infini. 

Ainsi,  quand  m  varie  de  —  x  à  H-  x  , 
la  droile  (A)  elTeclue  une  rotation  de 
deux  droits  autour  de  0,  dans  le  sens 
positif;  et  part  de  la  position  y'y  pour 
y  revenir  après  cette  rotation  (la  demi- 
droite  qui  reste  du  côté  du  demi-axe  Ox 
par  rapport  à  l'axe  des  y,  part  de  la  posi- 
tion Oj/'  pour  arriver  à  la  position  Oy). 
On  est  ainsi  conduit  à  dire  que  la  direction  de  l'axe  des  y  a  iin  coef- 
ficient angulaire  infini. 

On  peut  remarquer  que,  dans  ce  cas,  le  second  membre  de  la  for- 
mule (4)  se  présente  sous  la  forme  -,  où  Ij=;=zO. 


81.  Limite  dune  direction.  —  Lorsqu'une  droite  (D)  pivote  autour 
d'un  de  ses  points  P,  on  dit  qu'elle  tend  vers  une  position  limite  (Do), 
lorsque  l'angle  0  des  deux  droites  (D)  et  (Do)  tend  vers  zéro. 

Plus  généralement,  si  une    droite  (D) 
(Oo)  se  déplace  dans  un  plan,  on  dit  que  sa 

direction  tend  vers  une  direction  limite 
(l^J    si  la  parallèle  à  cette  droite  menée  par 
^^■^^  un    point    tixe    tend   vers   une    position 

P /^  limite. 


Prenons  pour  point  fixe  l'origine  des  coordon- 
nées (figure  page  105  .  Soit  (A)  la  parallèle  à  (D). 
m  son  coefficient  angulaire;  soit  (A^)  la  direction 
limite,  supposée  distincte  de  Oy,  hiq  son  coeffi- 
cient angulaire.  On  a  donc  m  =  ÂT',  «Jq  =  ATq. 
Pour  que  l'angle  de  (A)  avec  (Aq)  devienne  inférieur  à  un  angle  £  donné,  il  faut  et 


(1)  Par  angle  de  deux  droites,  nous  entendons,  dans  ce  chapitre,  l'angle  aigu. 
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il  suffit  que  le  point  T  tombe  entre  les  points  Ti  et  T,  déterminés  sur  l'axe  l't  par  les 

deux  droites  (Aj)  et   (A,)  qui   font 

avec  (Ao)  cet  ani^-le  donné  s.  ^ 

Si  y,  est   la  plus   petite   dos   lon- 
gueurs ToTp   TqTj,   cela  revient  à  y 
dire  que 

|m-mo|=    TTol 

est  inférieur  à  r,.  On  conclut  donc 
que  : 


Pour  que  la  direction  (A) 
tende  vers  la  direction  (AJ, 
il  faut  et  il  suffit  que  le  c'oef- 
ficient  angulaire  m  de  (A) 
tende  vers  le  coefficient  an- 
gulaire ?nQ  de  (Aq). 

Remarque.  —  Il  résulte  de 
ce  qui  a  été  dit  plus  haut, 

que,  i^our  que  la  direction  (A)  tende  vers  celle  de  l'axe  des  y,  il  fait  et 
il  suffît  que  son  coefficient  angulaire  devienne  infini. 


82.  Droite  passant  par  deux  points.  —  Soient  {x^,  yj,  (x,,  y^l^les 

coordonnées  de  deux  points  Mp  M^  d'une  droite  (D).  Le  vecteur  MjMj 
ayant  pour  composantes  (n"  77)  : 

(5)  a=zx.^  —  x^,         h  =  y.^—g,, 

ces  formules  (5)  donnent  les  coefficients  de  direction  de  la  droite  qui 
joint  deux  points  :  ce  sont  les  différences  des  coordonnées  de  ces  deux 
points,  jirises  dans  le  même  ordre. 

On  déduit  de  là,  pour  le  coefficient  angulaire  de  la  droite, 


(G) 


m  =  '-^ 


c'est-à-dire  :  le  coefficient  angulaire  de  la  droite  qui  joint  deux  points 
s'obtient  en  divisant  la  différence  de  leurs  ordonnées  par  la  différence  de 
leurs  abscisses,  prise  dans  le  même  oindre. 

Remarque.  —  On  peut  considérer  x,_  —  x^,  y.^  —  y^  comme  les  accrois- 
sements correspondants  des  deux  coordonnées  d'un  point  mobile  qui 
parcourt  la  droite  lorsqu'il  passe  de  la  position  Mj  à  la  position  M^;  et 
écrire,  plus  généralement, 

Ax' 


(') 


m 
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pour  un  déplacomcnt  do  ce  point  de  la  posilion  quelconque  M{x,  »/)  à 
une  autre  posilion  quelconque  M'(.r  H- A.r,  1/ -^  A?/)  puisque  M  et  M' 

sont    deux    points   quelcon- 
■(D)  ques  de  la  droite. 

Mf^  Celle   formule  (7)  montre 

M'y^  ainsi  que  le  rapport  desvaria- 

f/l  y^  lions  correspondantes  des  deux 

coordonnées  d\in  point,  sur 
tine  droite,  est  constant  et 
éijal  axi  coefficient  angulaire 
de  la  droite. 

Si  on  considère  l'axe  Ox 
comme  horizontal,  et  l'axe 
'»'/  comme  vertical  et  dirigé  vers  le  haut,  le  coefficient  angulaire 
est  donc  le  rapport  constant  du  déplacement  du  point  en  hauteur  à  son 
déplacement  horizontal;  et,  par  conséquent,  (pour  lx=z\,  ??i  =  Ay), 
/'/  variation  de  hauteur  qui  correspond  à  un  déplacement  horizontal 
égal  à  1. 

Celte  variation  est,  du  reste,  positive  si  m  >  0,  et  négative  si  in  <  0, 
lorsque  le  point  se  déplace  de  la  gauche  vers  la  droite.  C'est  ce  qu'on 
appelle  \Si  pente  de  la  droite  ". 

Ainsi  le  coefficient  angulaire  est  la  pente  de  la  droite,  reliilioe  à  iaxe 
des  X.  On  dit  souvent,  par  abréviation,  la  pente  d'une  droite  pour 
désigner  son  coefficient  angulaire. 


§   2.   —   DÉFIMTIOX    DE    LA    DÉRIVÉE 

83.  Origine  géométrique  de  la  notion  de  dérivée.  —  Lu  notion  de 
dérivée  a  son  origine  dans  le  problème  géométrique  de  la  recherche 
des  tangentes  aux  courbes  planes. 

Soit  M  un  point  d'une  courbe  (C).  On  dit  qu'une  droite  MT  est 
tangpnte  à  la  courbe  en  ce  point,  si  la  sécante  MS  obtenue  en  joignant 
le  point  M  à  un  aulre  point  M'  de  la  courbe  tend  vers  la  position  MT 
lorsque  M'  tend  vers  M;  c'est-à-dire  (n"  81)  si  l'angle  de  MS  avec  MT 
tend  vers  zéro  en  même  temps  que  la  distance  MM'  - . 


(1)  Le  mol  de  pmle  est  cependant  réservé  au  cas  où  les  x  et  les  y  sont  mesuiés  au 
moyen  de  la  même  unité.  Tandis  que  cette  restriction  n'est  pas  nécessaire  dans  ce 
chapitre. 

(2  Cette  définition  s'applique  à  une  courbe  gauche  (c'est-à-dire  dont  les  poinis 
ne  sont  pas  tous  dans  un  môme  plan;,  aussi  bien  qu'a  une  courbe /j/anc (c'est-à-dire 
dont  les  points  sont  tous  dans  un  même  plan). 
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Supposons  (ce  qui  est  toujours  possible,  à  condition  de  limiter 
convenablement,  le  cas  échéant,  Tare  de  courbe  considéré)  que  la 
courbe  (C)  soit  la  courbe  représentative  d'une  fonction  y  =  f{x),  que 
nous  supposons,  par  là  même,  continue.  Soient  x,  y  les  coordunnées 


de  M;  x  +  Ax,  y -h  A?/  celles   de   M'.  Le  vecteur  MM'  a  pour  compo- 
santes \x,  A?/,  et  sa  longueur  est  donnée  par  la  formule"* 

Il  en  résulte  que  si  |MM'  tend  vers  zéro,  il  en  est  de  même  de|  Aa?|; 
et  si,  réciproquement,!  ^x\  tend  vers  zéro,  comme  !  Ayl  tend  aussi  vers 
zéro  à  cause  de  la  continuité  de  y,  i  MM"  tend  vers  zéro. 

Donc,  pour  que  M' tende  vers  M,  il  faut  et  il  suffit  que  Ax  tende  vers 
zéro. 

Cela  posé,  écartons  d'abord  le  cas  où  MT  serait  parallèle  à  Oy,  et  soitfx 

A 1/ 
le  coefficient  angulaire  de  MT;  celui  de  la  sécante  MS  est7n=r:  — ^  (n^SS). 

Donc,  pour  que  MS  tende  vers  MT  lorsque  M'  tend  vers  M,  il  faut  et  il 

Aï/ 
suffit  que  --^=zm  tende  vers  [j.  lorsque  \x  tend  vers  zéro  (n"  81  j. 

Réciproquement^  si  -r^  tend  vers  une  limite  u.  lorsque  Ix  tend  vers 

zéro,  la  sécante  MS  tend  vers  la  droite  MT,  de  coefficient  angulaire  a, 
pour  M'  infiniment  voisin  de  M  :  cette  droite  est  donc  tangente  à  la 
courbe. 
En  résumé,  pour  que  la  courbe  qui  représente  la  fonction  y=:f{x) 

(I)  Ceci  suppose  ((ue  tnutes  les  longueurs  soient  mesuri'es  avec  la  même  unité. 
Mais,  d'ans  le  cas  contraire,  Ix  et  Ay  y  seraient  seulement  mullipliés  par  des 
constantes,  et  les  conclusions  ne  seraient  pas  modifiées.  ^ 
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ait,  au  point  M  d'abscisse  x,  une  tangente  non  parallèle  ;\  Oj/,  il  faut 
et  il  suflit  que  le  rapport 

A  j-  A  .r 


(1) 


tende  vers  une  limite  lor>quo  A.r  tend  vers  zéro.  Celle  limite  est  le 
coeflicient  angulaire  de  la  tangente.  Un  l'appelle  la  di'rivée  de  la  fonc- 
tion J/,  pour  la  valeur  de  la  variable  .r  considérée.  Nous  arrivons  donc 
aux  conclusions  suivantes  : 

Définition.  —  On  appelb'  dérivée  de  la  fonction    y  =  f{x),  pour  la 

valeur  x  de  la  variable,  la  limite  du  rapport  -~  de  F  accroissement  Ai/ 

dr  la  fonction  à  raccroisseinent  corres^pondant  Ix  de  la  variable  lorsque 
ce  dernier  tend  vers  zéro  (l'accroissement  àx  étant  pris  à  partir  de  la 
valeur  x  considérée,  qui  reste  fixe). 

Xotations.  —  On  représente  celte  dérivée  par  lune  des  notations  y' 
ou  f'{x},  obtenue  en  mettant  un  accent  à  la  droite  de  la  lettre  qui 
représente  la  fonction  ;  et  on  énonce  y  prime,  f  prime  de  x. 

Théorème.  —  La  dérivée  est  le  coefficient  angulaire  de  la  tanyente 
à  la  courbe  qui  représente  la  fonction^  au  point  qui  a  pour  abscisse  la 
valeur  de  la  variable  x  considérée. 

La  dérivée  est  donc  la  pente  de  la  tangente  à  la  courbe,  ou,  par 
abréviation,  la  pente  de  la  courbe,  au  point  considéré,  (si  les  x  et  les  y 
sont  mesurés  avec  la  même  unité). 

84.  Remarque  /.  —  Ceci  suppose  que  le  rapport-^  tende  effective- 
menl  vers  une  limite,  ce  qui  a  lieu  pour  les  fonctioQS  usuelles,  sauf 


y 

T 

4 

/ 

0 

a 

r 

peut-être  pour  des  valeurs  singulières,  isolées,  de  x.  Le  cas  où  ce 
rapport  deviendrait  infini  correspond  au  cas  d'une  tangente  MT  parai- 
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lèle  à  Oy;  puisque  la  sécante  MS  tend  alors  à  devenir  parallèle  à  Oy, 

son  coerficient  angulaire  -r-^  devenant  infini. 
"  A.r 

La  courbe  traverse  alors  sa  tangente  :  il  v  a  inflexion  si  — ^  devient 

\x 

infini  d'un   même  signe,  que  Ox  soit  un  infiniment  petit   négatif  ou 
positif  (cas  de  la  figure  de  gauche,  où  y^>0);  il  y  a  rebroussemenl 

si  Y^  change  de  signe  avec  A  a?  (cas  de  la  figure  de  droite,  oii-^  est 
-*  "^  Ix 

du  signe  de  \x). 

Bemanjiie  2.  —  Une  courbe,  tracée  sur  le  papier,  paraît  avoir  une 
tangente  en  chacun  de  ses  points  :  on  en  doit  conclure  seulement  que 
la  représentation  graphique  des  fonctions  ne  s'applique,  en  fait,  qu'aux 
fonctions  qui,  non  seulement  sont  continues,  mais  encore  ont  une  dérivée 
pour  toutes  les  valeurs  de  x  pour  lesquelles  elles  sont  définies  (sauf 
peut-être  pour  certaines  valeurs  singulières,  isolées).  On  a  formé  des 
exemples  de  fonctions  qui  sont  continues  pour  toutes  les  valeurs  de 
X  et  n'ont  de  dérivées  pour  aucune;  mais  elles  sont  sans  intérêt  pour 
les  applications. 

Remarque  3.  —  Une  fonction  qui  a  une  dérivée  pour  une  valeur  de  x 
est  continue  pour  cette  valeur  de  x 
Car  on  peut  écrire  alors,  par  définition, 

£  étant  infiniment  petit  en  même  temps  que  A  a-.  D'où 

(3)  lij  =  iy'-^e).lx. 

Comme  Ao-  tend  vers  zéro,  et  que  •>/' -r  i  tend  vers  y',  le  second 
membre  tend  vers  zéro.  Donc  A  y  tend  bien  vers  zéro. 

Remarque  4 .  —  Etant  donnée  une  identité  quelconque 

f{x)  =  g{x), 
on  en  déduit  une  identité  nouvelle, 

f'{x)  =  rj'{x), 
en  prenant  les  dérivées  des  deux  membres. 

Car  les  fonctions  f{x}  et  g{x)  ayant  la  même  valeur  quel  que  soit  x, 

,  ,     f{x-\-lx  — f(x)    q{x-\-lx)  —  f(x) 

les  rapports  '-^ ^ '- — ',  ^ ^ '-^-^  ont,  pour  une  valeur 

quelconque  fixe  attribuée  à  x,  même  valeur  quel  que  soit  Ao.-;  leurs 
limites,  pour  Aa;  infiniment  petit,  sont  donc  les  mêmes. 


110 


HKlUVr.KS 


85.  Origine  physique  de  la  notion  de  dérivée.  —  L'ciiule  des  phé- 
uohii-nrs  variiilil'H  riDiditit  ciiulnnnil  à  lu  iuftion  de  dérivée. 

Exemple  I.  —   Viteas''.  —  Soit   E  l'espace  parcouru  par   un  point 

mobile,  sur  sa  trajectoire,  depuis  un  instant  initial  /„,  jusqu'à  l'inslanl 

quelconque  /;  el  soit  E-f- AE  l'espace  parcouru  à  l'instant  t^\l.  Si, 

dans  l'intervalle  de  temps  (/,  /-h  A/)  le  mouvement  avait  été  uniforme, 

AE 
la  vitesse  de  ce  mouvement  aurait   été,  par  détinition,  (vitesse 

movenne  pendant  l'intervalle  de  temps  considéré).  La  vitesse  à  Tins- 

A  F 

tant  t  est.  jar  définition,  la  limite  vers  laquelle  tend  le  rapport  -r-rt 

pour  Ai  infiniment  petit. 

Ainsi  l'espace  E  est  une  fonrlimi  du  icvips  l  :  el  la  vitesse  est  la  dérivée 
de  l'espace  par  rapport  au  temps. 

Exemple  11.  —  Débit.  —  Imaginons  un  réservoir  qui  se  vide  par  un 
orifice.  Soil  V  le  volume  d'eau  qui  s'est  écoulé  par  cet  orifice  depuis 
un  instant  initial  /„  jusqu'à  l'instant  quelconque  t.  A  l'instant  t-\-M, 
le  volume  d'eau  écoulé  sera  V-i-  AV.  Le  débit  de  Vorifice  à  Vinstant  t 

est,  par  définition,  la  limite  du  rapport  ~  j,  pour  A/  infiniment  petit; 

c'est  donc  la  dérivée,  par  ra/fporl  au  temps,  du  volume  de  l'eau  écoulée. 

Exemple  III.  —  Intensité.  —  Imaginons  un  courant  électrique 
variable,  provenant  par  exemple  de  la  décharge  d'un  condensateur,  et 
une  section  déterminée  du  fil  conducteur  dans  lequel  passe  le  courant. 
Soit  Q  la  quantité  d'électricité  qui  a  traversé  la  section  considérée 
depuis  l'instant  initial  /^  jusqu'à  un  instant  t  quelconque;  Q  +  AQ 
sera,  de  même,  la  quantité  d'électricité  qui  a  traversé  la  section  de 
l'instant  <f,  à  l'instant  <-t-A/.  Vintensité  du  courant  à  l'instant  l  est, 

par  définition,  la  limite  du  rapport  y^,  pour  M  infiniment  petit;  c'est 

donc  la  dérivée,  par  rapport  au  temps,  de  la  quantité  d'électricité  Q 
qui  traverse  la  section  considérée. 

Remarque  1 .  —  Les  deux  derniers  exemples,  et  les  exemples  ana- 
logues, font  intervenir  l'idée  de  vitesse;  le  débit  de  l'orifice  d'un 
réservoir  est  la  vitesse  avec  laquelle  le  réservoir  se  vide  par  cet  ori- 
fice ;  l'intensité  du  courant  qui  circule  dans  un  fil  conducteur  est  le 
débit,  en  fiuide  électrique,  d'une  section  de  ce  fil. 

On  peut  considérer  celte  idée  de  vitesse  comme  identique  à  l'idée 
même  de  dérivée  :  dans  les  considérations  géométriques  du  n°  83,  la 
dérivée  de  y  par  rapport  à  x  n'est  pas  autre  chose,  au  fond,  que  la 
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vitesse  avec  laquelle  varie  l'ordonnée  de  la  courbe,  par  rapport  aux 
variations  correspondantes  de  l'abscisse. 

Hemarquc  'J .  —  Inversement,  si  on  représente  graphiquement  la 
fonction  E  de  /  de  l'exemple  I,  au  moyen  d'un  axe  horizontal  pour 
les  valeurs  du  temps  f,  et  d'un  axe  vertical  pour  les  valeurs  de 
l'espace  E,  la  vitesse  sera  égale  au  coefficient  angulaire  de  la  tangente 
à  la  courbe  représentative.  Et  de  même,  pour  les  autres  exemples. 

^  3.  —  CALCUL  DES  DÉRIVÉES 

86.  Premiers  résultats  :  I.  —  La  dérivée  d'une  constante  est  nulle. 

En  effet,  si   ij  =  f{.r)=:  C,  tj  -i-  ly  z=C.  Donc  Aî/  =  0,  et  —^  =  0.  Le 

A  V 
rapport  -r-^,  étant  nul  quel  que  soit  A  a?,  tend  donc  vers  zéro  quand  \x 

tend  vers  zéro  (comparez  n°  15,  théor.  3).  (G.  Q.  F.  D.) 

II.  —  La  dérivée  de  la  variable  indépendante  est  égale  à  1,  pour  toute 
valeur  de  cette  variable. 

En  etïet,  si  y  =  x  (quel  que  soit  x),  on  en  déduit  y  +  Ay  :^.r  +  Aar, 

et  ^y  =  ^x.  Donc  -^=1.  Le  rapport  -r^,   étant  égal  à  1  quel  que 
soit  Ax,  tend  donc  vers  1  quand  Sx  tend  vers  zéro.  (G.  Q.  F.  D.) 

III.  —  La  dérivée  de  sinx'  est  cosa?. 

Soit,  en  effet  j/  =  sina\  Le  rapport  -r-^  est  alors'*'  : 

c,        /         Aa?\    .    Aa: 
.  •    /      ,    *    N         •  2cos   a;  +  -^    sin— r- 

Ay       sin(a?4-Aa?)  —  sma?  \  2  /  2 


\x~ 

\x 

àx 

ce  (|ui  s'écrit  : 

Aw 

— i=:COS 

Aa?             ' 

f         \x\ 

sin(  2  ) 

Ax 

2 

Le  premier  facteur  du  second  membre  tend  vers  cosa?,  puisque  cosa? 

est  une  fonction  continue  (n°  19);   et  le  second  facteur  tend  vers  1 

(n°  16). 

A 1/ 
Donc  T-^  tend  vers  :  cosa?  X  1  =  cosa\  (G.  Q.  F.  D.) 

\x  ^  ' 

(1)  D'après  la  formule  sinp  —  sin<7  =  2  cos^-^t-3  ginPjILl/  (comparez  n"  19). 
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IV   —  La  dérivée  de  log„a-  est    .'•'"• 

Soil,  en  effet,  rj  =  log„T.  Le  rapport  — ^  est  alors  : 

1       ar  -h  Aa? 
à  y  _  log.,(jH- Aa-)  — loK«.r  _     ^"     A  a? 
A  a-  Ax  Ax 

ce  qui  s'écrit  : 

^,_.  '"4'"(v)] 

Le  premier  facteur  du  second  membre  reste  constant,  puisque  x 
reste  fixe;  comme  Aa-  tend  vers  zéro,  le  rapport  --;=;  tend  vers  zéro; 
de  sorte  que  le  second  facteur  est  de  la  forme 

log„(l+z) 

considérée  au  n"  76  :  il  tend  donc  vers-j -.  Donc  -r-^  tend  vers 

loga  Aa^ 

-Xr-^  =  -r^-  (C.  Q.  F.  D.) 
X      loga      a^loga     ^  ' 

V.  —  En  particulier,  la  dérivée  Je  loga;  est  -• 

Car  si  on  reprend  les  raisonnements  précédents,  pour  le  logarithme 

nepenen  logx,  le  rapport  — ^^^ — ^ tend  vers  1. 

Ou.  si  on  applique  le  résultat  précédent,  loga  =  l. 

Remarque.  —  C'est  de  cette  forme  particulièrement  simple  de  la 
dérivée  du  logarithme  népérien  que  résulte  l'importance  spéciale  de 
ces  logarithmes,  au  point  de  vue  de  l'analyse  mathématique. 

87.  Théorèmes  généraux.  —  Théorème  I.  —  La  fonction  y  r=  Cm,  où 
C  est  une  constante,  et  u  une  fonction  de  x  ayant  une  dérivée  u',  a  une 
dérivée  qui  est  y'  =  Cu'. 

Soient,  en  effet,  u  et  u-h  Am  les  valeurs  de  la  fonction  u  qui  corres- 
pondent aux  valeurs  x  et  x-hlx  de  la  variable  indépendante  :  les 
valeurs  correspondantes  de  la  fonction  y  seront,  d'après  sa  définition, 

y  =  Cu,  î/H- Ay  ^C(i< -h  Au). 

(1)  Comme  nous  l'avons  dit  plus  haut  (n°  76)  nous  désignons  par  logx  le  loga- 
rithme népérien  de  x. 
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On  en  conclut,  en  retranchant  membre  à  membre, 

V  r    K  A-       .  A)/       p    Au 

^|/  =  t.^u:         don:         -—^:^Lj.~ — 

•'  '  Ax  \x 

Comme  -r—  tend  par  hypothèse  vers  ii',  lorsque  Ix  tend  vers  zéro, 
C.-7 —  tend  vers  Cu';  et,  d'après  la  dernière  identité,  il  en  est  de 
même  de  ^,  (C.  Q.  F.  D.). 

Corollaire.   —   Sous   les   mêmes   hypothèses,    y  :=:  -r^  a  pour  dérivée 
.       u' 

Car  on  peut  écrire  y  ^  p  .u;  a  ou  y  =^.u  =7t- 

Théorème  II.  —  Dérivée  d'une  somme.  —  La  fonction  y  =  u-+-v-hu\ 
où  u,  V,  w,  sont  des  fonctions  de  x  ayant  des  dérivées  u',  v\  ic\  a  une 
dérivée  qui  est  y'  =  u'  -+-  v'  -+-  w'. 

Soient,  en  effet,  m,  u,  ic  et  ?<  -t-  Aw,  u  -h  Ay,  tv-\-  \w  les  valeurs  des 
fonctions  m,  r,  w  qui  correspondent  respectivement  aux  valeurs  x  et 
X-+-  ^x  de  la  variable  indépendante.  Les  valeurs  correspondantes  de 
la  fonction  y  seront,  d'après  sa  définition, 

y  =  M  4-  r  -h  n\         î/  -h  Ay  =  (u  -t-  A  M)  +  (y  H-  A  y)  +  (?<;  +  A  w). 

C»n  en  conclut,  en  retranchant  membre  à  membre, 

.  .  ,  .  ,,.  AwAwAuAîy 

Av  =  Am -h  Au  4- A  w;         d  ou  :  -^  =  - \-- 1-- — . 

^  \x      ilx      Aj?       Aa? 

Il  n'y  a  plus  qu'à  passer  à  la  limite,  pour  Aa?  infiniment  petit.  En 
observant  que,  par  hypothèse,  t— ,  t— »  -r—  tendent  respectivement 

,     ,      ,  ,   ^  lu      Av      \w  ^      ,  , 

vers  u  ,  y  ,  R' ,  on  conclut  que  -r h h  -r —  tend  vers  u  -\-  v  -+-  tv  : 

'  ^       Ax      \x      \x  ' 

il  en  est  donc  de  même  de  ^,  (C.  Q.  F.  D.). 

Ix    ^  ' 

Remarque.  —  Le  mode  de  démonstration  précédent  s'applique  à  une 
somme  d'un  nombre  quelconque  de  l'onctions;  on  obtient  donc  la 
dérivée  d'une  telle  somme  en  prenant  la  dérivée  terme  à  terme. 

Théorème  III.  —  Dérivée  d'un  produit.  —  La  fonction  y  =  uv,  où 
M,  y  sont  deux  fonctions  de  x  ayant  des  dérivées  u'  et  v',  a  une  dérivée 
qui  est  :  y'  =^  uv'  -+-  vu'. 

En  employant  les  mêmes  notations  que  dans  les  démonstrations 
précédentes,  nous  aurons  ici,  d'après  la  définition  de  la  fonction  y, 
y  =  uv,         »/H- Ay  =  (M-h  AM).(y-(- Ay). 
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Dmic,  par  soustraction, 

Aï/ =  ".Ai'-4-r.  A» -H  A»Ar;      d  ou  :      -^  =  Ut h  y-, hAu..  — • 

•'  Aj'Aa^Aa-  A.r 

Pour  passiT  à  la  liniile,  on  remarquera  que  u,  ayant  une  dérivée, 
est  une  fonction  cunlinuo.    -  (n"  Si,  remarque  3)  — ,  de  sorte  que  Au 

tend  vers  zéro  avec  A.r.  Comme,   par  hypothèse,  -r—  et  -—  tendent 

Sx       A.r 

alors  vers  it'  et  r',  on  voit  que  les  trois  lermes  du  second  membre  de 
la  dernière  identité  tendent  respectivement  vers  uv\  vu\  ()xu'  =  0. 

Donc  Y~  ^^^^  ^6rs  uv'  —  vu\  (C.  Q.  F.  I).). 

CoHOLLAiKE.  —  Lp  produit  d'au  nombre  quelconque  de  fonctions  qui  ont 
rff'S  déj'ivées  0  une  dérivée;  on  iobtienl  en  remplaçant  successivement 
chaque  facteur  du  produit  par  sa  dérivée,  et  en  faisant  la  somme  des 
prodtdts  ainsi  obtenus. 

Par  exemple,  pour  y  =  uvir.  y'  =  u  c/r  -+-  uv'w  H-  uviv' . 

Le  théorème  étant  vrai  pour  deux  facteurs,  on  emploiera  le  procédé 
de  démonstration  dit  de  proche  en  proche.  Supposons  la  proposition 
établie  pour  le  produit  ^^^u.,  . .  .  u„  de  n  fonctions  quelconques  :  nous 
démontrerons  qu'elle  est  vraie  encore  pour  un  produit 

y  =  lli^l-y    •   •  ■    M,iW„^i 

de  (»-f-l)  fonctions.  —  (Comparez  n°  71) — . 

Il  suffit  d'écrire,  à  cet  efTet,  y  =  u^u.^  . . .  u„)u„+i,  en  considérant 
ainsi  y  comme  un  produit  de  deux  facteurs.  Le  premier  facteur 
(m,Uj  . . .  u„)  a,  par  hypothèse,  une  dérivée,  qui  est 

On   a  donc,  en  appliquant  d'autre  part  le  théorème  pour  le  cas  de 
deux  facteurs,  une  dérivée  pour  y,  qui  est  : 

?/'  =  (m,î/,  .  .  .   M„)'W,.  +  1  -+-  («i".,  .  .  .  U„)u'„+i, 

ou. 

y'  =  {u[u.^  .  .  .  M„-hM,«i  .  .  .  W„-h  .  .  .  -hWjî'o  .  .  .  Mi,)""+l-+-("l"2-  •  •  Un)Un  +  i. 

La  première  partie  du  second  membre  donne,  en  effectuant,  la 
somme  des  termes  obtenus  en  remplaçant  successivement,  dans  y,  les 
fadeurs  i/j,  u^,  ...  î/„  par  leurs  dérivées;  la  seconde  partie  donne  le 
résultat  obtenu  en  remplaçant,  dans  y.  le  dernier  facteur  w„_^i  par  sa 
dérivée.  Le  théorème  est  donc  établi. 

THKORÈ.ME  IV.  —  iJérivée  d'un  quotient.  —  La  fonction  y  =  -,  ou  u 

et  V  sont  deux  fonctions  de  x  ayant  des  dérivées  u  et  v\  a  une  dérivée 

,     ,      vu'  —  uv' 
qui  est  y  = . 
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En    employant    toujours   les    mêmes   notations,    nous   aurons    ici. 
d'après  la  définition  de  la  fonction  //  et  du  symbole  A, 

u  .  M  -+-  A  M 

J       V  -^  ■'       0  -\-  Iv 

Donc,  en  retranchant  membre  à  membre, 

lu  Al' 

V.  \u  —  w .  A r  j ,    ,  A ?/  Ix  A X 

iy  =  — ; ; — : — ;        d  ou  :        -^  = 1 — r— • 

■'  r(i'H-Ay)  Iv  v.iv-hàv) 

I!  ne  reste  plus  qu'à  passer  à  la  limite,  pour  \x  infiniment  petit,  en 

observant  que  -r—  et -r^  tendent,  par  h\pothèse,  vers  u'  et  r';  et  que 

r,  ayant  une  dérivée,  est  continue,  de  sorte  que  Au  tend  vers  zéro. 
On  obtient  ainsi,  pour  le  second  membre,  et,  par  conséquent,  pour  le 

premier  aussi,  la  limite ; ,  ce  qui  démontre  le  théorème. 


88.  Théorème  des  fonctions  de  fonctions. 

Considérons,  par  ex.emple,  la  fonction  y  =  sin4a;.  Si  l'on  veut  calculer  la  valeur 
de  cette  fonction,  pour  une  valeur  donnée  de  x,  on  a  à  faire  deux  opérations  succes- 
sives, en  calculant  d'abord  u  ;=  4x,  puis  j'  =  sinu.  On  peut  dire  que  y  est  fonction 
de  X  par  l'intermédiaire  de  u,  qui  est  une  fonction  de  x. 

En  d'autres  termes,  la  fonction  v  a  été  obtenue  en  remplaçant,  dans  la  fonction 
sinu  de  la  variable  u  (considérée  d'abord  comme  variable  indépendante),  cette 
variable  u  par  la  fonction  ix  de  la  véritable  variable  indépendante  de  la  question,  x. 
C'est  ce  qu'on  exprime  en  disant  que  y  est,  relativement  à  x,  une  fonction  de  fonc- 
tion (fonction  de  ix,  qui  est  fonction  de  x). 

D'une  manière  générale,  on  dit  qu'une  fonction  y  de  x  est  une  fonc- 
tion de  fonction,  si  elle  est  de  la  forme  y  =  z,{u),  où  u  est  une  fonction 
connue  de  x  :  cette  variable  u,  qui  est.  comme  l'on  dit,  Vargument  de 
la  fonction  o,  s'appelle  la  fonction  intermédiaire,  dont  y  dépend  direc- 
tement. 

Remarque.  —  Si  on  pose  u  =  'I/(j;)  on  est  donc  conduite  écrire  y  =  z('l(x)).  L'opé- 
rateur /=;(■!/)  ainsi  défini  résulte  de  la  composition  des  deux  opérateurs  -l  et  5 
qui  doivent  être  appliqués  successivement.  On  dit  aussi  que  Vopération  f{x)  est  le 
produit  de  l'opération  ;  par  l'opération  •l. 

(Comparez  n'  9,  où  des  symboles  de  cette  nature  ont  été  utilisés  à  propos  des 
fonctions  inverses.) 

Théorème  I.  —  Si  u  est  une  fonction  continue  de  x,  et  si  o(u)  est  une 
fonction  continue  de  son  argument  u,  y=z'i>{u)  est  une  fonction  continue 
de  x. 

Donnons,  en  effet,  à  x,  un  accroissement  Ix;  et  soit  Au  l'accroissement  corres- 
pondant de  u.  L'accroissement  correspondant  A  y  de  y  est  défini  par 

y  +  Ay^^iu  +  Au), 


116  i)i:RivÉES 

cVsl-à-tlire  :  A  v  :=  ^(u  +  Ah)  —  ;p(u). 

Lorsque  Aj-  tend  vers  zéro.  A»  tend  vers  zéro,  puisque  u  est  fonclioii  conlinue 
de  j:  mais  alors  le  second  membre  de  ridenlilé  précédente  tend  vers  zéro,  puis(]ue 
ç(u)  est.  par  hypothèse  aussi,  fonction  conlinue  de  son  argument  »  :  Donc  Ay  tend 
vers  z<-ro  avec  A.r,  {{'..  Q.  F.  D.i. 

Thkokkmk  II,  —  dil  :  Théorème  des  fonctions  de  fonctions.  —  ^'i  ïï/(») 
est  une  fonction  de  u  ai/anl  une  dérivée  ->' (u),  et  si  on  ij  remplace  u  par 
une  fonction  de  x  ayant  une  dérivée  u\  la  fonction  de  fonction  )/  =  ^(m) 
a  une  dérivée  y'  {par  rapport  à  x),  et  celte  dérivée  est  y'  =  'y'(u).u'. 

Soienl,  en  effet,  u  et  u -f  Au  les  valeurs  de  la  fonction  interniédiaire 
u  qui  correspondent  respectivement  aux  valeurs  x  et  x-h^x  de  la 
variable  indépendante.  Les  valeurs  correspondantes  y  et  j/ -j- A  7  de  la 
fonction  de  fonction  sont,  par  définition, 

»/:=5.(i/),         et         y-h  Aî/^  ;i(u -h  Au).      » 
Donc  : 

(i)  A  ?/  _  9 (u  -h  A  u)  —  9 ( »)  _  9(m  -T-  A  u)  —  9 (m)       lu 

^  '  Ix  Ax  Au  Sx' 

'  Au 

Lorsque  Ax  tend  vers  zéro,  tend,  par  hypothèse,  vers  u'.  De 

plus,  u,  ayant  une  dérivée,  est  continue,  et  Au  tend  vers  zéro. 

Dés  lors,  le  rapport  ^^ ^i      Vv"j  tend,  par  hypothèse,  vers  la 

dérivée  o'(u)  de  z>{u).  Si  donc  on  passe  à  la  limite  dans  la  dernière 

expression  de  ^ .  on  voit  que  ce  rapport  tend  vers  :-'(u)x  m',  (C.  Q.  F.  D.). 

Remarque  1.  —  L'identité  (1  )  suppose  ([ue  Au  n'est  pas  nul.  La  démonstration  pré- 
cédente n'est  donc  valable,  telle  quelle,  que  si  on  suppose  que  Au  reste  diiïérent 
de  zéro,  dès  que  Ax  est  suflisamment  petit  en  valeur  absolue. 

Mais  si  Au  est  nul,  il   en  est  de  même  de  \y  =  -f  'u  +  '^u)  —  ?^(");  et  le  quotient 

^— —    est   indéterminé.   Si    nous   convenons  de    lui   attribuer   alors   la 

valeur  -i' (u),   l'identité  (1)   subsiste,   puisque  les  trois  membres  en  sont  nuis.  Le 

facteur  - — '^^—- 5 — -'  du  dernier  membre,  ainsi  défini  pour  les  valeurs  de  A  a; 

qui  rendent  nul  Au,  aussi  bien  que  pour  les  autres,  est,  pour  Ax  infiniment  petit, 
soit  égal  à  z(u),  (si  Au  =  0),  soit  infiniment  voisin  de  -iMu),  (si  Au^frO).  11  tend 
donc  vers  ;'(u),  et  la  démonstration  s'achève,  dans  les  termes  ci-dessus,  en  toute 

rigueur.  On  peut  remarquer,  de  plus,  que  si  u   n'est  pas  nul,  -r—  finit  par  être  du 

A  X 
signe  u',  de  sorte  (juc  Au  est  diiïérent  de  zéro,  pour  Ix  infiniment  petit. 


Remarque  2.  —  Dune  manière  abrégée,  la  démonstration  revient  à 

A  u       A  jy       A  u  ...  , 

écrire  t-^^-t^Xt— ,  et  à  passer  à  la  limite,  en  faisant  tendre  A  a? 
Aj:       Au       Aj;  *^ 

vers  zéro.  Si  on  indique  par  un  indice,  pour  éviter  les  confusions,  la 
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variable  par  rapport  à  laquelle  est  prise  cliaque  dérivée,  on  voit  que 
le  second  membre  tend  vers  .'/,',  Xu^.  Donc  le  premier  tend  aussi  vers 
cette  limite,  ce  qui  prouve  que  xj  a  une  dérivée  y\,  donnée  par  la 
formule  : 

Exemple.  —  Reprenons  l'exemple  y  =  sin4j,  ou  7  =  sinu,  avec  u  =  4x.  On  trouve 
y^  =  cosu,        Uj.^i;        donc        y^  =  (cosu).4  =  4  cos4j. 

Généralisation.  —  On  peut  avoir  à  considérer  le  cas  de  plusieurs 
fonctions  intermédiaires  successives. 

Soit,  par  exemple,  }■  =  log(sin4x);  on  aura  à  considérer  successivement,  pour  le 
calcul  de  y 

u  =  4j-,        u  =  sinu,        y^=]ogv. 

Ainsi  y  est  fonction  de  la  fonction  v,  qui  est  elle-même  fonction  de  fonction  de  x, 
par  l'intermédiaire  de  u. 

Soit,  en  général,  y=zo{v),  où  v  =  -l{u],  la  variable  u  étant  elle- 
même  fonction  de  x.  Admettons  l'existence  des  dérivées  y' ^o'(u), 
vl=:Y{u),  u'^  =  u'.  Je  dis  que  y  a  une  dérivée  y'^  =  y'  qui  est  donnée 
par  la  formule 

î/'  =  ?'(^)f  («)"':      ou      y'.  =  y[xKxK- 

La  démonstration  se  fera,  en  effet,  comme  précédemment,  en  écri- 
vant l'identité  algébrique 

Ay Ay       Au       Am 

A. 2-       Iv       lu       \x 

et  en  passant  à  la  limite,  pour  Ix  infiniment  petit. 

Exemple.        v  =  log(sin4a:*),  où  y  =  logv,  avec  i'  =  sinu.  et  u  =  4a;.  On  trouve 


Donc  : 


'         1  '  'A 

y,=-'        u„  =  cosu,        u^  =  4. 


1  ,       4  cos  4a'       I      .    , 

-  .  cos  u .  4  =  — : — -, —  =  4  cols  4x. 
V  sin4x  ^ 


On  traiterait  de  même  le  cas  d'un  nombre  quelconque  de  fondions 
intermédiaires,  et  on  en  conclut  la  règle  générale  suivante  : 

Règle.  —  On  obtient  la  dérivée  d'une  fonction  de  fonctions  en  faisant 
le  produit  des  dérivées  suivantes  :  dérivée  de  la  fonction  considérée,  prise 
par  rapport  à  la  fonction  intermédiaire  dont  elle  dépend  directement; 
dérivée  de  celle  première  fonction  intermédiaire  prise  par  rapport  à  la 
nouvelle  fonction  intermédiaire  dont  elle  dépeyid.,  à  son  tour,  directement  ; 
et  ainsi  de  suite,  jusquà  la  dérivée  de  la  dernière  fonction  intermédiaire, 
prise  par  rapport  à  la  variable  indépendante. 
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89.  Théorème  des  fonctions  inverses.  —  S/  lo  fonction  y  =  f{x)  a 
une  dérivée  xj'^  =  f  (x).  lu  fonction  inverse  x  =  g{y)  a  aussi  une  dérivée 
■xl^=g'{y);  et  entre  les  valeurs  de  ces  dérivées  qui  corresj)ondent  à  un 
couple  de  valeurs  correspondantes  des  variables  x  et  //,  a  Heu  ridcnlité 

En  daulres  termes  :  Liant  données  deux  fonctions  inverses  (au  sens 
de  la  théorie  des  fonctions),  la  dérivée  de  chacune  d'elles  est  i  inverse  y 
au  sens  arithméliquc  du  mot,  de  la  dérivée  de  Fautre.  car  l'identité 
précédente  s'écrit 

1  ,        1 

a?,,  =  "r,  ou  11=  —  ' 

Démonstration.  —  D'après  la  délinition  des  fonctions  inverses,  si  les 
deux  nombres  r  et  y  satisfont  ky^=f(x),  ils  satisfont  aussi  à  x  =  g{y). 
De  même,  si  a^-f-Ao-  et  y  H- A  y  satisfont  à  y-h  Ay  =r:/'(j:-f- Aa:),  ils 
satisfont  aussi  à  a;-+-  Aa:  =  (/(</-+- A  y).  Entre  deux  valeurs  x  el  y  des 
deux  variables,  et  deux  valeurs  Ix  el  A  y  de  leurs  accroissements, 
ainsi  associées,  on  a  donc  les  deux  relations  : 

^y  =  f{x-h^x)  —  f(x)]         \x  =  g{y-+-ly)  —  g{y). 

Il  en  résulte  que  l'un  des  accroisseifients  Aj:.  Ay  ne  pourrait  être 
nul  sans  que  l'autre  le  fût;  de  sorte  qu'on  pourra  les  supposer  tous 
les  deux  différents  de  zéro. 

On  en  conclut,  dès  lors,  l'égalité  : 

9{y-^^y)  —  9{y)^ [ 

A  y  f(x^lx)  —  f{x) ' 

Aj: 

\x  * 

puisque  le  premier  membre  a  pour  valeur  —,  et  le  second 


(ax) 


•    Cela  posé,  si  nous  admettons  que  la  fonction  x  ■=  g  (y)  est  une  fonction 

continue  ''  et  si  nous  faisons  tendre  Ay  vers  zéro  dans  l'identité  précé- 

1 
dente,  Ix  tend  aussi  vers  zéro,  et  le  second  membre  tend  vers  jq—.; 

le  premier  tend  donc  vers  cette  môme  limite;  ce  qui  prouve  que  y  (y)  a 

(I)  Si  y=zf(x)  varie  toujours  dans  le  même  sens  dans  l'intervalle  (a^,  a,),  par 
exemple  si  elle  croit  constamment  de  la  valeur  6j  à  la  valeur  6.^,  on  démontre,  en 
raisonnant  comme  nous  l'avons  fait  pour  le  logarithme,  qu'il  existe  bien  une  fonc- 
tion Mwerse  X  =  g(y),  définie  et'continue  dans  l'intervalle  (ôj,  6^),  et  qui  varie  aussi 
constamment  dans  le  même  sens  dans  cet  intervalle  (en  croissant,  dans  le  cas 
supposé). 

On  peut  aussi  déduire,  par  des  raisonnements  plus  délicats,  l'existence  et  la 
continuité  de  la  fonction  inverse  de  l'existence  même  de  la  dérivée  f'tx),  supposée 
dilTi-rente  de  zéro. 


bien  une  dérivée  qui  est  g' {;/) 
suivant  l'énoncé  du  théorème. 
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/■'(^) 


On  a,  par  suite  f'{x)g'{y)=  1, 


Remarque  I.  —  Le  théorème  suppose,  d'après  son  énoncé  même, 
que  y'^  =  f'{x)  n'est  pas  nul  pour  la  valeur  de  x  considérée. 

Il  n'y  a  donc  pas  de  difficulté  dans  le  passage  à  la  limite  qui  termine 

la  démonstration. 

Remarque  II.  —  La  démonstration,  en  résumé,  consiste  simplement  à  passer  à  la 
limite  dans  l'identité  algébrique  : 

Le  premier  facteur  tendant  vers  y^,  et  le  second  facteur  vers  x,^,  la  relation  annoncée 
en  résulte  immédiatement  si  l'on  admet,  pour  simplifier,  l'existence  des  deux  dérivées. 

Remarque  III.  —  Sous  cette  même  hypothèse,  on  peut  conclure  le  théorème  du- 
théorème  des  fonctions  de  fonctions. 

L'égalité  x  =  g(y)  est  une  identité  en  x,  si  on  suppose  que  dans  le  second  membre, 
V  désigne  /(x).  Prenons  les  dérivées  des  deux  membres  (n°  84,  remarque  4),  et  nous 
obtenons 

la  dérivée  du  premier  membre  étant  1,  et  lîi  dérivée  du  second  membre  étant 
calculée  par  le  théorème  des  fonctions  de  fonctions.  Or,  comme  g' (y)  est,  par  défi- 
nition, x' ,  c'est  bieu  là  le  théorème  en  question. 

Interprétation  géométrique.  —  Soient  x,  y,  les  coordonnées  dun 
point  quelconque  de  la  courbe  qui  définit  à  la  fois  la  fonction  ijz=f(x) 
et  la  fonction  inverse  x  =  g  [y).  —  (n"  9).  Supposons  que  cette  courbe  ait 
une  tangente  en  ce  point;  et 
soient  a,  h  un  couple  de  coeffi- 
cients de  direction  de  cette  tan- 
gente. La  pente  de  la  tangente 
par  rapport  à  Ox  est,  (n"^  80 
et  83), 

Mais,  si  on  change  le  rôle  des 
axes,  les  mêmes  théorèmes  in- 
diquent' que  la  pente  de  la  tan- 
gente par  rapport  à  Oy  est 


(2) 


9'(y) 


car  cela  revient  à  changer  a  en  h,  b  en  o,  et  la  fonction  y^f(x)  en  la 
fonction  x  =  y{y). 

Il  suffit,  dès  lors,  de  multiplier  les  égalités  (1)  et  (2)  pour  en  conclure 
le  théorème  : 

i=r(^).^'(î/). 
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90.  Dérivée  de  a\  —  La  fonction  f/  =  o'  est  la  fonction  inverse  de 
j-i^lokr.v-  Elle  a  d(tnc  une  dérivée  qui  est  : 

y's  =  y  =  -j 1 — ^  =  y\osa  =  a'\oga. 

Xylôgâ) 

l>onc  :  La  dérivée  de  a"^  est  o^  loga. 

Dérivée  de  e^.  —  Si  on  suppose  o  :=  e,  on  en  conclut 

loga  =  loge  =  1, 

puisque  loga-  désigne  le  logarithme  népérien  (à  base  e).  Donc  :  La 
dérivée  de  e^  est  égale  à  e^. 

91.  Dérivée  de  x"'.  —  La  dérivée  de  x'"  est  mx"'~'. 

1"  En  effet,  supposons  d'abord  x  >  0.  La  fonction  g  =  x'"  est  alors 
définie  quel  que  soit  m.  On  sait  que  logj/ =  7?i  log.r,  d'où  on  conclut, 
puisque  d'après  la  définition  des  logarithmes  népériens  y  =  e'"'-'î', 
l'identité,  fondamentale  pour  Vétuie  des  propriétés  des  puissances, 

Donc  y  peut  être  considérée  comme  une  fonction  de  fonction  : 
y  =  e";        u  =  m\ogx\ 
et  on  a,  pour  la  dérivée, 

y  =yu''i^s  =  ^'-[m-j  =  m-  =  nv^; 

ou  enfin,  puisque  tj  =  x^", 


X 


y'  =  m.'~  =  7nx"'-K  (C.Q.F.D.) 

2"'  Cas  :  a?  <  0.  On  doit  supposer  m  entier  ^^K 

On  posera  alors  x  =  —  u.  Si  ?«  est  positif,  y^x'"  est  ainsi  égal  à 
y=:{ — 1  "'.M'".  Si  m  est  négatif,  soit  m  =  —  in'  :  on  posera,  par  défi- 

nition,  y=^{ — l/"'.u"',  ce  qui  revient  k  y  =  -^.;  et  permet  d'étendre  à 
ce  cas  les  propriétés  des  exposants  entiers  positifs,  comme  on  l'a  fait 
au  numéro  43. 
Cela  revient  à  prendre,  comme  définition  générale,  pour  x  <  0, 

(1)  x'>'  =  {—iy"'^{\x\Y'. 

'-    'II— 

(1)  On  pourrait  cependant  poser  xï  =  y/xP5  à  condition  que  le  radical  eut  un  sens 
(p  pair,  ou,  à  défaut,  7  impair).  Mais  les  règles  du  calcul  des  exposants  ne  seraient 

plus  applicables,  .\insi  \  x•^»  pour  x  =  —  u.  et  u  >  0,  serait  —  y  "S  et  v-'^'"  serait 

égal  à    v'"'*''   c'est-à-dire  à  -\-  \Ju=-   On  n'aurait  donc  plus  le  droit  de  remplacer 

l'exposant  -  par  l'exposant  égal  ^' 


DERIVEES  121 

Soit  donc  : 

y  =  X"'  =  (—  1)  '"  hi"\         où         u  =  —  X. 

Il  suffit  d'appliquer  le  théorème  des  fonctions  de  fondions  pour 
obtenir,  puisque  w'  =  — 1, 

y'  =  (—  l)"'i.mM"'-^(— !)  =  —  (— l)''"l.7nu"'-^ 

I m I  est  de  parité  opposée  k\ni  —  1  [ ;  on  peut  donc  écrire  : 

ou  enfin,  d'après  la  définition  (1), 

y'  =  mx"'-^.  (C.  Q.  F.  D.) 

y  ■  11 

Cas  particuliers.  —  1°  La  dérivée  de  y  =  -  est  y'  = 2* 

Car  y  =-=x'^;  donc  ?/' =  ( — l).z--^ 2* 

2"  La  dérivée  de  y  ±=^  est  y'  =^  —  p.  —p^  - 

1  I 

Car  y  =  -  =  x-!\  donc  y'  =  (—  p)x->-'  =  —  px-'v+'  =  —  p^^^. 

92.  Dérivée  de  "\x.  —  La  dérivée  de  "\X  est  — . 
^  ^  mx 

_         j_ 

1°  Soit  a?  >  0.  Alors  "{x  =  x>".  La  dérivée  est  donc  : 


1  1-1 

1 

—           m  — 
X'"  V  ^ 

—  X'"       , 

ou 

— 

m          ' 

m 

X        mx 

2''  Soit  a?  <  0.  Il  faut  supposer  m  impair  ;  et  alors,  en  posant  x  =  —  u, 
ou  M  =  —  a-,  on  a  :  "\x  =  —  "(m.  Donc,  d'après  le  premier  cas,  et  en 
tenant  compte  du  théorème  des  fonctions  de  fonctions,  la  dérivée 
cherchée  est  : 

»)  —  »!/ —  ni  — 

mu'^        '       m{ — u)       mx' 

Cas  particulier.  —  La  dérivée  de  sjx  est  — —- 

'2\ix 

Car^  =  ^. 

2x      2v/5 

93.  Dérivées  des  fonctions  trigonométriques.  —  I.  Nous  avons  vu 
(n**  86)  que  la  dérivée  de  sin.r  est  cosa-. 
II.  La  dérivée  de  cos.r  est  :  —  sina?. 

Car  cosa-^sinf^  —  x\.  Donc  cosa-  =  sinu,  avec  u=^  —  x. 


122  i»KiuvKi:s 

D'où,  pour  la  dérivée, 

cos  u  X  u'  =  cas  u  X  ( —  1)  =  —  cos  u=.  —  cos  rj  —  al, 


ce  qui  est  bien 

111.  L<i  di'rivée  de  Igx  est 


sinx. 


1 


cos^ar 


sin  X 
Car  tgj-^: .  D'où,  pour  la  dérivée,  en  appliquant  la  formule  de 

la  dérivée  dun  quotient  (n°  87)  : 


C0SJ.C0S3'  —  sinx( — sinar) cos^x-f-sin-a: 


cos^x 


COS'' a? 


cos*a? 


IV.  La  dérivée  de  colgj-  est 


—  1 

sin^a; 


1  1 

Car  col^a:^; — ;  c'est-à-dire  colga-=-,  n  =  lg.r.  On  a  donc,  en 
"         tga:  °         u  ° 

appliquant  le  théorème  des  fonctions  de  fonctions,  pour  la  dérivée 

cherchée  : 

1 


1    , 

— ,u 


cos'-.r  1     

sin-x       cùs"-ar      sin-'.r  ' 


(C.  Q.  F.  D.) 


lîemarqup.  —  On  sait  que 

1  cos^ar-hsin^a; 


cos-a-  cos^a; 

1  sin-j?-4- cos'j 


sin*ar  sin^ar 

On  voit  donc  que  : 
Im  dérivée  de  tg ar  est  1  -+-  tg-a?; 
La  dérivée  de  cotgx  est  —  (1  H-  cotg'x). 


=  1  +  tg'-x, 
=  1  -h  cotg-a-. 


94.  Applications.  —  En  combinant  les  théorèmes  et  les  résultats 
qui  précèdent,  on  peut  trouver  la  dérivée  de  toutes  les  fonctions  qui 
s'expriment  explicitement  au  moyen  des  signes  de  l'algèbre  et  des 
fonctions  transcendantes  élémentaires  (puissances,  exponentielles, 
logarithmes,  fonctions  trigonométriques). 

Exemple  L  —  Dérivée  d'un  'polynôme.  —  II  n'y  a  qu'à  prendre  la 
dérivée  terme  à  terme;  chaque  terme  étant  de  la  forme  Ca;'",  et  ayant, 
par  conséquent,  pour  dérivée,  mCar"'-'. 

Exemple  H.  —  Dérivée  d'une  fraction  rationnelle.  —  Il  n'y  a  qu'à 
appliquer  la  règle  qui  donne  la  dérivée  d'un  quotient,  numérateur  et 
dénominateur  étant  des  polynômes  ; 
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2x-  4-  3x 1 

Soit,  par  exemple,  y  ■=  — . T,  _.   g — •  On  trouve 

.  _  (4j  +  3)  (ix^  +  5)  —  83;(2j2  -f  3a;  —  1  )  _  —  l2x3  4-28j+lo 
^  ~  (4x2  _|_  5)2  (ix-^  +  ay- 


Fxemple  III.  —  Soil  7  =  log(x  -h  \x-  -h  1). 

C'est  une  fonction  de  fonction  :  y^^lo^u,  avec  ii=lx -\-yJx--^i. 

De  plus,  dans  le  calcul  de  u,  le  théorème  des  fonctions  de  fonctions 

devra  de  nouveau  intervenir;  car  u=ix  +  \v,  avec  u=r:.x-4-l. 

^          .     .      ,       ,         v'         ,    ,  2a?  .'rH-\'a?--|- 1 

Un  a  ainsi  u  =  1  -! r:  =  1  H ,  =  — .,  —  ; 

et,  par  suite,  

X  -h  V  a?'-*  H-  1 


y  —    — 


/>o?!C  la  dérivée  de  log(a?  H-  v^-  -t-  1)  es< 


V  X-  4-  1 

Exemple  IV.  —  Dérivée  de  y  =  u' . 
On  suppose  que  u  et  v  sont  deux  fonctions  de  x;  et  on  écrit  (n"  91)  : 

y  =  e' '"t-"',         ou        y  =  e"         avec        ;y  =  ylogM, 
On  a  ainsi  : 

y'  =z  e" .  tr'  =  e"'  (  u'.iogu  -f-  y.      j  =  u'i  v'  logu  +  u.  —  j, 

ou  encore  : 

y'  r=  it'  y'  logM  -f-  vu'u'^^. 

i  I  \^  X  0"(  1+- I 

Comme  exemple  particulier,  soit  j  ^  (  1  -|-  - 1  .On  écrira  y  =  e     "',     •2^/,  d'où 

,=/-(-yr,„.(.+y;..-^^.(-i,)-| 

ou  : 

/=(.+ir[iog(.+i)-^]- 

95.  Dérivées  logarithmiques.  —  On  appelle  dérivée  logarithmique 

d'une  fonction  u  de  x  le  quotient  ~,  où  u'  est  la  dérivée  de  u. 
'  '  u 

Si  u  est  positif,  c'est  la  dérivée  de  logw.  Si  u  est  négatif,  c'est  la 
dérivée  de  log( — m);  celte  dérivée  est,  en  effet,  d'après  le  théorème 

1  ,        u' 

des  fonctions  de  fonctions  : ( —  u')^—- 

M  M 

Donc  la  dérivée  logarithmique  de  u  est,  dans  tous  les  cas,  la  dérivée 
de  log|u|. 

L'emploi  des  dérivées  logarithmiques,  au  lieu  des  dérivées  ordinaires, 
facilite  certains  calculs,  à  cause  des  remarques  suivantes  : 
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I.  —  Art  dérivéi'  lognvithmiqur  d'im  produit  est  la  somme,  des  dérivées 
logaritfnniqucs  des  facteurs. 

En  eiïel,  soil  ij  =  uvw,  par  exemple.  On  a  ;  j/  =  |u|.|  u|.|  r'|.  Donc 
log  f/l  =  log|  M|-f-log|t'|4-log| /r  |;  ol,  en  prenant  les  dérivées  des 
deux  membres. 


V  U  V  10  ' 


(C.  0.  F.  D.) 


II.  —  La  derirer  logarithmique  d\iii  quotient  s'obtient  en  retranchant 
la  dérivée  logarithmique  du  dénominateur  de  celle  du  numérateur. 

Car   si    »/  =  "  ,  on  a  |i/|  ='||-,,   donc  :  logl.v|  =  log|  u|  — log|  u|;    et, 


en  prenant  les  dérivées, 


1/   M 

y 


'-^  —  -,  (C.  Q.  F.  D.). 


III.  —  La  dérivée  logarithmique  de  u'"  est  égale  au  produit  par  m  de 
la  dérivée  logarithmique  de  u. 

Car  si  )/  =  »'",  on  a  |y|=|ul"'.  D'où  logîy  l^m  log,  u|;  et,  en  pre- 

xj'  u 

nant  les  dérivées, —  =  ?«. —,  (C.  O.  F.  D.). 
'  t/  u     ^  ' 

IV.  —  La  dérivée  logarithmique  de  "\u  s'obtient  en  divisant  par  m  la 
dérivée  logarithmique  de  u. 

Car  si  ?/  :="(  m,  on  a   y  =\    u\.  D'où  log!  y  |=  —  log|  u  |. 

El,  en  prenant  les  dérivées,  ^^—  •  — ,  (C.  Q.  F.  D.). 
'       ^  '  y       m    u     ^  ' 

Exemple.    —  Soit   à   prondre   la  dérivée   de  y  =      /^_|_T\3     •    ^"  prenant    les 


dérivées  logarithmiques,  nous  obtenons  : 


(X2+1)3 


3. 


d'où 


ou, 


y  x^  -|-  a;  -|-  1 


2x 

X2  +  1 


2x 


(X2  +  Ij^ 


t_Ll:r4     ^^+  '        -i  _^^„1 

lia       L      X^+X  +  l  X^  +  lJ 


ou  enfin 


y  =^^'^  +  ^+^')'[4(2x+  1)  {x^  +  1)  -6x(x2  +x  +  1)] 
.  _  ^(xî  +  x+l)Mx^-x2+a;  +  2) 


96.  Exemples  importants  de  dérivées  logarithmiques.  — 
1",  —  L'exemple  3  du  u"  'J4  est  un  exemple  de  dérivée  logarithmique, 
important  par  la  simplicité  du  résultai.  Soit,  plus  généralement, 

w  ^  a? -h  p  H- e  \  a.-'' -h  2/) J -h  7  (e  =  zbl)- 


DERIVEES  125 

On  Irouve,  en  appliquant  le  théorème  des  fonctions  de  fonctions  au 
radical  '^ 

V-i  I  -        -^  +  -P       -'   I  -,     ^-^^^       ; 
2  \x-  -f-  "Ipx  -h  (j  s,lx-  -h  2px  -h  9 

c'est-ù-dire 

j^'  _  £ (•^'  +  P)  H-  y/j-'^  -h  "Ixp  -+-  g  _  £-(a?  H- p)  +  £  y/a;''  +  2;3J  +  g 
s'.r-  -h  -2pj  -i-  g  £ .  v/a?'^  h-  2px  -h  g 

Comme  ï-=  1,  le  numérateur  de  la  dernière  fraction  est  u,  et  on  a  : 

u'  _  1 

M        £  v'^-  H-  !2pa?  4-  9 

D'où  le  résultat  suivant,  qui  est  à  retenir  : 

La  dérivée  de  \og\x  +  p  rb  \jx^  -+-  2»a?  -\-q\  est  :  ,  les 

rb  x'x'^  -+-  2/)a?  +  g 

signes  -{-  et  —  se  correspondant  dans  la  fonction  et  sa  dérivée. 
En  particulier, 


la  dérivée  de]og\x zLs^"^  +  c\  est 


:  V^'  ■ 


Remarque.  —  L'expression  x  +/),  qui  est  en  avant  du  radical,  est  la  demi-dcrivée 
du  trinôme  x-  -\-  2px  -\-  n  placé  sous  le  radical.  C'est  aussi  le  binôme  dont  le  carré  a 
pour  ses  deux  premiers  termes  les  deux  premiers  termes  du  trinôme.  Sous  cette 
forme  on  peut  généraliser  le  résultat  pour  un  trinôme  ax-  -j-  2bx  -{-  c,  pourvu  que  a  soit 
positif  : 

La  dérivée  de  log  4—  rfc  \ax-  -j-  2bx  -\-  c  '  est  • 

\  a  ,        ±  \  ax^  -j"  26a:;  -\-  c 

On  le  vérifie  par  un  calcul  analogue  au  précédent. 


2°.  —  Prenons  la  dérivée  logarithmique  de  u  =  W 
D'après  les  règles  du  numéro  9.j,  ce  sera  : 

'■2  IX  —  1       0?  +  1 J       X-  —  1 
Donc  : 

La  dérivée  de  log  \/  r    est  — r- 

°  V   Ir  H-  1  1        X-  —  1 

De  même  : 

1 


X —  1 


/  i  1 
La  dérivée  de  log  V/    7- 


esl 


(1)  Si  on  posait  v  =x-  -{-  2px  +  q,  on  aurait  à  prendre  la  dérivée  de  \v,  qui   est 
1   , 

1  ">" 

— ^.1)'=^.  Dans   la  pratique,  dès  qu'on  a  bien  saisi  le  mécanisme  du  théorème 

2\o  \v 

des  fonctions  de   fonctions,  on  doit  opérer  sur  la  fonction   intermédiaire,  sans   la 

désigner  par  une  lettre  spéciale. 
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>l  II    Ll.    CIIAI'ITlll.    VI. 


EXEHCICKS   sri{    LE  CIIAIMTllE   VI 

1"    Vt'rilier   le    laltloau    suivant,    où   les    fonctions   écrites   dans    la 
seconde  colonne  sont  les  dérivées  des  fonctions  écrites  dans  la  première. 


Fonctions. 

x{2x  —  f) 
x' 

(-ix  —  iy 


{Sx  —  2)\{i-{-xy 


1 


2         X 1 

~'S{x  —  l)~^'9^^^\¥T^, 

2e^'-[{x -^.C)  SX  —  3(j 4- 2)] 
2jcosa?-h(j:-  —  2)  sina- 
sinxcosa? 


\'acos-a;-|-  à  sin-a; 


log 


log 


^Ki^ï) 


Dérivées. 
X^  —  4  J  H-  1 

""  x'{'ix  —  iy 

x^{Sx—l) 

{^x  —  iy 

^^     / — nr 

-jX\Jx-hi 

x 

x-  —  3x  -f--  2 

xe^' 
armées  a? 

flC0S*X  —  b  SJD^J? 

s  (a  cos^x-+-  b  sia-a?)-' 

1 

sina? 

1 


cosa? 


2"  Démontrer  que  la  dérivée  d'une  fonction  paire  est  une  fonction 
impaire,  et  inversement;  que  la  dérivée  dune  fonction  périodique  est 
une  fonction  périodique  de  même  période  '".  Donner  des  exemples. 

3"  De  la  formule  qui  donne  la  somme  1 -+- ar -h  a;- -h  . . . -j- a?""S 
déduire  celles  qui  donnent  les  sommes  : 


1  -+-  2a-  4-  3a;2  +  . 
1.2.  4-2.3..r-i-3.4.ar2-|- 


n{n-Jt-  i)x"-K 


(I)  ftx)  est  une  fonction  paire  si  elle  satisfait  à  l'identité  f(—x)^f(x).  La  fonction 
f(x)  est  uae  fonction  impairesi  elle  satisfait  u  l'identité  f(—x)  =  —  f(x).  La  fonction 
f{x)  admet  la  période  i»,  ou  est  une  fonction  périodique  de  période  oi,  si  elle  satisfait 
à  l'identité  f(x  -)-  m)  =/(x). 


CHAPITRE   VII 

LES   FONCTIONS   TRIGONOMÉTRIQUES    INVERSES 
ET  LES  FONCTIONS  HYPERBOLIQUES 


§  1.   —  FONCTIONS  TRIGONOMÉTRIQUES  INVERSES 
97.  La  fonction  arc  tangente.  —  Par  définition,  la  fonction 

(qu"on  énonce  :  arc  tangente  x),  a  pour  valeur  la  mesure,  en  radians, 
de  l'un  quelconque  des  arcs  dont  la 
tangente  est  égale  à  x.   C'est  donc  la 
fonction  inverse  de  x  =  tgr/. 

Si  on  prend  le  point  T,  d'abscisse 
AT  :=  a?,  sur  l'axe  des  tangentes  du 
cercle  Irigonométrique.  et  si  on  le 
joint  au  centre  0,  on  obtient  en  M  et 
M'  les  extrémités  des  arcs,  d'origine 
A,  dont  la  mesure  y  répond  à  la  ques- 
tion. Il  y  en  a  une  double  infinité,  de 
sorte  que  la  fonction  arc  \,gx  a  une 
double  infinité  de  déterminations. 

Il  y  a  donc  lieu  de  la  décomposer  en  branches  uniformes  (n°  8). 

Nous  remarquons  '\  à  cet  effet,  que  J'un  des  deux  points  M  et  M', 
que  nous  appellerons  M,  est  toujours  sur  le  demi-cercle  B'AB;  et  un 

des  arcs  AM,  et  un  seul,  est  compris  entre  — ^  et  -h  ^  :  La  valeur  de 

cet  arc,  que  nous  désignerons  par  Arc  tgo;  (avec  un  A   majuscule), 
s'appellera  la  détermination  principale  de  l'arc  tangente. 


X 

^ 

B 

T 

a'I 

0 

X\ 

A 

mK^ 

^ 

B' 

X' 

(1)  Cette  discussion  ne  diffère  que  par  la  forme  de  celle  par  laquelle  on  établit,  en 
trigonométrie,  la  formule  a  -{-  Inz,  pour  les  arcs  correspondaat  à  une  tangente 
donnée. 
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La  branche  uniforme  ainsi  caractérisée,  y  =  Arc  lg>r,  est  donc  défi- 
nie par  les  conditions  : 

(*)  tgi/  =  a-,        —  ^<y<^- 

Elle  est.  d'après  la  construction  géométrique  indiquée,  définie  pour 
foute  valeur  de  .r;  et  c'est  une  fonction  toujours  croissante.  On  en 
conclurait,  en  raisonnant  comme  on  l'a  fait  pour  le  logarithme  (n"  n4), 
que  c'est  une  fonction  toujours  continue.  Kn  raisonnant  aussi  comme 

nous  l'avons  fait  au  numéro  80,  on  verrait  quelle  tend  vers  -{-^  pour 
x=.-\-  x  ^  et  vers  —  ^  pour  x:=  —  x  . 

Les  autres  arcs  terminés  en  M  fournissent  les  branches  définies  par 
la  formule  )/ =  Arc  tga:--h2/i:T.  {h  =  ±i,  it:2,  ,.  .). 

Les  arcs  terminés  en  M'  fournissent  les  branches  définies  par  la 
formule  7  =  Arc  lgx-]-{^h-\-i)Tz,  (/«  =  0,  ±  1,  ±2,  .  ..)• 

Toutes  ces  branches  sont  donc  uniformes  et  comprises  dans  la 
formule  unique  : 

(2)  y  =  Xrclgx-\-k.-, 

chacune  correspondant  à  une  valeur  entière,  positive  ou  négative,  de  k. 


Pour  tracer  la  courbe  qui  représente  la  fonction  Arc  tgx,  il  suffit  de 
construire  la  partie  de  la  courbe  x^igij  obtenue  en  faisant  varier  y 

de-|à  +  ^'". 


(1)  Voir  les  traités  de  trigonométrie.  II  faut  tenir  compte  de  l'interversion  du  rôle 
des  axes.  Les  représentations  graphiques  de  ce  cliapitre  supposent  que  les  x  et  les  y 
sont  mesurés  avec  la  même  unité. 
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L'origine  est  centre  de  sxjmélrie;  car  Tégalilé  j:,-^lgy,  qui  exprime 
que  le  point  P,  de  coordonnées  (x,  »/),  est  sur  la  courbe,  peut  s'écrire 

(— ^)  =  — igy  =  tg(— î/)> 

ce  qui  exprime  que  le  point  P',  de  coordonnées  ( — x,  — ?/),  symé- 
trique du  premier  par  rapport  ù,  l'origine,  est  aussi  sur  la  courbe. 

Celte  propriété  tient  donc  à  ce  que  la  tangente  est  une  fonction 
impaire '".  On  reconnaît  par  là  inversement,  ce  qui  se  vérifierait  sans 
peine,  que  la  fonction  Arc  t  g  a;  est  une  fonction  im/jaire. 

La  courbe  passant  par  son  centre  de  symétrie  0,  la  tangente  en  ce 
point  est  nécessairement  une  tangente  d^nflexion;  car  les  points  synîé- 
triques  P  et  P'  sont  de  part  et  d'autre  de  celte  tangente. 

Le  coefficient  angulaire  de  cette  tangente  est  (n"  47)  : 

lim-i:=limr^=:  1, 
1=0  X      y~(i  ig  y 

puisque  le  rapport  de  la  tangente  à  l'arc  tend  vers  1,  lorsque  l'arc 
tend  vers  zéro  (n"  16).  La  langenteà  la  courbe  en  0  est  donc  la  bissec- 
trice de  l'angle  yOx  '^^ 

Dérivée.  —  Jm  dérivée  de  arc  isx  est  -, ^• 

°  i-\-x^ 

En  efTet,  y  =  Arc  Igx  étant  fonction  inverse  de  x  =  Igj/,  on  a  (n°89)  : 
1  .  1  1 


y  =^-t r=COS-î/ 


_1 \  ^       iH-tg-y       1-ha?- 

cos^yj 

Le  calcul  s'applique  à  n'importe  quelle  branche  de  la  fonction 
arc  tga-.  La  formule  (2j  montre  d'ailleurs  que,  pour  toute  branche,  on  a  : 

1 

y'  =  {'^rcigxy  =  -^-^-—,. 

98.  La  fonction  arc  sinus.  —  Par  définition,  la  fonction 

y  =arc  sïnx, 
(qu'on  énonce  :  arc  sinus  x),  a  pour  valeur  la  mesure,  en  radians,  de 
l'un  quelconque  des  arcs  dont  le  sinus  est  égal  à  x.  C'est  donc  la 
fonction  inverse  de  x^  sin  y. 

Si  on  prend  le  point  S,  d'abscisse  US  =  ar,  sur  l'axe  des  sinus  du 
cercle  trigonomélrique,  et  si  on  mène  par  ce  point  la  parallèle  à  l'axe 
des  cosinus,  on  obtient  sur  le  cercle,  pourvu  que  x  appartienne  à 

(1)  Dire  que  f(x)  est  paire,  c'est  dire  que  /(—  x)  =zf{x)  ;  dire  que  f{x)  est  impaire, 
c'est  dire  que  /( —  x)  ^  — /(-r)- 

(2)  Celte  conclusion  n'est  exacte  que  si  l'unité  de  longueur  est  la  même  pour  les 
abscisses  et  les  ordonnées;  ce  que  nous  supposerons  dans  tout  ce  chapitre. 

MATH.    GKNtltALES.    —  I.  9 
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M'/             S 

B 

A         0 

r 

B' 

rinlervaïle  (—1,  4-1',  les  extrémités  M  et  M'  des  arcs,  d'origine  A, 

dont  la  mesure  y  répond  à  la 
question,  il  y  en  a  une  double 
infinité,  de  sorte  que  la  fonc- 
tion arc  sinar  nest  définie  que 
dans  Vinlervalle  ( — 1,  +  1),  et 
a  une  double  infinité  de  déter- 
minalions. 

Pour  la  décomposer  en 
l)ranches  uniformes,  nous  re- 
marquons que  Fun  des  points 
M  et  M',  que  nous  appellerons 
M,  et  un  seul  ^",  est  toujours 
situé  sur  le  demi-cercle  B'ÂB; 
et  que  l'un  des  arcs  AM,  et  un 
seul,  a  pour  mesure  un  nombre 

de    l'intervalle  (  — |,  -Hç> 

La  mesure  de  cet  arc,  que  nous 
désignerons  par  Arc  sin  x, 
s'appellera  la  détermination 
principale  de  Varc  sinus. 

La  branche  uniforme  ainsi 
caractérisée,  y^Arcsina:,  se 
trouve  donc  définie  par  les 
conditions  : 

(1)     siny  =  a^,   — ^<î/<J- 

Elle  est,  d'après  la  construc- 
tion géométrique  indiquée, 
définie  dans  l'intervalle  { — 1, 
-f-1);  et  croissante  dans  cet 
intervalle. 

On  démontrerait,  comme 
on  l'a  fait  pour  le  logarithme, 
que  c'est  une  fonction  conti- 
nue dans  le  môme  intervalle. 

Pour  obtenir  la  courbe  re- 
présentative, il  suftit  de  construire  l'arc  de  \ai  sinusoïde  a?  =  sin  y  qu'on 

(1)  Les  deux  points  M  et  M',  sont  confondus  en  B,  pour  x  =  1  ;  et  en  B',  pour 
x  =  —  I.  Mais  cela  n'est  pas  en  contradiction  avec  le  texte,  car  il  ne  font  alors  qu'un 
„eul  point  géométrique. 
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oblient  en  faisant  varier  ?/  de  — :j'iH-^-    La  courbe  a  pour  centre 

de  symétrie  le  point  (),  la  l'onction   siny  étant  impaire.  La   fonclion 
Arcsina-  est  donc  une  fonction  i?/ipf/ire  également. 

On  reconnaîtrait,  comme  pour  la  courbe  qui  représente  .^rc  tga?,  que 
la  courbe  admet,  en  0,  la  bissectrice  de  l'angle  xOy  comme  tangente  d'in- 
flexion. 

Les  autres  arcs  AM,  donnés  par  la  formule  : 

(2)  y  =  Arcsina?+-2/t7:,         (/t=:±  1,  ±2,  . . .) 
et  les  arcs  AM',  donnés  par  la  formule  : 

(3)  ?/  =  -  —  Arc  sinar  +  2/.--,  [k  =  0,  ±  I ,  ±  2,  . . . ) 

fournissent  les  autres  branches  uniformes  de  arc  sina?.  Il  suffit  de  donner 
à  />•  une  valeur  constante,  pour  chaque  branche. 

La  représentation  graphique  de  ces  branches"'  serait  fournie  par  les 
arcs  successifs  de  la  sinusoïde  qui  représente  x^smy,  chacun  de  ces 
arcs  allant  de  la  droite  .r  =  —  1  à  la  droite  37  =  4-1,  ou  inversement. 

1 

Dérivée.  —  La  dérivée  de  Arc  sina^  est 


sH  —  x' 
En    effet,    y  =: Arcsinx   étant   fonction  inverse   dea-^sinj/,  on  a 

fn°  89)  : 

1  1  1 

V 


cos  y       V 1  —  sln-^  y      \ji  —  a- 

11  faut  prendre  le  signe  H-  devant  le  radical,  parce  que  cos?/  est 
positif  pour  — ^'  <  .'/  <  ;^,  et  que  cette  condition  est  remplie,  par  défi- 
nition, pour  y  =^  Arc  sin.2?. 

Les  valeurs  ar  =  -hl,  eta^=: — 1  font  exception.  La  dérivée  est 
infinie  pour  ces  valeurs.  la  tangente  à  la  courbe  étant  parallèle  à  l'axe 
des  y.  On  peut  donc  dire  que  la  formule  s'applique  encore,  le  dénomi- 
nateur y/l — -ar- étant  alors  nul. 

Pour  les  branches  (2),  on  trouvera,  soit  par  le  raisonnement  précé- 
dent,  soit  en  appliquant  la  formule  (2),  y'  =■ 


Vl  —  x' 


Pour  les  branches  (3),  on  obtient  de  même,  ?/'=r 


ii  —  x^ 

99.  La  fonclion  arc  cosinus.  —  Par  définition,  la  fonclion 

y  =  arc  cos  a; 

(1)  Une  obscrvalion  analuj:ue  s'applique  à  la  représentation  des  diverses  branches 
do  la  fonction  arc  tir x-. 
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(qu'on  énonce  :  arc  cosinus  x)  a  pour  valeur  la  mesure,  en  radians,  de 
l'un  quelconque  des  arcs  dont  le  cosinus  est  égal  à  x.  C'est  donc  la 

fonction  inverse  de  x^cos y.  

Si  on  prend  le  point  C,  d'abscisse  OC:=.r,  sur  l'axe  des  cosinus  du 
cercle  tri^'onomélrique,  et  si  on  mène  par  ce  point  la  parallèle  à  l'axe 
des  sinus,  on  obtient  sur  le  cercle,  pourvu  que  x  appartienne  à  l'inter- 


valle ( — 1,  -f-l),.les  extrémités  M  et  M'  des  arcs,  d'origine  A,  dont  la 
mesure  répond  à  la  question.  On  voit  ainsi  que  la  fonction  arccosa? 
n^est  définie  que  dans  l'intervalle  ( —  1,  H-  1),  et  a  une  double  infinité  de 
déterminations. 

On  obtient  une  branche  uniforme  y  =  Arc  cosx,  é\\.Q  détermination 
principale  de  arccosx,  en  prenant  le  point  M  sur  le  demi-cercle  ABA', 
et  en  supposant  que  y  est  le  plus  petit  arc  positif  AM.  Elle  est  définie 
par  les  inégalités  : 

(1)  cosy=zx,        0^?y^-- 

C'est  une  fonction  décroissante  (de  -  à  0),  dans  Vintervalle  ( —  1,  +  1) 
où  elle  est  définie.  On  démontrerait  encore  qu'elle  est  continue  dans 
cet  intervalle. 

Les  autres  branches  uniformes  de  la  fonction  arccosr  sont  définies 
par  l'une  des  formules  : 

(2)  y^ik--i-  Arccosx,         y  =  2k-  —  Arc  cosa-, 

les  premières  correspondant  au  point  M,  et  les  autres  au  point  M'. 

Remarque.  —  La  fonction  arccosa:  peut  se  ramener  à  la  fonction 
arcsino-.  D'une  manière  précise,  on  peut  écrire  les  conditions  (1)  ci- 
dessus  : 


su 


'n(|-?/) 
puisque  ; 
;^  —  y  ^  Arc  sinj:-, 
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13Î 


On  en  conclut,  puisque  7  =  Arc  cosa?, 

7: 


ou 


—  Arc  cosj^'  =  Arc  sinx. 


Ainsi, 
(3) 


Arc  cosa'+  Arc  sinx: 


2' 


c'esl-à-dire  que  les  déterminations  principales  de  Varc  sinus  el  de  l'arc 
cosinus  sont  complémentaires. 

On  peut  ainsi  déduire  les  propriétés  de  l'arc  cosinus  (continuité,, 
par  exemple)  des  propriétés  correspondantes  de  l'arc  sinus. 

Dérivée.  —  La  dérivée  de  Arc  o.osx  est  — 


v/l— a?2 
Soit,  en  effet,  ?/ =:  Arc  cosa?.  Comme  on  a,  d'après  ce  qui  précède^ 

y  =  ~  —  Arc  sin.r.  on  en  conclut  bien  :  y'  = . 

Pour  les  autres  déterminations,  on  a,  suivant  qu'elles  sont  définies, 
par  la  première  ou  la  seconde  des  formules  (1), 

1  ,  1 

y    =—    r. rr,^  OU  y 


V'i  —  X' 


v/r 
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100.  Définition  des  fonctions  hyperboliques 

des  fondions  trigonomélriques, 
ou  circulaires, 

X^cosx,         Y  =  sina', 
T=lgx, 

X  est  la  mesure  algébrique  de 
l'arc  décrit  par  un  point,  mobile 
sur  le  corcle  trigonométrique, 
qui  va  de  A  à  un  point  quel- 
conque M  du  cercle,  en  tour- 
nant toujours  dans  le  même 
sens.  Mais  x  est  aussi  le  double 
de  l'aire  balayée  par  le  ratjon 
vecteur  du  point  mobile,  dans 
ce  mouvement  :  cette  aire 
étant,   comme    l'arc,    comptée 


Dans  la  définition 
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posilivemenl  si  le  rayon  vecleur  louriie  dans  le  sens  positif,  négalive- 

men  t  dans  le  cas  contraire. 

Ce  nombre  r  délinissant  la 
position  du  point  M,  X  =rcosj", 
et  Y  =  sin  .r,  ,snnl  par  lUfini- 
tion,  r  abscisse  et  l'ordonnée  de 
ce  pointy  et  T=\gx  peut  être 
di' finie  comme  étant  le  coefficient 
angulaire  du  rayon  OM,  puisque 
cela     conduit     à     l'expression 


_  Y  _  sin  a? 
X       cosa- 


qui     est    bien 


égale  à  [gx. 

Les  fonctions  hyperboliques  se 
définissent  exactement  comme 
les  fonctions  circulaires,  pourvu 
que  Ion  substitue,  dans  ce  qui 
précède,  au  cercle  trigonomé- 
trique,  une  branche  d'hyperbole 
éfjuilatère^^K  dont  le  demi-axe 
OA  sera  pris  pour  unité  de  lon- 
gueur. 

On  désignera  par  x  le  doul)le 
de  Taire  du  secteur  balayé  par 
bî  rayon  vecteur  d'un  point, 
mobile  sur  l'hyperbole,  quand  ce  point  va  du  sommet  A  à  un  point 
quelconque  M  :  cette  aire  est  comptée  positivement  si  le  rayon  vecteur 
tourne  dans  le  sens  positif,  c'est-à-dire  si  M  est  sur  la  demi-branche 
supérieure,  négativement  dans  le  cas  contraire. 

Nous  démontrerons  plus  tard  que  x  varie  ainsi  de  — x  à  -hoc, 
quand  M  décrit  toute  la  branche,  de  sorte  qu'à  chaque  point  M  corres- 
pond une  valeur  de  x  et  une  seule,  et  réciproquement. 

L'abscisse  X  et  l'ordonnée  Y  de  M  s'appellent  le  cosinus  hypcrlioinpte 
et  le  sinus  hyperbolique  de  x. 

Le  coefficient  angulaire  T  de  OM  s'appelle  la  tangente  hyperbolique  de  x. 
On  écrit  : 


1) 


X  =  chx,         Y^shx,         l=z{\\.L\ 


ce  qu'on  lit  en  prononçant  séparément  les  lettres  :  c,  h,  x;  s,  ii,  x\ 
t,  \i,  X.  "  . 


(1)  Pour  la  définition  de  cette  courbe,  voir  les  traités  de  géométrie  éléineniaire. 
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Nous  démonirerons  plus  lard  que,  de  celle  définilion  géométri(iue, 
résuUent  les  formules  : 


(2)  c\xx=      ^'      ,         Sh.r 


que  nous  pouvons,  par  suile,  au  point  de  vue  analytique,  considérer 
comme  détinissant  le  cosinus  et  le  sinus  hyperboliques. 

La  tangente  hyperbolique  sera,  à  ce  même  point  de  vue,  définie  par  : 

,„>  ,,  sha,"      e-^  —  (?~-^      e'-'"  —  1 

la  formule  T  =  ^  résultant  immédiatement  de  la  définition  de  T  comme 

coefficient  angulaire  de  la  droite  qui  joint  l'origine  au  point  (X,  Y). 
(Voir  n°80.) 

G"est  donc  en  partant  de  ces  formules  (2)  et  (3)  que  nous  allons 
étudier  les  transcendantes  hyperboliques;  mais  Timage  géométrique 
aidera  à  se  rappeler  beaucoup  de  résultats.  Cette  étude  mettra,  d'autre 
part,  en  évidence  l'analogie  remarquable  des  fonctions  hyperboliques 
et  des  fonctions  circulaires  (Irigonométriques). 

Remarque.  —  Au  lieu  des  formules  (2),  on  emploiera  souvent  avec 
avantage  les  formules  équivalentes 

(4)  e^  =  ch  0? -I- sh  X,         e--'=chx  —  sha% 

qui  en  résultent  par  additionnel  soustraction. 

101.  Propriétés  des  fonctions  hyperboliques. 

I.  La  fonction  c\\x  est  toujours  positive;  les  fonctions  shj?  et  tha^  sont 
toujours  du  signe  de  x.  En  effet  : 

1°    chx  =  ^(e^-i-- e^-'),    et    les  deux   exponentielles   e''   et  e-"  sont 

positives. 

2"    shx  =  ^(e^  —  e^^);  et,  la  fonction  e"  étant  une  fonction  croissante, 

e/  est  supérieur  ou  inférieur  à  e-'^  suivant  que  x  est  supérieur  ou 
inférieur  à  —  x,  c'est-à-dire  suivant  que  x  est  positif  ou  négatif. 

:V'   tha?  =  ^T-^   est   du   signe  de   sh:r,  c'est-à-dire  du  signe   de  x, 
eux  ^ 

puisque  chrest  positif. 

Remarque.  —  De  cho?  — ^  "^^  .  sho^  — ^  ~^  on  conclut  immé- 
dialement  ch(— a?)  =  cha?;  et  sh(— a^)  =  —  sha;;  et.  par  suile  aussi, 
pour  le  quotient  tha^r=^^,  th  (— a^)  =  —  th .x\  Donc  cha.-  est  une 
fonction  paire,  shx  et  thr  sont  des  fonctions  impaires. 
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II.  /,»'  cosinus  et  le  simis  /ii/pcrholiqueit  d'tni  mrinr  nnjumeiil  sonl  liés 

par  la  relation 

cira-  —  sh^.r  :^  1. 

Pour  obtenir  celle  relalion,  il  siiflil  d'éliminer  e^  enlre  les  ibrmules 

(2),  ou  (4),  en  tenant  compte  de  ce  que  f  '  :=  — .  Le  plus  simple  esl  de 

mulliplier  membre  à  membre  les  équations  (i);  il  vient,  en  effet, 

e^ . €-''  =  ( ch a;  +  sh x)  (eh  jc  —  sha-), 
cesl-à-dire 

1  ^Tch-a-  —  sh'r. 

/lemaniue  I.  —  Si  donc  on  pose  X^clu^,  Y  =  sha",  le  point  de 
coordonnées  (X.  Y)  esl  constamment  sur  la  courbe  dont  réquatiorf  est 
X-  —  Y-^1  :  c'est-à-dire  sur  lliyperbole  équilatère  '^  considérée  au 
numéro  précédent.  La  signification  de  \  argument  x  manque  seule  pour 
justifier  ainsi  la  définition  géométrique  des  fonctions  hyperboliques. 

liemnrque  2.  —  On  a  donc  ch-j?r:r  1 -f-sli-j:.  sh"^a7  =  clrx — 1  ;  et, 

1  1 

en  divisant  par  ch-x,  —r^-  ^1  —  Ûi-x.  ch-o-^-j r-r^j-  .Si  on  observe 

que  clix  esl.  d'après  la  formule  de  définition,  toujours  positif,  on  peut 
écrire  : 

cb X  =  v'I  -+-  sh-'a:',         cha?  =^ 


VA  on  devra  écrire,  shx  et  thx  étant  toujours  du  signe  de  a-, 
shx  =  ±v/ch^ar — 1,         sha;  = 


v/1  —  ih-x 
le  signe  ±  étant,  dans  la  première  formule,  le  signe  de  x. 

Ces   formules   montrent    que  chx  est  toujours  supérieur  ou  égal 
à  1,  et  que  ihx  reste  compris  entre  —  1  et  -h  1. 

III.  Formules  d'addition. 

Calculons,  par  exemple,  cb(aH-ô).  IJ'après  les  formules  (2),  nous 
avons  : 

ch(a  +  è)  = ^ = 2 ' 


ou,  par  les  formules  (4), 

ch(a  -^  /»)r=  g  jch«-t-  sho)  (chè  -h  shh)  -J-(cha  —  sha)  (ohh  —  shè)], 
ce  qui  se  réduit  à 

(5)  ch(a -h  ôj  =  cha  chô  H- sha -h  sh6. 

(1)  Voir  proviâoirement,  les  traités  de  géométrie  élémentaire  pour  l'équalion  d'une 
hyperbole  rapportée  à  ses  axes.  Nous  reviendrons  plus  tard  sur  la  question. 
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Et  on  trouvera  de  même  : 

(0)  si) (a  -h  6)  =  shrt  chb  -\-cha  sli*. 

On  déduirait  de  là,  sans  peine,  des  formules  de  multiplication  et 
loulrs  applications  aux  problèmes  de  division  de  l'argument. 
En  particulier  : 

c\\2x=:c\\-x  -h  sh-x,  sh2x:=2  shxcha? 

1  +  ch  X  ^  2  ch- ^ .  ch a:  —  1^2  sh-  ^  • 

On  en  déduit  aussi,  en  opérant  comme  pour  les  fonctions  circulaires. 

1  II       r.   ^  <^-+-  b    i  a  —  h 

il)  cha  —  ch6=2sn — ^ — sh — ^ — 

i8)  sha  —  shô  =  2ch — ^ — sh— ^ — 

IV.  Variations.  —  L'étude  des  variations  des  fonctions  hyperbo- 
liques est  facile. 

Supposons  que  x  varie  en  croissant  :  e""  croit;  e'-,  qui  varie  dans  le 

même  sens  que  ( — x).  décroît.  Donc  la  différence  ^  —  ^  :=shj^,  dont 

le  premier  terme  augmente  et  le  second  diminue,  varie  en  croissant. 

Ainsi  :  shr  est  une  fonction  toujours  croissante. 

La  formule  chj;  =  vl  ~i~  sh-o;  montre  ensuite  que  ch.r  varie  dans  le 
même  sens  que  la  valeur  absolue  de  shx.  Comme  sha?  est  du  signe  de 
X,  la  valeur  absolue  de  shx  varie  dans  le  même  sens  que  celle  de  x. 
Donc  ch^'  varie  dans  le  même  sens  que  .r  ];  c'est-à-dire  : 

cha?  est  une  fonction  croissante,  pour  x  positif;  et  décroissante.,  pour 
X  nér/atif. 

Quant  à  tha-.  on  peut  voir  que  c'est  une  fonction  toujours  croissante, 

l 
soit  par  la  formule  th-a?  =  1 r^-;.  qui  montre  que  la  valeur  absolue 

de  lh.r  varie  dans  le  même  sens  que  celle  de  x;  soit  par  la  formule 

^ic  l 

thr  =—, r  qui  monlre  que  Iha?  varie  dans  le  même  sens  que  e'-^. 

Des  formules 

ch.x  = y ,         sha?:= g ,         tha-^^s^-j-^, 

on  conclut  ensuite,  à  cause  de  6+=^  =  -h  2c  .  e'"^  =  0. 

ch(-hx)  =  -|- X  .         sh(-l-x)  =-h  X  .         th(~x)=:l. 
ch( — X  )  ^ -h  X  .         sh  ' — x)=z  —  X.         th( — 3C  )  =  — 1. 
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Les  résulUils  pour  x^-hx  résullt'iit.  du  resle.  des  résultais 
relatifs  à  x=z  —  x  ,  à  cause  de  la  parité  de  chr  (M  de  l'imparité  de 
sh.r  et  de  tli.r. 

En  lin.  on  Irouvo  immédiatement  : 

cliO=l.         shO=:l).         tliO  =  0. 

On  peut  alors  tracer  les  courbes  qui  représentent  les  trois  fonctions 
hyperboliques  : 

y  =  cha\  j/:=sha", 


X      X' 


La  première  est  symétri- 
que par  rapport  à  ij'y.  Pour 
les  deux  autres,  l'origine  est 
centre  et  point  d'inflexion; 
et  il  résulte  des  expressions 
des  dérivées,  que  nous  allons 
calculer,  que  la  tangente  à 
l'origine  a  pour  pente  1. 

Remarqua.   —   La   courbe 

qui   représente   la    fonction 

y  =  chx  porte    le    nom    de  chaînelle,  parce  qu'elle  a   la  forme  que 

prend  un  fil  homogène  pesant,   parfaitement  flexible  et   d'épaisseur 
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nrgligeablo.  quand  on  le  suspend  par  ses  oxlréinilés  {chaîne  d'épais- 
seur infiniment  petite).  D'une  manière  plus  précise,  les  chalnettrs  sont 
les  courbes  homothéiiques  à  la  courbe  y  =chj!'.  l'axe  Oy  étant  supposé 
vertical  et  dirigé  vers  le  haut.  Ou,  ce  qui  revient  au  même,  elles 
sont  7'eprésentêes  par  celte  courbe,  à  des  échelles  différentes. 

Supposons  donc  que  l'on  change  l'unité  de  longueur,  qui  était  OA 
dans  la  figure  ci-dessus,  puisque  chO::=  1.  Soient  a,  X,  Y,  les  mesures 
nouvelles  de  OA,  et  des  coordonnées  ÔlJ,  L'M  d'un  point  quelconque  M 
de  la  courbe.  Si  les  mesures  de  ces  coordonnées  étaient  (avec  l'unité 
particulière  OA),  x  et  y,  on  a,  d'après  la  proportionnnlité  des  mesures 
dans  les  changements  d'unité, 

fl  _  X  _  Y  _  X  _  Y 

1       X       ?/  '  "         ^       f  '         ^^       «  * 

Véqualion  qénérale  des  chaînettes  est  donc  ~^cli—  ou  : 
'  -^  a  a 

Y:=flCh-. 

a 
Cliacune  est  caractérisée  par  la  valeur  du  paramètre  a. 
L'axe  des  X  a  une  position  déterminée  par  rapport  à  une  chaînette 
donnée  par  l'équation    précédente,  puisqu'il  est  à  une   distance   du 
sommet  A  égale  au  paramètre.  On  l'appelle  la  base  de  la  chaînette  : 
Taxe  des  Y  en  est  l'axe  de  symétrie. 

p^  L_    p — ^  P/^  p — -^ 

V.   Dérivées.  —  Des   formules  chj'  =  ^ — ^ ',  sha?  =  ^ — ^ ,  on 

tire  :  /      .x  " 

(dix)  == ^ — ^ '= ^ =  shx 

(shx)  = ^ '-  = ^ =  chx. 

Donc  la  dérivée  de  chx  est  shx;  la  dérivée  de  sh.r  est  cha?. 

sh  X 
.Mors,  on  conclut  de  th.r=r-— —    que  la  dérivée  de  thx  est  : 

ch.r    ^ 

chjj.cha?  —  shx.shj:      ch^a?  —  sh-a?  1 


ch^x  ch^a?  -ch^a? 

Donc,  la  dérivée  de  tlia?  est    .  „    ^=  1  —  th-.r. 

ch-x 

Remarque  générale.  —  Les  fonctions  hyperboliques  s'expriment  au 

moyen  de  la  seule  exponentielle  t=:e'';  car  on  a  e~''  =  -  ,  et,  par  suite  : 

X  =  cha-  =  2\'+ J  =  -27-'         ^='^'^  =  2V~7J"=~27~' 

j 1 sh^r /-' —  1 

char       /'--4-1' 
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Pour  avoir  les  fondions  inverses,  il  faudra  résoudre  ces  équations 
par  rapport  à  x.  Cela  se  fera  en  les  résolvant  d'abord  par  rapport  à  /; 
et  on  aura  ensuite  .r  =  log/.  Ces  fo)iclions  inverses  s'e.vi)r'nni'i-onl  doue 
toutes  par  des  logarithmes.  Nous  allons  examiner  séparément  ces  trois 
fonctions. 

102.  Fonctions  hyperboliques  inverses.  —  1"  La  fonction  inverse  de 
y  =  chx  s'appelle  anjumcnl  chj/,  et  s'écrit  j'  =  argchj/  :  cela  veut  dire  : 
arqumi'nt  dont  le  cosinus  hyperbolique  est  égal  à  y. 

D'après  la  courbe  qui  représente  j/  =  chj:,  on  voit  que  argcliy  n'est 
défini  que  pour  y  ^  l  ;  et  a,  alors,  deux  valeurs  égales  et  de  signes  con- 
traires. La  valeur  positive  correspond  à  Arg  ch»/,  ou  détermiuntion  prin- 
cipale de  argchj/  :  elle  est  croissante,  et  croit  de  0  à  ~\- oc. 

On  obtient  son  expression  explicite,  en  résolvant  en  x 

e^  H-  e-' 

y= — 2 — • 

En  multipliant  les  deux  membres  par  e"",  cette  équation  devient, 
conformément  à  la  remarque  précédente,  une  équatien  en  e""  : 

Cette  équation  a,  en  e^,  deux  racines  positives  dont  le  produit  est 
égal  à  1;  celle  qui  correspond  à  x  >  0  devant  être  supérieure  à  1, 
(puisque  e^  >  1  pour  x  >  0),  est  la  plus  grajide,  c'est-à-dire 


î/-+-vr  — 1- 


On  en  tire  x  :=  log(y  H-\'y-  —  1).  En  changeant  les  notations,  on  a 
donc  : 


(2)  Arg  ch  j  =  log(>r-i- yx- — 1),         où         x^l. 

L'autre  détermination  serait,  de  même, 

\og(x  —  \x-  —  l)  =  —  log(x  -\-  \,X^ —  i). 

Les  deux  logarithmes  sont  bien  égaux  et  de  signes  contraires,  car  ils 
portent  sur  deux  nombres  inverses.  On'a,  en  effet, 


{x  —  ^x'  —  l){x-i-  sjx'  —  1  )  =:  L 

C'est,  du  reste,  la  simple  vérification  du  fait  énoncé  plus  haut,  que  le 
produit  des  racines  de  (1),  en  e',  est  égal  à  1. 

2"  La  fonction  inverse  de  y=zshx  s'appelle  de  même  argument  sh  y, 
et  s'écrit  a;  =  argshy.  Elle  a  une  valeur  et  une  seule  pour  chaque  valeur 
de  y;  elle  est  impaire,  croissante^  et  varie  de  — oo  à  -+-x.  C'est  ce  que 
montre  la  courbe  qui  représente  y=shx. 
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Pour  avoir  l'expression  explicite  de  x  =  ar^shij,  nous  résolvons  : 
y  =  '^~l'  \         ou         {e^y-^2y.(e^)-i=0. 

Celte  équation  en  c^  a  une  seule  racine  positive,  seule  acceptable 
puisque  e""  >  0,  


On  tire  de  là  x  =  [og{y  -h\jy'^-h  1),  et  on  peut  écrire  : 
(3)  argsha':=log(ar-|- v'-r'-f-l)- 

3"  La  fonction  inverse  de  \]^=.W\x  s'appelle  argument  tliy,  et  s'écrit 
a=argtlrj/.  Ellenesl  définie  que  dans  l'intervalle  ( — 1,  -f- 1),  et  y  a 
une  valeur  et  une  seule;  elle  est  impaire,  croissante,  et  varie  de  — x  à 
-+-  ce.  C^est  ce  que  montre  la  courbe  qui  représente  y  =  ihx. 

Pour  avoir  l'expression  explicite  de  x  =  argihy,  nous  résolvons  : 

e^  —  1  .,.       1-1- V 

y  =z    ^  ou         e-'  =  -. ^  . 

On  en  tire  : 


On  peut  donc  écrire  l'identité  : 


(4)  argtha-=:logy  ^-^,         où         —  l<x<l. 

102'^'*.  Dérivées  des  fonctions  hyperboliques  inverses.  —  On  peut 
calculer  les  dérivées  de  ces  fonctions  à  partir  de  leurs  expressions 
explicites;  c'est  ce  que  nous  avons  fait,  sous  une  forme  un  peu  plus 
générale,  au  numéro  96, 

Appliquons  ici  le  théorème  des  fonctions  inverses  (numéro  80). 

1"  Pour  y  =z\Tg chx,  xz=chy,  et  y  >  0.  Donc 

'— i  _    1    _         i         _       i 

y^  —  x]  —  sh  y  ~  ^ch^y  —  i  ~  v^^nri  ■ 

On  a  pris  le  radical  avec  le  signe  +,  parce  que  shy  est  du  signe 
dé  y,  qui  est  positif.  Donc  : 

1 

la  dérivée  de  Arg  eh  a?  est  • 

\x:^  —  1 

2"  Pour  2/ =  arg  shJ7,  or^shî/.  Donc 

,_  1  _    1    _         1         _       1       . 

x',j       chy       Vsh'yH-1       v'^'+i' 

la  dérivée  de  arg  shx  est 


sjx^ 
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A    IN>iir  »/  =  arglli.r,  .r=lh7.  Donc 


I 


ir^y) 


cil-// 


1 


1  —  lir-J/~l— a-*' 


Cl»' y 


la  dérivée  de  ar^  lli  .r  est 


1— x* 


;î  3.  —  HEMARQL'ES   SIU    LES   TUANSCENDANTES   ÉLÉMENTAIRES 
103.  —  Tableau  des  dérivées  des  transcendantes. 


TRANSCKSDANTKS    niRKCTES 

rn.VNsr.E.N HANTES  inversks 

Fonctions. 

Dérivées. 

Fonctions. 

Dérivées. 

a" 
«^ 

cosx 

sina* 

Igx 

ch  j 

shx 

\hx 

—  sinx 
cosx 

logaX 

logx 

A  rc  cos  X 

Arcsinx 

arc  tgjr 

.\rgch.'f 

arg  shx 

argtlix 

1 

xloga 
1 

;r 

1 

v'I  —  X* 

1 

v'I   -  X2 
1 

cos^x 
sbx 

ch.T 

1 

1  +x'- 

1 

V/X2  — 1 

1 

XX2+"Ï 

i 

ch-x 

1  —  .r2 

/{emarqne.  —  Les  dérivées  des  Iranscendanles  directes  sont  trans- 
cendantes; mais  les  dérivées  des  Iranscendanles  inverses  sont  algébriques. 
C'est  ce  qui  fait  l'importance  de  ces  dernières  pour  le  calcul  intégral. 

104.  Formules  d'addition.  —  De  la  formale  d'addition  c""'"'' =  c''.e^  onadéduit.en 
posant  x-=.è',  a  =  e',  la  formule  logx  4- loga  =  log(xa)  (n"  53).  On  peut  obtenir 
de  même  les  formules  qui  donnent  la  somme  de  deux  transcendantes  inverses, 
circulaires  ou  hypert)oiiques,  de  même  nature. 


I 
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Soit  y  —  Arc  Igx,  |i  =  Arc  tpa;  c'esl-à-dire  x  =  Igy,  a.  =  tg|i,  avec  —  ^  <  j  <  ^  . 

—  .',"  <  p  <  ^" .  La  formule  : 

donnera,  en  passant  aux  fonctions  inverses,  v  +  3  =  arc  tgj — — — ,  ou 

(1)  Arc  tg X  +  Arc  tg a  =  arc  tg ^_^^ » 

la  détermination  du  second  membre  devant  être  convenablement  choisie. 
Soit  y  ^  Arcsinx,  p  =  Arcsina;  c'est-à-dire  x  =  siny,  a  =  sin;3,  avec  —  .y<y  <5  > 

—  .y  <  ?  <  !j-  La  formule 

sinO'  -f-  1^)  =  sin  j  cosfi  -|-  sin  fl  cosy  =  a;  s  1  —  a-  -j-  a  v'I  —  x^^ 

donne,  en  passant  aux  fonctions  inverses,  y -)- ?  ^=  sr'^  sin  (x  \  i  —  ■x--{--x\l — x-), 
c'est-à-dire  (la  détermination  à  choisir  pour  arc  sin  dépendant  des  cas), 

(2)  Arc  sinx  +  Arc  sin  a  =  arc  sin  x  \l  —  x-  -{-  -x  \l  —  x-). 
Od  trouvera  de  même  : 

(3)  Arc  cosj  -j-  Arc  cosa  =  arc  cosixx  —  \l  —  x^  \  1  —  a^); 
et,  pour  les  fonctions  hyperboliques,  les  formules  analogues  : 

(4)  arg  th  X  +  arg  th  a  =  arg  th  ^J^^^  - 


( 5)  arg  sh  X  +  arg  sh  a  =  arg  sh  (x  Va*  +  1  +  *  V'^j-  -+-  1  ) 

(6)  Argchx -|- Arg  cha  =  Arg  chi'xa -f- \x2  —  1  Va^  —  !)• 

105.  Correspondance  entre  les  ionctions  hyperboliques  et  circulaires.  —  Ou 

peut  établir  une  corrélation  entre  les  fonctions  hyperboliques  et  les  fonctions  circu- 
laires. En  eiïet,  x  étant  un  argument  arbitraire  donné,  positif  ou  négatif,  on  peut 
poser  : 

(1)  shx=rtgU 

en  définissant  par  là  un  arc  u  qu'on  supposera  compris  entre  — .j  et  -{- ^ .  En 
d'autres  termes,  on  pose 

gX   g—X 

(2)  u  —  Arc  tg  (sh  x)  r=  Arc  tg :j 

On  déduit  alors  de  (1) 

ch2x=  1  4-3h2x=  1 -f  lg2u 


cos^  u 
et,  comme  cosu  est  positif  (à  cause  de  —  îj  <  "  <  7)  >  ainsi  que  dix, 

1 

(3)  chx  = . 

^  cosu 

Enfin,  on  tire  de  (1)  et  de  (3),  thx=  -r — =  tgu  cosu  =  sin;/,  donc  : 
>  \  ;  \  n  chx        ° 

(4)  thx  =  3inu. 
En  résumé,  on  a  les  égalités  simultanées, 

shx  =  tL'u,        chx  = ,        thx  =  sinu, 

"  cos  u 


l'arc  u  étant  compris  entre  —  -^  et  +  '^  • 
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e\i:ir:ices  si  a  le  ciiapithi:  mi 

1°  Vérifier  le  tableau  de  dérivées  suivant  : 

1.  —      log  Arcsinx]  a  pour  dérivée     -^== 

y'I  —  a;*.Arc  sinx 

1 

2.  —       loclArclgx!  —  77—; — rrî ; —  ■ 

--  '  o    .  ^^■  ^  x')Arc  tgx 

3.-      e       ^''  -  -e        v/x »_^. 

2(1  +x))Jx 


.     a  —  X 
•♦.  —      arc  Ig 


1 


1  +  ax  1  +  X*  • 

2 

o.  —      Arcsin(2xv'l— x«)  —  dr- (discuter  le  signe). 

\  1  —  X* 

6.—       Arcsin(3x  — 4x^)  —  ±: ^   (discuter  le  signe). 

\i  —  x^ 

.    Jl — a*. sinx  ±v'l — «"    /j-       .      i      •       \ 

'.  —      Arcsin^h —  -, — ^ (discuter  le  signe). 

i — acosx  1 — acosx  ^  "     ' 

Pouvait-on  prévoir  les  résultais  simples  obtenus,  pour  les  exemples 
4,  5,  6? 

X 

2°  Exprimer  chx  et  shx  en  fonction  de  u  =  th^  • 


3°  Calculer  les  dérivées  de 


x-+-a  ,,  3x-|-x' 


argsh2xv/l-i-x-,         argtli^-^-^,         argtlij-^^-^, 

Expliquer  les  résultats  obtenus. 

•4"  Montrer   que   la  fonction  inverse  de  la  fonction  introduite  au 
numéro  lOo 

u  =  Arc  tg(shx) 

eslx  =  Iogtg(|-}-|Y  Calculer  u'^  et  x,',. 


CHAPITRE   VIIT 

PREMIÈRES   APPLICATIONS   DES    DÉRIVÉES.    COMPARAISON 
DES  INFINIMENT  PETITS  ET  DES  INFINIMENT  GRANDS 

S    1.    —    THÉORÈME    DE   ROLLE.    —    FORMULE   l-ONDAME.NTALE 

106.  Théorème  de  Rolle.  —  Si  une  fonction  f(x),  définie  dans  un 
intervalle  (a,  b),  s'annule  pour  x:=:  a  et  pour  x  =  b^  et  si  elle  est  continue 
pour  ces  valeurs '^\'  si,  de  plus,  elle  a  une  dérivée  pour  toutes  les  valeurs 
de  X  comprises  '■^'  entre  a  et  h,  il  y  a  au  moins  une  valeur  c,  comprise 
entre  a  et  b,  pour  laquelle  cette  dérivée  est  nulle. 

En  effet,  si  f{x)  est  nulle  dans  tout  l'intervalle,  le  théorème  est 
évident,  car  elle  est  constante,"  et  sa  dérivée  est  nulle  pour  toute 
valeur  c,  comprise  entre  a  et  6. 

Supposons  donc  que  fix)  prenne,  par  exemple,  des  valeurs  positives. 
Comme  f{x)  a  une  dérivée  pour  toute  valeur  de  x  comprise  entre 
a  et  b,  elle  est  continue  pour  a  <  x  <  è;  comme  elle  est  continue  de 
plus,  par  hypothèse,  pour  x  =  a  et  x^b,  elle  est  continue  dans 
Tinlervalle  {a,  b).  Donc  elle  a,  dans  cet  intervalle,  un  maximum  absolu, 
qu'elle  atteint  au  moins  une  fois  (n°  24).  Mais,  comme  elle  prend  des 
valeurs  positives,  ce  maximum  absolu  est  positif,  et  ce  n'est  ni  pour 
x=  a,  ni  pour  x  =  b,  qu'elle  peut  l'atteindre,  puisque,  pour  ces  valeurs, 
elle  est  nulle  par  hypolhèse.  Donc  elle  alteint  ce  maximum  absolu 
pour  au  moins  une  valeur  de  x  comprise  entre  a  et  b. 

Soit  c  une  telle  valeur.  La  différence  /'(c  +  /i)  —  f{c)  est  négative  ou 
nulle,  pourvu  que  c -{- h  appartienne  à  l'intervalle  (a,  b),  ce  qui  a  lieu 

(1)  Voir  le  numiTO  24,  pour  la  signification  de  la  continuité  aux  bornes  d'un 
intervalle. 

(2)  Voir  le  numéro  2,  pour  le  sens  précis  de  ce  mot. 

MATH.    GKNKnALES.    —   I.  10 
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pour  h  inliniinonl  polil,  posilif  ou  néiiatif,  puistiiio  r  t'sl  compris  entre 
a  et  b.  Considorons  alors  le  rapport  : 

fie -r- h) -fie) 

h 

Par  hypothèse,  il  tend  vers  une  limite  f{c),  lorsque  //  tend  vers 
zéro.  Mais,  pour  h  positif,  il  est  négatif  ou  nul,  comme  son  numérateur; 
de  sorte  que  sa  limite  f"{c}  n'est  pas  positive.  Pour  h  négatif,  il  a  le 
signe  contraire  à  celui  de  son  numérateur,  c'est-à-dire  (ju'il  est  positif 
ou  nul;  donc  sa  limite  f'{c)  n'est  pas  négative. 

.\iosi  f'(c)  n'est  ni  positif,  ni  négatif.  On  a  donc  f'{c)^{),  ce  qui 
démontre  le  théorème. 

Si  f{x)  ne  prenait  que  des  valeurs  négatives  ou  nulles  dans  l'inter- 
valle (a,  6),  on  raisonnerait  de  même  sur  son  minimum  absolu. 

Remarque  I.  —  On  énonce  souvent  le  théorème  d'une  manière 
abrégée  :  Entre  deux  racines  de  la  fonction,  il  ;/  a  au  moins  une  racine 
de  la  dérivée. 

Remarque  2.  —  .\u  point  de  vue  graphique,  le  théorème  signilie  que 


y 

C 

y 

^Y\ 

\. 

0 

<L 

C 

b 

X 


la  courbe  \f-=f{x\  parlant  du  point  .\  sur  OvC  pour  arriver  au  point  B 
situé  aussi  sur  Ox,  a  une  tangente  parallèle  à  Oa^,  soit  au  point  le  plus 
haut,  soit  au  point  le  plus  bas.  Ce  que  l'on  peut  considérer  comme 
intuitif,  si  la  courbe  a  une  tangente  en  tout  point  de  l'arc. 

Remarque  .'j.  —  La  démonstration  n'exclut  pas  le  cas  où  la  fonction 
pourrait  avoir,  pour  certaines  valeurs  x  de  Tinlervalle,  une  dérivée 

infinie  île  rapport    --^  devenant  infini,  pour  ces  valeurs  de  x,  par 

valeurs  d'un  même  signe  [n°  841). 
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C'est  le  cas  où  il  y  a.  sur  lare  AlJ,  un  point  d'intlexion  I,  à  tangente 

7 


parallèle  à  Oy,  ou  plusieurs.  Mais  le  cas  d'un  rebroussement  R  est 
exclu;  et  le  théorème  est  alors  en  défaut.  (Voir  les  figures;) 

Remarque    /.  —  L'une  des  valeurs  a  ou  b  peut  être  racine  de  la 


y 

c 

A  ^ 

^ 

\. 

0 

CL 

C 

h 

dérivée,  mais  elle  est  alors  distincte  des  racines  c  annoncées  par  le 
tliéorème,  et  qui  sont,  comme  il  est  énoncé,  comprises  entre  a  et  b. 

107.  Théorème.  —  Si  les  fonctions  f'[x)  et  g{x)  tendent  vers  zéro 
lorsque  x  tend  vers  «,  sans  être  jamais  nulles  toutes  deux;  et  si  elles 
ont,  pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre  a  et  6,  des  dérivées  f'{x) 
et  (j'{x),  qui  ne  soient  jamais  nulles  en  même  temps;  alors,  pour  ces 
mêmes  valeurs  de  x,  on  a  la  formule 


(A) 


où  x^  désigne  un  nombre  compris  entre  a  et  x. 

Remarque.  —  Si  6  >  a,  il  suffit  de  supposer  que  f{x)  et  g{x)  tendent 
vers  '/.éro  lorsque  x  tend  vers  a  par  valeurs  plus  grandes  ;  si  b  <,  r/, 
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«lUfllos  IcMidonl  vers  zéro  lorsque  x  Icnd  vers  a  par  valeurs  plus 
potilos. 

f)i'-motislraliou.  —  Soi(  x„  un  nombre  quelconque,  compris  entre  a 
.'1  /.    1,.'  lliéorème  de  HoUe  s'applique  à  la  loncliou 

A^).7(^o)  — ^(^)A-^o). 

dans  Tinlervalle  (a,  x^),  pourvu  que  Ton  rouvienne  de  lui  donner,  par 
délinilion,  la  valeur  zéro,  pour  x=^a.  Kn  elVel,  elle  s'annule  pour 
d-  =  a,  par  délinilion.  Elje  est  continue  pour  cette  valeur  de  x;  car 
elle  tend  vers  zéro  lorsque  x  tend  vers  a,  puisque,  par  hypothèse,  f{x) 
et  g{x)  tendent  alors  vers  zéro.  Elle  s'annule  identiquement,  (quel  que 
soit  x^),  pour  x  =  x^.  Elle  a  une  dérivée  :  f'[x)g{x^^  —  O'i^)fi^o)j  sauf 
peut-être  pour  x  =  0.  Celle  dérivée  s'annule  donc  pour  une  valeur 
x  =  x^  comprise  entre  a  et  x^.  On  obtient  ainsi  : 

(1)  r(-r.)î7W-?'(^JAW  =  0; 

on  en  conclu!  : 

(,n  /(£o)_/l(£i}, 

ce  qui  est,  aux  notations  près,  la  formule  (A),  qu'il  s'agissait  d'établir. 

Pour  passer  de  l'égalité  (t)  à  l'ôgalilé  (2),  il  faut  supposer  que  gix^)  et  ;/  (o-j)  sont 
dilTérents  de  zéro.  Si  gix^)  était  nul,/^J-(,)  ne  le  serait  pas,  puisque /(a;)  et  g{x)  ne 
s'annulent  pas  en  môme  temps;  par  suite  l'égalité  (1)  donnerait  3' (Tj)  =  0.  .Mais 
alors /'(jr,)  ne  serait  pas  nul,  puisque /'(x)  et  g' (x)  ne  s'annulent  pas  en  même 
temps;  et  on  pourrait  déduire  de  l'égalité  (I),  au  lieu  de  l'égalité  (2),  l'égalité 

n>  9(^0)  _  9' Ui) 

dont  les  deux  membres  seraient  nuls.  Cette  formule  indique  le  sens  (|u'il  faui 
attribuer  à  l'égalité  (A),  lorsque  les  deux  dénominateurs  de  cette  formule  sont  nuls 
à  la  fois.  On  dit,  pour  abréger,  que  les  deux  membres  étant  induis  à  la  fois, 
l'égalité  subsiste  encore  dans  ce  cas. 

Hemartiuons  que  l'on  n'a  fait  aucune  hypothèse  sur  les  fonctions /(x)  et  g{x)  pour 
la  valeur  x  =  a  elle-même  :  elles  f)euvent  être  définies  ou  non,  continues  ou  non, 
pour  cette  valeur.  Dans  l'interprétation  géométrique  suivante,  nous  préciserons 
davantage. 

108.  Interprétation  géométrique.  —  .Au  lieu  de  considérer  une 
courbe  plane  comme  représentant  les  variations  d'une  fonction,  on 
peut  la  considérer  comme  la  trajectoire  d'un  point  mobile.  Chacune 
des  positions  M  de  ce  point  correspond  alors  ;'i  une  valeur  particu- 
lière d'une  variable  auxiliaire,  ou  paramètre,  t.  En  cinématique,  c'est 
le  temps  qui  joue  le  rôle  de  paramètre  (n"  10);  et,  on  peut,  inverse- 
ment, se  représenter  toujours  un  tel  paramètre  comme  jouant  le  rôle 
du  temps. 
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Les  coordonnées  (r,  ij)  du  point  mobile  M  considéré  sont  donc  des 
fonctions  do  /  :  • 

(1)  ^  =  /(0-      y  =  9{t)- 

Les  équations   que   nous  écrivons   ainsi  s'appellent   les   équations 
paraiiiririques  de  la  courbe'". 
Ce    seraient,    en    cinématique, 
les    équations    du    mouvement 
du  point  M. 

Un  point  voisin  Ai'  corres- 
pond à  une  autre  valeur  i-f- A/ 
du  paramètre;  et  ses  coordon- 
nées sont  x-l- A  a%  1/ -h  A»/;  \x 
et  ày  étant,  comme  toujours, 
les  accroissements  des  fonc- 
tions (1)  qui  correspondent  à 
raccroissement  M  de  la  va- 
riable. 

On  peut  donc  prendre  comme 
coefficients  de  direction  de  la 

sécante  MM'  les  quotients  — -,  — ^,  qui  sont  proportionnels  aux  com- 

posantes  \x\  \y  du  vecteur  MM'.  Lorsque  M  tend  vers  zéro,  ils  tendront 
vers  les  dérivées  x'^f'(t),  7/'^g'(l).  si  celles,-ci  existent.  Comme  la 
sécante  tend  alors  vers  la  tangente,  ces  dérivées,  si  elles  ne  sont  pas 
nulles  toutes  deux,  fourniront  un  couple  de  coefficients  de  direction  de 
cette  tangente. 

Ainsi,  les  coefficients  de  dvection  de  la  (antjente  à  une  courbe  sont  les 
dérivées  des  coordonnées  du  point  courant  de  la  courbe,  prises  par  rap- 
port au  paramètre  employé  dans  la  représentation  paramétrique  de 
la  courbe  que  l'on  utilise  -'. 

(I;  Exemple.  —  Les  équations  .r  =  cosi,  y  =  sin< 
sont  les  éiiualioiis  paramétriciues  du  cercle  tri- 
gonométrique.  Le  paramètre  t  est  la  mesure,  eu 
radians,  de  l'arc  AM.  Au  point  de  vue  cinéma- 
tique, ces  équations  définissent,  sur  ce  cercle, 
un  mouvement  uniforme,  de  vitesse  1. 

(2)  Le  cas  de  la  courbe  y^f{x)  peut  être 
considéré  comme  un  cas  particulier;  car  on 
peut  remplacer  cette  équation  par  le  système 
équivalent  :  x^=t,  y=f(t).  On  a  ainsi  x',  =  1, 
yi=f'{t)=:f'{T);  de  sorte  qu'on  obtient  pour 
coefficients  de  direction  de  la  tangente  les  valeurs 
1  Qtf'ix).  On  retrouve  donc  ce  résultat  fondamental  que  le  coefficient  angulaire  de 
la  tangente  est  y'  =  f'{x). 
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Le  vecteur  x\  y'  ainsi  inlroduil  nesl  pus  aiiire  chose,  au  poiul  de 
vue  oinémalique.  (jue  le  recteur  ritesse. 

Cela  posé,  supposons  que  /"(/)  et  </(/)  s'annulent  pour  t  =  (i.  Le 
point  correspondant  do  la  courbe  est  l'origine  0. 

Désignons  toujours  par  M   le  point  qui  correspiuul  à  une  val<>ur  / 

(lueleonque  du  paramètre.  ^'/ 
nn  suppose  que'f{i)  et  (/{t)  ne 
sont  pas  nuls  tous  deux,  ce 
point  n'est  pas  confondu  avec 
!<•  point  0.  Un  peut  alors  con- 
sidérer comme  intuitif  que, 
sur  l'arc  UM,  ri  y  a  entre  0  et 
M,  \in  point  P  oh  la  tan'joile 
-^  est  parallèle  à  la  corde  O.M  '  . 
Soit  /,  la  valeur  correspon- 
dante du  paramètre,  qui  est 
comprise  entre  '/  et  /. 
Les  coefficients  de  direction  de  O.M  étant  .r=j /"(/),  y  =  fj{l);  et  ceux 
de  la  tangente  en  P  étant /"(/,),  y'(/,),  le  parallélisme  des  deux  directions 
s'exprime  par  la  condition  : 

m  ^  Oit)' 
ce  qui,  aux  notations  prè?,  est  précisément  la  formule  (A). 

;;  2.  —  DÉIUVÉES   SL'CCESSIVES 

109.  Dérivées  successives.  —  Soit  y  =  f(x)  une  fonction  ayant  [njur 
dérivée  y'  =  /"{x).  Cette  dérivée  est  elle-même  une  fonction  de  .r  qui 
peut  avoir  une  dérivée  :  celle-ci  sera,  par  définition,  la  dérivée  seconde 
de  f{x).  On  la  représente  par  y"^f"{x).  Par  opposition,  la  dérivée 
y'  ::=f"[x)  Sera  dite  dérivée  première  de  f(x). 

De  même,  la  dérivée  de  la  dérivée  seconde  s'appelle  la  dérivée  troi- 
sième et  se  représente  par  y'"  =  f"'{x)',  et  ainsi  de  suite.  La  dérivée 
d'ordre  ».  ou  dérivée  m'""*  se  représente  par  y"  ^  f  "  (x). 

Exemple  I.  —  Dérivées  successives  dnn  monôme. 

Soit  7  =  A.r".  On  a,  successivement  : 
y'  =  n\x"-\       y"  =  n  (n  —  1)  Aa?""-,     y'"  =  n{n  —  1)  (u  —  2)  Ai^'•-^  .... 
A  chaque  dérivation  nouvelle,  l'exposant  de  x  diminue  d'une  unité,  et 
un   facteur  nouveau   s'introduit  dans  le   coefficient.   On   a  donc,  en 
général,  après  p  opérations,  y''=n{n  —  l)(n  —  2) . , .  (« — /r-f-1  Ax"~''; 

(I)  C"mI,  sous  une  forme  un  peu  plus  générale,  l'idée  géométrique  qui  conduit 
au  théorème  de  Hollf.  (Voir  n"  10(i,  remarque  2.) 
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v.i  on  arrive  ainsi  à  : 

y"-'  =  n  {)i  —  1  )  {n  —  2)  ...3.2.  \x,     y"  =n{n—l)  (n  —  2) .  . .  3 . 2 . 1 .  A . 

Les  dérivées  suivantes  sont  nulles. 

Exemple  II.  — ■  Dérivées  successives  d'un  polynôme.  Soit  : 

y  =z  Ao-x"  -hAi-x"-'  -h  .  . .  +  ki.x"-''  -h  . . .  -t-  A„_ia;  -f-  A„. 

En  prenant  les  dérivées  successives  terme  à  terme,  on  trouve, 
d'après  Texeniple  précédent,  des  polynômes  dérivés  de  degrés  décrois- 
sants : 

i/  =  nA^a?"-'  -\-{n—  1)  A^x"^-  -+■...  -h  {n  —  k)A,,x"-''-^  +  . . .  -f-  A„_i 
ij"  =zn{n  —  i)AgX"--  -+-  (n  —  1)  (n  —  2)  Ajic"-^  -h  . .  . 

. . .  +  (n  —  k)  (n  —  k  —  1)  \/<x"-'-'  +  . . .  -f-  2. 1 .  A„_,. 

y'!''  =  n  (n  —  !)...(«  — p  -+-  1)  A^x"""  H-  .  .  . 

...+(»  —  A-)  {n  —  /v-  —  1)  ...  (n  —  /,•  —  /9  -4-  1)  A/.a-"-''-'' 
+  ...4-2j(j0  — 1)  ...2.1.A,_p. 


)/"  =»(«  — 1)(»— 2)  ...  3. 2.1. A,. 
Les  dérivées  suivantes  sont  toutes  nulles. 
Exemple  III.  —  Dérivées  successives  du  logarithme  népérien. 
Soit  y  =  log.r.  Comme  y'  =.    ,  on  en  déduit  : 

1  ,;/       1.2  .^  1.2.3 

?/=--.,      y  =-^,      r= — ^.  ••• 


y 


„^  1.2.3...  (n-i) 


Exemple  IV.  —  Dérivées  successives  de  sina,-  et  de  cosx. 

Soit  y  ^  sinj;.  La  dérivée,  (/'  =  cosa',  peut  s'écrire  y' =  sin(  a* -i- ^  ). 
On  en  déduit  alors,  on  tenant  compte  du  théorème  des  fonctions  de 
fonctions,  et  en  observant  que  la  dérivée  de  x -\- ^   est  1, 


?/"  =  sin[^(^a^  +  |W^J  r=sin(^j?  +  2ïY 


On  en  déduit  de  même 


y'"  =  sin  [('^^  Ç)  "^  l]  ~  sin(^x  +  3^)  ; 
et,  de  proche  en  proche,  généralement  : 

y'"  =s\n(^x -h  n^j' 


ir>2  PHKMiKiiEs  aim'I.1(:ations  ni:s  dkiuvkks 

On  IrouM-  ilouc,  iinjcliniinent  el  périodiquemonl,  les  quatre  Iniiclions  : 
s\nx,        cosj",         — sinx,         — cosa-;  .... 
De  môme,  pour  les  ilérivées  de  cosar.  on  a  : 

y  =  COSx,         II' =  —  sin.r  =:  cosi  ar-h^ "j 

y'"'  =  cos  (  .r  -{-  n  ^^  j .  ... 

ce  qui  donne,  périodiquemenl,  el  indelinimenl, 

cos.r,         — sina",         — cosa',         sin./;  .... 

Jimnaj'tjue.  —  Les  fondions  j/  =  sin.r.  et  î/  =  cosa-;  et,  plus  généra- 
lement y  =  A  cos.r-|-  B  sinar  satisfont  à  l'identité 

Une  telle  relation  s'appelle  une  équation  di/fcrcnlielli'.  parce  qu'elle 
a  lieu  entre  la  fonction  et  ses  dérivées;  elle  sera  dite  du  srxond  ordre, 
parce  qu'elle  contient  la  dérivée  seconde,  et  non  les  dérivées  d'ordre 
supérieur. 

110.  Théorkme.  —  6'«  les  fonctions  f{x)  e(  g{x)  ont  des  dérivées  succes- 
sives d'ordre  1,  ^,  3,  . . .,  n,  pour  les  valeurs  de x  comprises  entre  a  et  b;  et 
si  elles  tendent  vei's  zéro,  ainsi  que  leurs  dérivées  successives  d'ordre 
1,  2,  3,  . . .,  n  —  1.  lorsque  x  lend'^''  vers  a;  on  a,  pour  chaque  valeur 
de  X  comprise  entre  a  et  b,  la  formule 

où  ;  est  lui-même  compris  entre  a  et  x. 

En  effet,  en  appliquant  la  formule  (A),  du  numéro  107,  successivement 
f    f  f,i-i] 

aux  rapports  -,'-;,  .  •  •  '  „_i  ,  on  obtient,  de  proche  en  proche, 

i{x)_nx^_r{x.;)_    _f'"-'K^n-d_f"{i). 

0{x)-g'{x,]  -g"{x,)  r-"(a^n_,)~9""(5)' 

x^  étant  compris  entre  a  et  a?;  .r^  étant  compris  entre  a  et  x^  ;  et  ainsi  de 
suite;  enfin  ;  étant  compris  entre  a  et  x„_i.  Les  nombres  a,  ;,  a?„_i,  . . ., 
a".,,  X,,  X,  sont  ainsi  rangés  par  ordre  de  grandeur;  donc  ;  est  bien 
entre  a  et  x,  et  la  formule  est  établie. 


(1)  Ici  encore,  comme  pour  le  théorème  analogue  du  numéro  107,  dont  celui-ci  est 
une  généralisation,  x  tend  vers  a  en  restant  dans  l'intervalle  a,  b).  Et  on  doit 
supposer  que  ni  /  el  g,  ni  /'  et  g',  ni  /"  et  g",  . . .,  ni  / ")  et  g"  ne  s'annulent  en 
même  temps. 


I 
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§  3.   —  COMPARAISON  DES   INFtNIMEiNT  PETITS 

111.  Ordre  relatif  de  deux  infiniment  petits.  —  Pour  comparer 
deux  infiniment  jielils,  au  point  de  vue  de  la  rapidité  avec  laquelle  ils 
tendent  vers  zéro  sintultanément,  on  étudie  ce  que  devient  leur  rapport, 
à  la  limite'^K 

Soient  u  et  v  deux  infiniment  petits,  fonctions  d'un  même  infiniment 
petit  principal  x;  et  supposons  qu'on  fasse  tendre  x  vers  zéro. 

6'/  le  rapport  -  tend  vers  une  limite  A,  no7i  nulle,  on  dit  que  u  et  v 
sont  des  infiniment  petits  du  même  ordre. 

Si  le  rapport  -  est  infiniment  petit,  on  dit  que  u  est  d'ordre  supérieur 
à  v,  ou  que  v  est  d'ordre  inférieur  à  u;  cela  revient  à  dire  que  le  rap- 
port -  est  infiniment  grand. 

Exemples.  —  1  "    u  ^  1  —  cosx,  ot  i"  =  x-  sont  du  même  ordre,  car  : 
,  2  sin2-  /  sin-; 


x2      ~2  ^ 

2 

et  Ton  voit,  sous  la  dernière  forme,  que  -  tend  vers  A  =  7; 

V  2 

2"    u  =  1  —  cosx  est  d'ordre  supérielir  à  ?;  =  sin  j,  car 

2sin2^ 
u       1  — cosx  2 


siax  ~    .    x       c 

2  sin.y  cos; 


=  t»-  • 


'2        2 
et  on  voit,  sous  cette  dernière  forme,  que      tend  vers  zéro. 

Remarques.  —  1"  Si  u  et  v  sont  du  même  ordre,  et  si  v  et  w  sont  du  même  ordre,  u  et  w 
sont  aussi  du  même  ordre. 

Car  on  a,  par  hypothèse,  -  =  A  +  a,  -  =B  +  p.  A  et  B  étant  des  constantes  non 

nulles,  et  x,  [i  étant  des  infiniment  petits.  On  en  tire  u  =  i'(A  +  a),  u  =  w(B  +  ^)  ; 

d'où  u  =  w(k  +  a)  (B  +  fj),  ou  enfin  -  =  (A  +  x)  (B  +  |i).  Donc  -  tend  vers  AB,  qui 

n'est  pas  nul,  ce  qui  démontre  le  théorème. 

2"   Si  u  est  d'ordre  supérieur  à  v,  et  si  v  est  d'ordre  supérieur  ou  égal  à  w,  u  est  aussi 
d'ordre  supérieur  à  w. 
Car,  en  vertu  de  l'hypothèse,  u  =  ua,  et  y  =  u)(B4-?),  x  et  ^  étant  infiniment 

petits,  et  B  pouvant  être  nul.  On  en  conclut  -  =  x(B  +  |i),  .ce  qui  tend  bien  vers 

zéro. 

(I;  C'est-à-dire  lors(iue  l'inliniment  petit  principal  tend  vers  zéro. 
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112.  lufininieut  petits  équivalents.  —  On  dit  t\no  drux  vifïiiiuu'tH 
petits  siint  lijuivalents,  si  h'uv  rapport  ti'ud  rrrs  i. 

Soient  »/  ol  r  les  deux  inlinimenl  petits  :  il  est  indifTércnt,  dans  cette 

définition,  de  considérer  le  rapport      ou  le  rapport  inverse  -  ,  car  si 

l'un  d'eux  tend  vers  1,  il  en  est  de  même  de  l'autre. 

/exemples.  —  sin.r  et  x;  Igx  et  x;  log(l  i- x)  et  x  sont  des  couples 
dinfininienl  petits  équivalents  (n"^  1(«,  1"  cl  70). 

I'hkouïimk  1.  —  Pour  que  deux  in fiuimenl  petits  soient  équivalents,  il 
faut  et  il  suffit  que  lour  différence  soit  d'ordn^  supérieur  à  Vun  d'mx. 

Car  si  u  et  v  sont  équivalents,  on  a,  en  désignant  par  e  un  infiniment 
petit, 


(1) 


=  i-hs, 


d'où  : 


ce  qui  prouve  que  u  —  v  est  d'ordre  supérieur  à  v.  Et  réciproquement, 
si  u  —  V  est  d'ordre  supérieur  à  u,  on  peut  écrire  (2),  d'où  on  passe  à 
(1);  et  on  conclut  que  u  est  équivalent  à  r. 
On  comparerait  de  même  u  —  v  k  u. 

Remarque.  —  On  peut  donc  écrire  que  la  forme  r/énérale  des  infini- 
ment petits  équivalents  à  u  est  u-i-  c,  p  étant  un  infiniment  petit  d  ordre 
supérieur  à  u. 

Théorème  2.  —  Deux  infinimcnls  petits  u  et  v,  équivalents  à  un  troi- 
sième w,  sont  équivalents  entre  eux. 

Car   on   conclut  de  -=     X-  que,  les  deux  facteurs  du  second 

V         H'         v    ^ 

membre  tendant  vers  1.  il  en  est  de  même  du  premier  membre. 

Exemple.  —  Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  x,  sin.x',  tg.r, 
log(l  -r- x)  sont  deux  à  deux  équivalents;  ou,  en  d'autres  termes,  sont 
quatre  infiniment  petits  équivalents. 

Théorème  3.  —  La  multiplication,  la  division,  Vélévation  aux  puis- 
sances conservent  V équivalence  des  infiniment  petits. 

U) 


n  ■    U       V 

Car  SI  —  ,  — 

H,      U. 


tendent  vers  1,  il  en  est  de  même  de  : 


eu 
eu, 


UVIV  u  V  IV 

=  -x-x— , 

u,v,ii\       u,       V,       n\ 


u  _  u^ 

V  '  V. 


u         V, 

—  X  -^ 

u,         V 


u'" 1  u  Y" 


Dans  le  cas  du  quotient,  il  faut  supposer  que  u  est  d'ordre  supé- 
rieur à  y,  pour  que  -  soit  un  infiniment  petit. 
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113.  Théorème  1.  —  Dans  l  étude  "  du  rapport  de  deux  infiniment 
petits,  on  peut  remplacer  chacun  d'eux  par  un  infiniment  petit  qui  lui 
soit  éijuicalent. 

Soient,  en  elTet,  u  et  «p  v  et  v^  deux  couples  d'infiniment  petits 
équivalents.  Les  identités 

V       u^        V        i",  i\        U       r,       V 

oii  les  deux  premiers  facteurs  des  seconds  membres  tendent  vers  1, 

u       II 

par  hypothèse,  montrent  que  l'un  des  deux  rapports  ->  -'  ne  peut 

V       V, 

tendre  vers  une  limite  /  sans  que  l'autre  tende  vers  la  même  limite:  et 
([ue  1  un  de  ces  rapports  ne  peut  aussi  devenir  intàni,  sans  qu'il  en 
soit  de  même  de  l'autre. 

Exemple.  —  Le  rapport  - — -^    l^iid  vers  -  lorsque  x  tend  vers  zéro:  car  sinpx 

est  équivalent  à  px;  i^(qx)  est  équivalent  à  qx.  On  peut  donc  remplacer  le  rapport 

donné  par  ^  t=  -  ,  qui  est  constant  et  é^al  à  sa  limite  -  • 
^      qx      q     ^  °  q 

Hemarque.  —  D'après  le  théorème  1,  on  peut  dire  encore  :  Dans 
Vélude  du  rapport  de  deux  infiniment  petits,  on  peut  supprimer  au 
numérateur  ou  au  dénominateur  un  infiniment  petit  d'ordre  supérieur  à 
celui  qu'on  y  laisse. 

Ainsi  au  lieu  du  rapport  — — ^  on  pourra  étudier  -,  pourvu  que  s 

soit  d'ordre  supérieur  à  u.  et  r:  d'ordre  supérieur  à  v.  Car  alors  u-i-ç, 
est  équivalent  à  m  ;  et  u  -h  t  à  y. 

5.'r  -T—  'ïin-x  —  '^x^ 
E.vcmple.  —  Soit  à  cliercher  la  limite  de  —^ — -, — ^ — j^ — ,  lorsque  x  tend  vers 

zéro. 

Comme  sin-x  est  équivalent  à  x-,  il  est  d'ordre  supérieur  à  ôx.  11  en  est  de 
même  de  — 2xK  On  peut  donc  réduire  le  numérateur  à  ox;  et,  de  même,  le  déno- 
minateur à  tgcc.  On  a  donc  ix  étudier  ~ — .  Si  on  v  remplace  enfin  Igx  par  son  équi- 

tgjj  • 

valent  X,  on  obtient  — ,  qui  donne  la  limite  5,  pour  la  limite  cherchée. 

Théorème  2.  —  Dans  une  somme  d'infiniment  petits,  si  l'un  deux  est 
d'ordre  inférieur  à  tous  les  autres,  il  donne  son  signe  à  la  somme,  dès 
que  l'iniiniment  petit  principal  est  suffisamment  petit. 


il)  Il  s'agit,  d'après  ce  qui  précède,  de  chercher  la  limite  de  ce  rapport  (lorsque 
l'iniiniment  petit  principal  tend  vers  zéro),  si  cette  limite  existe:  ou  de  reconnaître 
s'il  devient  infini,  lorsque  c'est  le  cas;  ou  de  constater  qu'il  devient  indéterminé. 


lliÔ 
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Soil,  en  effet,  la  somme  7  =  u  -hv^-+- 1'_, -h  ...-]-  r„,  011  u  est  d'ordre 
inférieur  à  r,,  r_,.  . . .  v„.  Il  est  aussi  d'ordre  inférieur  à  la  somme 


r , 


.  -h    "  tend  vers  zéro,  puisque  chacun  des  termes 


car  -:^-' 
u       u 

-^1  -*,    ...,  —  tend  vers  zêru  par  hypothèse.   Donc  la  somme  consi- 

dérée  est  y  ^  w  -f-  5,  oii  7  est  d'ordre  supi-rieur  à  u. 

Donc  7  et  u  sont  équivalents;  el,  leur  rapport  tendant  vers  1,  qui 
est  positif,  finit  par  être  positif,  de  sorte  que  7  el  u  finissent  par  être 
de  même  signe.  (C.  Q.  F.  D.). 

Application.  —  Un  polynôme  entier  en  x,  dont  le  terme  ronslant  est  nul 
y  =  Aj^  -h  A,x''+'  -h  ...  -h  \„x''+" 
a  le  signe  de  son  terme  de  degré  moindre,  lorsque  x  est  infiniment  petit. 
Car  tout  monôme  \xf  est  d'ordre  inférieur  à  tout  monôme  Bx''+'',  de 


Bj'""'       B 
degré  supérieur  à  lui:  le  rapport  ^^ — -=z-^x''  tendant 


A  a-'' 


vers  zéro  avec  x. 


114.  Infiniment  petits  de  divers  ordres.  —  Pour  préciser  la  rapi- 
dité avec  iaifiiclle  un  infiniment  petit  tend  vers  zéro,  on  le  compare  aux 
puissances  positives  de  Vinfiniment  petit  principal. 

Soitx  l'inliniment  petit  principal,  y  un  infiniment  petit,  fonction  de  a:. 
S(  y  est  du  même  ordre  que  .i"\  on  dit  que  y  est  d'ordre  m. 

Cela  équivaut  donc  à  dire  que 

(1)  J^=A-ha  (A^tO), 

X'"  ^      '^    ' 

a  étant  infiniment  petit.  En  écrivant  cette  formule 

(^2)  .7  =  (A  +  a;a?'"         (A^iO), 

on  a  la  forme  générale  des  infinim''nt  petits  d'ordre  m. 
Un  peut  encore  l'écrire 
(3)  v  =  Aa;"'-hp,         (A  — Oj 

p  étant  d'ordre  supérieur  à  m,  c'est-à-dire,  par  définition,  d'ordre  supé- 
rieur cl  X'". 

Il  suffit,  en  efTet,  de  poser  ;^a.r"'  pour  passer  de  (2)  à  (3)  ;  et 
^=a  tend  vers  zéro  par  hypothèse,  de  sorte  que  0  est  bien  d'ordre 
supérieur  à  x'"  . 

Réciproquement,  si  c  est  d'ordre  supérieur  à  m.  on  peut  écrire 
^^=zx,  a.  étant  infiniment  petit;  et  on  repasse  ainsi  de  (3)  à  (2),  en  y 
remplaçant  :  par  ax"'. 


I 
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Partie  principale  dun  infiniment  petit.  —  Là  formule  (3)  met 
en  évidence  le  terme  Au?'",  qui  d'après  le  théorème  1,  (n"  114),  est 
équivalent  à  y.  On  l'appelle  la  partie  principale,  où  le  terme  prin- 
cipal de  l'infiniment  petit  y.  Ainsi 

La  partie  principale  cTun  infiniment  petit  est  l' infiniment  petit 
monôme  Ax'"  qui  lui  est  équivalent. 

Remarque.  —  Les  formules  (J),  (2),  (3)  sont  donc  encore  équivalentes 
à  la  suivante  : 

(.4)  xi  =  \x"'{\.-^t), 

£  clant  infiniment  pelit. 

Exemple.       1  —  cosx  est  du  second  ordre,  et  a  pour  partie  principale  -g-- 
En  effet,  I  —  cosx=:  2  sin^-.  Or  sin^  est  équivalent  à  .y;  donc  sin^-  est  équiva- 
lent à  ^^)'  =  ^,  et  2  sin'-^  est  équivalent  à  2.  '^  =  —  .  De  sorte  que  1  —  cos:c  est 

•      ■     i",  .         '    . 

équivalent  au  nionume  -j.r-. 

Théorème  1.  —  Pour  obtenir  la  partie  principale  du  produit  de  plu- 
sieurs infiniment  petits,  il  ny  a  quà  faire  le  produit  de  leurs  parties  prin- 
cipales. L'ordre  du  produit  est  égal  à  la  somme  des  ordres  des  facteurs.  . 

La  première  partie  est  une  conséquence  immédiate  du  théorème  3  du  numéro  112. 
Si  alors  les  parties  principales  des  infiniment  petits  considérés  sont  Xx>", 
A'x>"',  ...,  la  partie  principale  du  produit  est  A.\'  ...  x"'+'"'+--.  Son  ordre  est  donc 
bien  la  somme  m-\-  m  -\-  ...   des  ordres  m,  m',  ...  des  facteurs. 

Théorème  2.  —   Pour    obtenir  la  partie  jjrincipale  cVun  infiniment 

petit,  qui  est  le  quotient  de  deux  infiniment  petits,  il  ny  a  qu'à  faire  le 

quotient  de  leurs  parties  principales.  L'ordre  s'obtient  en  retranchant 

l'ordre  du  dénominateur  de  celui  du  numérateur. 

Démonstration  analogue  à  la  précédente,  de  même  que  pour  le  théorème  suivant. 

Théorème  3.  —  La  partie  principale  de  u''',  u  étant  un  infiniment 
pelit,  et  k  un  nombre  positif  quelconque,  s'obtient  en  élevant  à  la  jouis- 
sance k''"'"  la  partie  principale  de  u;  et  l'ordre  est  le  produit  par  k  de 
l'ordre  de  u. 

115.  Application  à  la  théorie  des  séries.  —  Pour  ([u'une  série 

(1)  Mj  + w^-h  u^H-  .  .  .  +î<„-h  .  .  . 

soit  convergente,  il  est  nécessaire  que  le  terme  général  tend  vers  zéro 
pour  n  intini,  c'est-à-dire  qu'il  soil  infiniment  petit  en  même  temps 

que  -.  Si  on  suppose  cette  condition  remplie,  on  est  conduit  naturelle- 
ment à  chercher  un  caractère  de  convergence  fondé  sur  la  comparaison 
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de  l'inliniriKMit  notil  »„  à  rintinimonl  tu'lil     ,  considéré  comme  infini- 

meut  pelil  principal. 

Ce  caraclèrc  est  donm''  par  le  lliéorèmc  suivant  : 

Théorème.  —  .Si  ti„  est,  par  rapport  à     ,  im  infiniment  petit  d'ordre  a, 
lii  .si-rie  [  1  )  est  conrenjente  pour  a  >  1,  e/  direnjente  pour  a  ^  1. 
Ilemaniuons  d'abord  <|in*.  d'nprt's  l'hypothèse,  on  n 

(•2)  ii„  =  ,A  +  E„»-, 

£„  t'ianl  inliiiiinent  petit  avec      .  Donc   u„  est  du  sij^ne  de  A,  dés  (|ue  n  est  assez 

grand.  Ou   peut  supposer  que  ce  sipne  est  +;  dans  le  cas  contraire,  on  changerait 
le  signe  de  tous  les  termes. 

Cela  posé,  soient  A,  et  A^  deux  nombres  positifs  comprenant  entre  eu.\  A,  et  soit 
A,  <  \..  A  partir  d'un  certain  rang,  on  aura,  en  vertu  de  I  hypothèse  (2),  les  inégalités 

(.«1  ^<u„<:^'. 

La  première  montre  que  la  série  (i)  est  divergente  si  la  série  de  terme  général 
—  est  divergente,  c'est-à-dire  si  la  série 

"'(4)  -^  +  ^4--^^       4--^+... 

est  divergente. 

La  deuxième  inégalité  (3)  prouve  de  même  que  la  série  (1)  est  convergente  si  la 

série  de  terme  général  ^-=  est  convergente,  c'est-à-dire  si  la  série  (4)  est  convergente. 

La  série  (1)  est  donc  divergente,  ou  convergente,  en  même  temps  que  la  série  (4); 
et  OD  est  ramené  à  démontrer  le  lemme  suivant  : 

LEM.ME.  —  La  série  (4),  (dite  série  harmonique  généralisée),  est  diver- 
gente pour  a^  1,  et  convergente  pour  a  >  1. 

1"  Pour  a  =  J,  la  série  (4)  est  la  série  harmonique  :  elle  est  donc  bien  divergente. 
2°  Si  a  <  1,  les  termes  de  la  série  (4)  sont,  à  partir  du  second,  supérieurs  à  ceux 

de  la  série  harmonique;  d'où  la  divergence.  En  effet  —  >  -  équivaut  à  n*  <  «',  qui 

rt*      n 

résulte  de  ce  que  a^  est  une  fonction  croissante,  pour  a  >  1  ;  puisque  n  est  supérieur 
à  1,  et  »  inférieur  à  1. 

3°  Soit  a>  1.  Groupons  les  termes  de  la  série,  en  prenant  successivement  le  pre- 
mier, les  2  suivants,  les  4  suivants,  les  8  suivants,  ...,  les  2^  suivants;  et  ainsi  de 
suite.  Les  p  premiers  groupes  contiennent  en  tout  un  nombre  de  termes  égal  à. 

1  +  2  +  2^  4-  23  +  . . .  -f  2''-  '  =  ^l'zl  =  2''  —  1. 

Donc  le  (p  +  i)'*'"*  groupe,  qui  contient  2''  termes,  commence  au  terme  de  rang  2'', 

qui  est  — — ;;  et  comme  les  termes  de  la  série  vont  en  décroissant,  la  somme  des 

termes  de  ce  groupe  est  inférieure  à 

(2'')«       (2')"-'        \,2«-7 
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c'est-à-dire  à  '//',  en  désignant  par  q  le  nombre  gïriJ  H"'  •ist  positif,  cl  inférieur  ;i  1, 

puisque  x —  1  est  positif  par  hypothèse. 

La  somme  des  termes  des  p  premiers  groupes  est  donc  inférieure  à  la  somme  des  p 
premiers  termes  do  la  progression  géométrique  convergente  illimitée 

1+7  +  7-+  ...+'/''-'  +  ■••; 

et,  par  conséciuent,  inférieure  a  la  somme  .  de  cette  progression;  elle  reste  donc 

bornée,  pour  p  infini. 

Il  en  est  donc  de  même  de  la  somme  s„  des  n  premiers  termes  de  la  série  (4),  pour 
n  inlini,  puisque  on  peut  toujours  prendre  assez  de  groupes  pour  qu'ils  contiennent 
les  n  premiers  termes  de  la  série,  si  grand  que  soit  n. 

La  série  (4),  qui  est  à  termes  positifs,  est  donc  bien  convergente. 

Application.  —  Si  le  terme  général  it,,  d'une  série  est  une  fraction 
rationnelle  en  n,  la  série  est  convergente  si  le  degré  du  dénominateur 
surpasse  au  moins  de  deux  unités  celui  du  numérateur;  et  divergente 
rffl«s  les  autres  cas. 

Soit,  en  elTet, 

An''  -f  A  ,ni'-^  +  . . .  +  A/,  .      ,  ^  „  -_^  a 

Un  = r—^ ,         avec         A  rrf:  0,         B  3=  0. 

Bn'i  +  B^n'i-^  +  . . .  +  B,,  ^  ^ 

1  1 

En  posant     =:c,  c'est-à-dire  «  =  -  ,  il  vient 


1     _^  _L    ^ 

""         ^"        r'/    A  +  Aic -f  . . .  +  A;,r'' 


A^,-f    ...+A;, 


b1+...+B,       ^'    B  +  B,c+...+B,. 
d'où 

""  =  '-""''■  [b  +  ^I' 

£  tendant  vers  zéro  avec  r  =     .  Il  en  résulte  que  u»  ne  tend  vers  zéro,  pour  n  infini, 

que  si  '/>p;  et  que  son  ordre  est  alors  q  —  p.  La  série  n'est  donc  convergente, 
d'après  le  théorème  précédent,  que  pour  <?  —  p  >  l  ;  cest-à-dire,  puisque  q  et  p  sont 
entiers,  pour  q  —  p  ^  2.  ou  q  ^  p  -{-  2.  (G.  Q.  F.  D.). 

Exemple.    —    On    retrouve    ainsi,    par    exemple,    la    convergence    de    la    série 
1 
u»  =  — — I — r-,  considérée  au  n°  70. 

Remarque.  —  La  formule  (2)  et  les  inégalités  (3)  s'écrivent  : 

n»u,i  =  A -f  e», 
n«-un  >  Al, 
n^Un  <  A,. 

On  peut  donc  éfioncer  les  résultats  suivants  : 

1"  S'il  existe  un  nombre  positif  a,  tel  que  n'-'w,,  tend  vers  une  limite 
non  nulle,  pour  n  infini,  la  série  u^  est  convergente  si  (x>  1,  et  divergente 
si  a^  1. 

2"  6'?,  pour  une  valeur  de  a  inférieure  ou  égale  à  1,  n"u,i  e.^f,  à  partir 


loO 
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d'un    CCl'laii)    iim.i,    su  ni'rirnr    ,t    un    )iii)i)fivi'    jmsilif  fî.ri\    lu    si'rir    ii  „   CSl 

divergente. 

3"  Si,  pour  une  vtiieur  de  a  suprricurr  à  1,  »"«„  rsl,  à  jnirlir  d  ini  cer- 
tain rantj,  infvrii'ur  à  un  nombre  positif  fixe.  Ut  série  n„  est  convergente. 

Remarque.  —  lu  iniluiment  petit  n'est  pas  forcémenl  dun  ordre  déterminé.  Ainsi 
V  =.rsin      est  d'ordre  supérieur  à  1  —  £,  et  d'ordre  inférieur  à   1  +  e,  si  petit  que 

soit  le  nnnihre  positif  e;  mais  il   n'est  pas  d'ordre   I,  car  -   ne  tend    vers  aucune 
limite,  lorsque  .r  tend  vers  zéro. 


ii    4.    —    APri.lCATlO.N    DHS    hKHlVi:!- S   A    I.A    O  i.MI'AIIAISO.N 
DES   INFINIMENT   TETITS.   RÈGLE    DK   I.  lluPITAl. 

116.  Régie  de  L'Hôpital.  —  Le  problème  de  la  comparaison  de  deux 
intinimenl  pelils  u  el  r,  revient,  d'après  ce  qui  précède,  à  l'c'lude  du 

rapport  -.  Cesl  ce  qu'on  appelle  souvent  chercher  la  craie  valeur  d'un 

rapport  -,  qui  se  présente  sous  la  forme  -,  pour  .r  =  «  (voir  la  note 

du  n"  ILS  . 

La  formule  (A)  du  numéro  107  conduit  immédiatement  à  cette  consé- 
quence que  si  le  rapport      des  dérivées  tend  vers  une  limite  /,  le  rapport 

-  tend  aussi  vers  celte  limite  /;  el  que  si  -  devient  infini,  il  en  esl  de 

même  de  -• 

Car,  en  posant  v.=f(x).  vz=g{x),  celle  formule  est 

g{x)       g'ixy 

où  x^  est  compris  entre  a  et  x.  Lorsque  x  tend  vers  a,  il  en  esl  de 
même  de  x^.  Si  donc  le  second  membre  tend  vers  /  lorsque  x^  tend 
vers  a,  il  en  esl  de  même  du  premier  lorsque  x  tend  vers  a. 

Et  de  même,  pour  le  cas  où  la  vraie  valeur  du  second  membre  esl 
infinie. 

D'où  la  règle,  dite  : 

Hkgle  I)K  l'Hôpital  :  Pour  chercher  la  vraie  valeur  d'un  rapport  -  (/ui 
se  présente  sous  la  forme  t-  quand  x  tend  vers  a,  on  peut  étudier  ce  que 
devient,  dans  les  mêmes  conditions,   le  rapport     ,   des  dérivées.  Si  on 


PREMIERES    APPLICATIONS    DES    DERIVEES  161 

peut  trouver  une  n'aie  rnleur  pour  ce  nouveau  rapparl,  c'est  la  vraie 
valeur  cherchée. 

Si  le  rapport  —  des  dérivées  premières  se  présente  aussi  sous  la  former-, 

on  jjourra  lui  substituer  de  même  le  l'apport  des  dérivées  secondes  ^,,  et 
ainsi  de  suite. 

lirmarque  I.  —  Si,  en  particulier,  u  =  f{x)  et  v=:g(x)  ont,  pour 
a?  =  a,  des  dérivées  successives,  ces  dérivées  étant  par  là  même  conti- 
nues, le  premier  des  rapports  : 

f'{a)      CM  f:lM 

f/ui  ne  sera  pas  de  la  forme  -  fournira  la  vraie  vateiir  cherchée. 

f'(x) 
Car  si,  par  exemple,  ri'(a)  n'est  pas  nul,  '  ,     ;  tend  vers  la  limite 

^  I  .;»       /  r  '   g  {x) 

f  (      \ 

\     puisque  f  {^)  tend  vers  f'[o)  et  que   g' ix)  tend  vers  g'  a).  Si 

g' {a)  est  nul,  et  si  on  suppose  que    },  \  u'a  pas  la  forme  indéterminée  j., 

c  est  que  fia)  n  est  pas  nul.  Alors     ,     '  devient  infini,  ce  qui  est 

exprimé  par  le  fait  que    ,,   {  est  de  la  forme  tt-  (avec  mr==0). 
^  ^  g  {(i)  0 

Exemples.  —  I.     shx  cMhx  sont  des  infiniment  petits  équivalents  à  x. 

sh  X  ch  *r 

Considérons,  en  elTet,  le  rapport ;  le  rapport  des  dérivées  est  —. —  ;  pour  x  =  0, 

il  est  égal  à  r  =  1  ;  donc  lim =  1. 

th  X                                                           '  cF^  '  1 

De  même  pour  — ^  ,  le  rapport  des  dérivées  étant  — -. = -r-j—  qui  est  aussi 

égal  à  1  pour  x  =  0. 

sinx  —  X  cosa; 


11.  —  ['raie  valeur,  pour  a;  =  0,  de 
Le  rapport  des  dérivées  est 


X  sin'-^x 
X  sin  j" 


sin- j -|- 2x  sinx  cosx-      sinx  +  2j  cosx 
11   est  encore   indéterminé.  En  appliquant  la  règle  de  nouveau,   on  obtient  le 

rapport  7; 75 — ■. —  qui  donne  la  vraie  valeur  a- 

111.  —  Vraie  valeur,  pour  x^O,  de  —r. r- 

^  x{l  —  cosa;) 

Les  rapports  des  dérivées  successives  sont  : 

1  —  cosx  sinx  cosx 

1 — cosa- -j- X  sinx"         2sinx  +  xcosx'         àcosx  —  xsinx 

Le  troisième  donne  la  vraie  valeur  .-t. 

MATH.    GKNÉIIALES.    —    I.  Il 
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Itemarque  2.  —  -S'  /*'  rapport  --,  <i  une  vraie  râleur,  le  rapport   ^  en  a 
une  et  c'est  la  même;  mais  la  réciproque  n'est  pus  vraie. 

1 


sinx  +  X-  siD 


Ainsi    II'   rapport 


leini   vers   I,  lorsiiue  x  teud  vers  /.cro;  car  les 


'  X 

sooonds  Iprnies  du  numérateur  et  du  dénominateur  peuvent  être  négligés,  comme 
étant  d'ordre  supérieur  aux  premiers.  Mais  le  rapport  des  dérivées 

cosx  —  cos-4-2xsin- 

XX  ' 

i     i  ,  .,      r 

cosx  +  sin     +2xcos~ 

'         X   '  .7- 

est  indéterminé  :  si  on  y  fait  tendre  x  vers  zéro  par  valeurs  de  la  forme  x  =:  ^  par 
exemple,  il  tend  vers  fl  si  k  est  pair,  et  vers  2  si  l<  est  impair. 

Remarque  3.  —  On  peut  opérer  de  même,  si  f{x)  et  g{x)  tendent  vers 
zéri»   lorsque    >■   ilnleni    infini,  pour   rherrher  ce  que  devient  alors   le 

rapport  —, —  • 

Posons,  en  efTel,  .r=:    ,  de  sorte  que  :  tend  vers  zéro  (n"  28). 

(»n    pourra  substituer  au  rapport  considéré         /    le  rapport  des 
dérivée?,  qui  est  : 

-i-rjï)  ni) 
-i-^'(')"''a)' 

Mais  ce  rapport  n'est  pas  autre  cliose  que    , ,   ' ,  si  on  remet  j:  à  la  place 

de  _.  On  peut  donc  appliquer  la  rèyle  de  L'Hôpital  un  rapport  donné, 
sans  faire  de  changement  de  variable. 


=■  —  arc  tex 


Exemple.  —  Vraie  valeur  de 


Le  rapport  des  dérivées  est 


La  vraie  valeur  est  donc     • 


arc  tg3x 


pour  X  =  -\-  'X  . 


1     .     —  3 


1  +  xi  •  1  +  x2  —  3 


i 
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117.  Interprétation  géométrique  et  cinématique.  —  Considérons, 
comme  an  ninuéro  JDS,  mic  courl)e  délinie  par  dos  équations  para- 
mélriques 

x  =  f{t},       y  =  g{i)\ 

el  supposons  que  Ion  cherche  la  tangente  au  point  A  de  la  courbe,  qui 


correspond  à  la  valeur  <^rt  du  paramètre  ".  Il  s'agit  de  trouver  la 
vraie  valeur  du  coefficient  angulaire 

/ 1 ,  .9(0  — r/(Q) 

^^  AO -/■(«)      ■ 

de  la  sécante  AM,  lorsque  le  point  M,  qui  correspond  à  une  valeur 
quelconque  de  ^  tend  vers  A,  c'est-à-dire  lorsque  /  tend  vers  a.  La 
formule  (A)  du  numéro  107, 
appliquée  au  rapport  (1),  donne 
à  cet  effet  la  formule  plus  géné- 
rale de  forme  : 


(A") 


/■,0-A«)     f'ih) 


où  /,  est  compris  entre  a  el  /. 
Cette  formule  exprime  encore 
que  la  corde  est  parallèle  à  la 
tangente  en  un  point  de  l'arc. 

La  règle  de  L'Hôpital  exprime  celte  conséquence,  que  ai  In  tangente 
en  un  point' quelconque  M  de  la  courbe  tend  vers  une  direction  limite 
lorsque  U  tend  vers  A.  la  courbe  a  aussi  une  tangente  en  A,  dont  la 
direction  est  cette  direction  limite. 

(I)  Au  numéro  lûS,  le  poiiU  A  était  supposé  h  lorigine;  et  c'est  aussi  le  cas  qui 
correspond  a  la  réjile  de  L'Hôpital,  telle  ([u'elle  a  été  donnée  ci-dessus.  Mais  il  y  a 
intérêt  à  considérer  le  ca.s  général,  comme  nous  le  faisons  ici;  il  comprend  le  cas 
«  =  ce  . 
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(^Uiancl  on  se  place  au  poiiil  de  vue  de  la  n'mart/iit'  /,  cela  revient 
à  dire,  dune  manière  plus  abrégée,  que  In  d-rcction  de  la  Itmijenlo.  est 
.(Idinue  j)in'  Il  direrlion  du  rech'ttr  rili'ssc,  si  ci'lui-ci  »'t's/  /x/.v  uni; 
résultai  que  nous  avions  obtenu  par  une  auli-c  voie. 

Mais,  de  plus,  si  le  recteur  rilessc  {x\  y')  csl  »»/'*',  et  si  te  recteur 
occtivration  (x",  y")  ne  l'est  pas,  c'est  le  recteur  accélération  t/ui  donne 
la  direction  de  la  tangente. 

Si  ce  vecteur  accélération  est  nul  à  son  tour,  il  faudra  recourir 
aux  accélérations  d'ordre  supérieur,  c'est-à-dire  aux  vecteurs  {x"\  y'"), 
(  *''%  î/")»  .  •  •  et  la  direction  de  la  première  de  ces  accélérations  qui 
n'est  pas  un  vecteur  nul  sera  celle  de  la  tangente. 


118.  Recherche  de  l'ordre  et  de  la  partie  principale  d'un  infiniment 
petit.  —  TnÉortÈMi:.  —  N;,  dans  un  intervalle  { — x,  +  a),  la  fonction 
f{x)  a  des  dérirées  successives  jusqu'à  l'ordre  n,  et  si  elle  s'annule,  pour 
x^O,  ainsi  que  ses  dérivées  jusqu'à  l'ordre  n  —  1  inclusivement,  on 
peut  la  reptrésenter  dans  cet  intervalle  par  la  formule  : 


(B) 


f^^^-rS-. 


.f'"{()x),        (0<Ô<1] 


Cette  formule  se  déduit,  en  effet,  immédiatement  de  la  formule  (A') 
du  numéro  110, 

9{X)        (/"(;) 

où  on  suppose  fl  =  0,  ei  g{x)  =  x'\  Car  cela  donne 

/•(■r)^      f"Hl) 
X"         1.2.3...// 

et  :,  qui  est  compris  entre  0  et  j,  peut  s'écrire  l=z(}x,(j  étant  compris 
entre  0  et  1.  On  obtient  donc  bien  la  formule  (B). 

L'applicalion  du  théorème  du  numéro  109  est  légitime,  car  la  fonction  et  toutes 
les  dérivées  jusqu'à  l'ordre  n — 1  sont  continues,  comme  ayant  des  dérivées,  par 
hypothèse;  et  comme  elles  s'annulent  pour  x  =  (},  elles  tendent  vers  zéro  lorsque  x 
tend  vers  zéro. 

Corollaire.  —  Dans  les  conditions  du  théorème  précédent,  si  li  dérivée 
/""  {x)  ne  s'annule  pas  pour  x=:0,  et  si  elle  est  continue  pour  cette 
valeur,    la  fonction   f{x)  est  un  infiniment  petit  d'ordre  n,  et  sa  partie 

X" 


prinriuale  et  :  ,    ,,   ., .  f  "  (0) 

1 .  s .  o .  .  .  /j     '      ^   ' 


(1)  C'est  ce  qui  se  présente,  comme  nous  le  verrons  plus   lard,  lorsque  la  courbe 
présente  en  A  un  rebroussemcnl. 
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En  enV't,  il  cause  de  la  continuité  de  f"{x),  on  a  : 

étant  infiniment  petit  avec  x;  car  Ox  tend  vers  zéro  avec  x. 
La  formule  (B)  s'écrit  donc 


\..:i.'S...n'     ^  ^       1.2.3.  .  .n 

et,   le  second  terme  du  second  membre  étant  d'ordre  supérieur  au 
premier,  cette  formule  met  le  corollaire  en  évidence. 

Exemples.  —  1"     I  —  cosx  est  un  infinimenl  petit  du  2'  ordre,  et  sa  partie  principale 
esl^  (comparez  n"  114). 

Car  si  on  pose /(x)  =  1 — cosx,  on   a /'(x)  =  sinx, /'(jc)  =:cosx:  donc /(O)  =0, 
/'(0»  =  0, /"(0)  =  1. 

2°     X  —  sinx,     est  un  infiniment  petit  du  5*  ordre,  el  sa  partie  principale  est  -y  ■ 

Car  si  on  po3e/(x)  =  x  —  sinx,  on  af'(x),  =  l  — cosx,/"(x)  =  sinx, /"'(x)  =  cosx; 
donc  :  /(O)  =/''(0)  =/"(0)  =  0,  /'"(O)  =  1. 


§  5.  —  COMPARAISON  DES  INFINIMENT  GRANDS 

119.  Notions  générales.  —  Un  infiniment  grand  est  une  variable, 
indépendante  ou  non,  qui  devient  infinie  (n*""  26,  28). 

On  compare  deux  infiniment  grands,  fonctions  d'une  même  variable, 

u 
comme  deux  infiniment  petits,  en  étudiant  leur  raj)porl  -  • 

Les  définitions  de  Vordre  relatif,  de  Véquivalence,  de  Yordre  considéré 
par  rapport  à  un  infiniment  grand  principal,  sont  les  mêmes  que  pour 
les  infiniment  petits;  il  y  faut  changer  seulement  le  mot  infiniment 
petit  en  infiniment  grand  '  . 

Mais  ici,  c'est  l'infinimcnt  grand  d'ordre  supérieur  qui  est  prépondé- 
ranl.  tandis  que  c'était,  dans  ce  qui  précède,  l'infiniment  petit  d'ordre 
moindre  qui  l'emportait. 

Ce  sont  donc  les  infiniment  grands  d'ordre  inférieur  qui  seront 
négligeables  devant  les  autres,  dans  les  divers  genres  de  questions 
pour  lesquelles  c'étaient  les  infiniment  petits  d'ordre  supérieur  qui 
étaient  négligeables  devant  les  autres. 

Ainsi  : 

Théorème  1.  — -  Deux  infiniment  grands  sont  équivalents  s'ils  diffèrent 

(\)  Ainsi  u  est  un  infiniment  izrand  d'ordre  supérieur  à  v,  si  le  rapport  -  est  lui- 
même  infiniment  grand;  et  u  est  un  infiniment  grand  d'ordre  inférieur  à  v,  si  ce 
rapport  est,  au  contraire,  infiniment  petit. 
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d'un  infiniineul  ijrand  d'ordre  inférieur;  et.  u  fortiori,  si  leur  différence 
reste  finie. 

Car 1  = tend  alors  vers  zéro. 

V  V 

Théorème  2.  —  Dans  l'étude  du  l'apport  -  de  deux  infiniment  grands, 

on  peut  remplacer  les  deux  termes  par  des  infriiimenl  grands  équivalents. 
La  démonstration  est  la  même  que  pour  les  infiniment  petits. 

Théorè.me  3.  —  Dans  une  somme  d'infiniment  grands,  s'il  y  en  a  un 
d'ordre  supérieur  à  tous  les  autres,  il  domine  son  signe  à  la  somme  (dès 
que  l'infiniment  grand  principal  est  snlfisamment  grand). 

Soit,  en  t'U'et,  la  somme  d'inliniment  grands  : 
g  =zu-^  i\-\-v^-h  . . .  -\-v„,  où   u  est  d'ordre   supérieur  aux    autres 
termes.  On  peut  écrire  : 

y  =:z  î/     1  +  -L  4-  ^  4-  .  .  .  -j-    -'i     . 
'  \  u        u  u  J 

Tous  les  rapports  entre  parenthèses  tendant  vers  zéro,  on  a 

_y=r  u(l  +  £), 

£  tendant  vers  zéro;  ce  qui  démontre  le  théorème. 

liemarques.  —  1"  La  démonstration  et  le  théorème  subsistent  si, 
parmi  les  termes  r,,  v^,  ...  r„,  il  y  en  a  qui  restent  finis,  au  lieu  de 
croître  indéfiniment. 

2°  La  démonstration  prouve  que  la  somme  y  est  équivalente  à  u. 

Exemples  :  \.  —  Un  polynôme  entier  en  x 

g  =  Ax"  H-  AjO^"-'  +  . . .  +  A„ 
est  du  signe  de  son  premier  terme,  pour  x  infini,  et  lui  est  équivalent. 

Application  du  théorème  0.  Car  Ax"  est  d'ordre  supérieur  à  Ai^x"-'', 

puisque  le  rapport  -r — j^^^z-^x''  est  iniini  avec  .r. 

II.  —  Pour  savoir  ce  que  devient,  une  fraction  rationnelle  en  x,  pour  x 
infini,  il  suffit  de  réduire  numérateur  et  dénominateur  à  leurs  termes  de 
plus  fort  degré. 

Soil,  en  effet,  ,  =  *g^^!^;l±^:^^.,  (A^O,  B^O). 

D'après  ce  qui  précède,  le  numérateur  et  le  dénominateur  sont  équi- 
valents à  leurs  premiers  termes;  il  n'y  a  donc  qu'a  appliquer  le  théo- 
rème 2. 

Ax'"       \ 
On  a   alors  atîaire   à  la  fraction  -5-^  =  jj . x""^ ,   pour  laquelle   le 

résultat  est  évident  :  Si  n  >  p,  y  devient  infini;  si  n  =p,  y  tend  vers  —', 
si  n  <C  p.  y  tend  vers  zéro. 
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120.  Application  des  dérivées.  —  IHifjle  de  L'Hôpital.  —  Soient  f{x) 
et  ^(j!")  deux  fonctions  qui  deviennent  infinies  lorsque  x  tend  vers  a. 
Il  s'agit,  pour  les  comparer,  d'étudier,  dans  les  mêmes  conditions,  le 

rapport  '-— ^• 

On  dit  qu'il  se  présente  sous  la  forme  d' indétermination  —  et  qu'il 
s'agit  d'en  chercher  la   vraie  valeur.  Cela  veut  dire,  comme  pour  la 

forme  tt,  (comparer  la  note  du  n°  113).  chercher  si  ce  rapport  tend  vers 

une  limite  lorsque  x  tend  vers  a;  et,  dans  ce  cas,  trouver  celte  limite; 
ou  reconnaitre  s'il  devient  infini,  lorsque  c'est  le  cas;  ou  constater  si 
aucun  de  ces  cas  n'a  lieu. 

On  démontre  qu'on  peut  lui  appliquer,  comme  on  le  fait  pour  le  cas 

d'indétermination  -,  (n"  116).  la  règle  de  L'Hôpital,  c'est-à-dire  suhsti- 

f  f 

tuer  ou  rapport  -  le  rapport  des  dérivées  '—  et  chercher  ce  qu'il  devieat 

lorsque  x  tend  vers  a.  Si  ce  rapport  se  présente  lui-même  sous  la  forme  —  ■> 

on  pourra  de  même  le  remplacer  par  le  rapport  '—  des  dérivées  secondes; 

et  ainsi  de  suite. 

On  en  conclut  comme  au  numéro  116  (remarque  3),  que  la  règle 
s'applique  encore  si  la  forme  —  se  présente  lorsque  x  augmente  indéfi- 
niment. 

Démonslralion.  —  Partons  de  la  formule  {X")  du  numéro  117.  Nous  pouvons  écrire  : 

(1)  /(j)-/(ro)^.r(a-i) 

Noos  ferons  varier  x  entre  Xn  et  a,  de  sorte  que  x^  sera  aussi  compris  entre 
Xq  et  a. 

f  (x) 
Si  donc  nous  supposons  que  le  rapport  —7- — -  tend  vers  une  iimite  L  lorsque  x  tend  vers  a, 

nous  pourrons  admettre  que  X(,  est  assez  voisin  de  a  pour  que  la  différence 

(2)  r,=q^-l 

soit,   en  valeur  absolue,   inférieure  à  ^.  z  étant  un  nombre  positif  arbitrairement 

choisi;  puisque  Xy  est  aussi  voisin  de  a  ([ue  Ton  veut,  pourvu  que  x„  soit  assez 
voisin  de  a 

Cela  posi 

de  (2),  l'identité  : 


f  (x  ) 
Cela  posé,  nous  déduisons  de  (1),  en  iempla(.ant  -A~  par  la  valeur  l  +  r,.  tirée 

9  (X\i 


/(j-)_/(.T„ 

9 
où  nous  avons  posé 
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Or.  lorsque  x  tend  vers  (i.  le  crociiel  tond  vers  zéro.  En  eiïet.  .i„  est  supposé  rester 
constant,   de   sorte  que  /(x,))  el  «/(x,,)  sont  constants,  et     '  +  r,  |  reste  inférieur  à 

I  /   _i_  i;  et.  d'autre  part,  g{x)  devient  inUni. 

Donc,  dès  que  .r  est  assez  voisin  de  a,  ce  crochet  est.  en  valeur  absolue,  inférieur  à 
^;  et,  puisque  r,  est  aussi,  en  module,  inférieur  ».",,!  >    est  inférieur  à  -. 

Ainsi  nous  avons  : 

•^  =  '  +  >' 
g(x) 

et  le  module  de  >.  est  plus  petit  que  s,  dès  que  x  est  suffisamment  voisin  de  a.  Gela 

r 
sipnilie  que  -  lend  vers  la  limite  l  lorsque  x  tend  vers  a. 

I,a  règle  est  donc  justifiée  dans  le  cas  où  •  .  tend  vers  une  limite.  Pour  passer  de 

f 
là  au  cas  ou  •-,  devient  infini,  il  n'v  a,  comme  nous  l'avons  fait  i)our  la  forme  d'indé- 
9 

terminalioh  r.,   qu'à  appli(iuer  aux   rapports   inverses^.-,  -.  le  résultat  obtenu.   Le 

f 
premier  tendant  vers  zéro,  il  en  est  de  même  du  second:  c'est-à-diro  que  -  devient 

f 
infini,  comme  - .. 

1/ 

En  résumé,  si  —,  tend  vers  l,  la  vraie  valeur  de  -  eut  l:  si  '—,  devient 
g  .  9  9 

infini,   la  vraie  valeur  de  -  est  infinie.   C'est  là   le  sens  précis  de  la 
règle  énoncée. 

Exemples    ;    I.    —    Vraie    valeur    du    rapport.   --R;—  pour   x  =  0.    Le   rapport   des 

,,  .    ,  .   i  .    —  1  sin-x     „  .-11-  !)         .   •• 

dérivées  est  -  :  — — r— = .  Gomme  sinx  est  équivalent  a  x,  sin^x  est  equi- 

X    sin-x  X  '  ' 

valent  à  x-.  Le  rapport  tend  donc  vers  zéro. 

II.   —   Fraie  valeur  du  rapport  pour  x  ^ -}-  oc.  Le  rapport  des  dérivées  est 

-7-  :=  xe^.  La  vraie  valeur  est  donc  -\-  se. 


121.  Interprétation  géométrique.  —  Directions  asymplotiques.  — 
Considérons,  comme  au  numéro  117,  une  courbe  définie  par  les  équa- 
tions paramétriques 

(1)  ^  =  m,      y  =  9ii)- 

Si  les  fonctions  f{t)  et  g{t)  deviennent  infinies  lorsque  /  tend  vers  a, 
le  point  courant  M  de  la  courbe,  dont  les  coordonnées  sont  données 
par  les  formules  (1),  s'éloigne  indéfiniment  lorsque  t  tend  vers  a;  et 
décrit  une  branche  infinie,  lorsque  l  tend  vers  a,  par  exemple,  par 
valeurs  inférieures  ha. 
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Si,  dans  ces  conditions,  ^  =  -^  tend  vers  une  limite  m,  c'est  que  le 
X      f{t) 

coeCticient  angulaire  de  OM  tend  vers  m,  c'est-à-dire  que  la  direction 

deOM  tend  vers  la  direction  limite  OA,  decoeflicientangulairem(n''81). 


cz-£ 


Celle  direction  limite  serait,  d'ailleurs,  la  même  pour  la  droite  PM 
qui  joindrait  un  point  fixe  P  quelconque  au  point  courant  M.  Car  son 
coefficient  angulaire  s'écrirait,  x^,,  y,,  étant  les  coordonnées  de  P, 


'/  —  ?/o  _ 

X          X 

x  —  x^ 

X 

V  X  r 

ce  qui  tend  aussi  vers  m,  puisque  —  et  —  tendent  vers  zéro. 

La  direction  limite  OA  s'appelle  direcl'ion  asympto tique  de  la  branche 
infinie. 

Les  mêmes  considérations  s'appliquent  au  cas  où  la  vraie  valeur  de 

jYj\  est  infinie  :  la  direction  asymptotique  OA  étant  alors  celle  de  l'axe 

des  y. 

Cela  posé,  la  règle  de  L'Hùpital  exprime  ce  fait  que  si  la  direction  de 
la  tangente  MT  au  point  courant  M  tend  vers  une  direction  limite  lorsque 
l'e  point  s'éloiijne  indéfiniment  sur  la  branche  infinie  considérée,  cette 
direction  limite  est  la  direction  asymptotique  de  cette  branche. 

Car  le  rapport  des  dérivées  44-^  est,  comme  on  l'a  vu  (n°  108),  le 

coefficient  angulaire  de  la  tangente  MT. 
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122.  Croissance  du  logarithme  et  de  1  exponentielle.  —  Tui:ohème  1. 
—  Lorsque  x  devienl  infirii ,  \ogx  est  un  infîn'nnrui  ijrund  (Vordre  vffc- 
rirur  à  toulr  puissance  posilire  de  x. 

Comme  l<'s  logarithmes  de  deux   systèmes  sont  proportionnels,  il 

loc  r 
sullil   d'étudier  le  logarithme   népérien.   Soit  alors  —",:-,  /.'  étant  un 

nombre  positif  quelconque. 

Pour  trouver  la  \raie  valeur  pour  x  =  -h  x,  prenons  le  rapport  des 
l 

xi. 

dérivées  r— ^t^j  =  r— ^  :  il  tend  vers  zéro,  ce  qui  démontre  le  théorème. 

On  énonce  souvent  ce  théorème  :  Ae  loijarilhine  cmil  mains  vite  que 
n'importe  quelle  puissance  positive  de  x. 

Corollaire.  —  Lorsque  x  tend  vers  zéro,  il  en  est  de  même  de  x''\ogx, 
où  k  est  un  nombre  positif,  si  petit  que  soit  ce  nombre. 

Posons,  en  effet,  x=  -,  de  sorte  que  z  devienl  in  Uni  quand  r  tend 
vers  zéro.  Alors 

x'  \ogx=^\og-^  =  —  -^-  ; 

et  on  est  ramené  au  théorème  précédent. 

Remarque.  —  L'expression  a?'*  logar  est  un  exemple  de  la  forme 
d'indétermination  Ox  ac.  En  général,  si  on  a  un  produit /'(.r).^(j:^),  où 
f[x)  tend  vers  zéro,  tandis  que  g{x)  devienl  infini,  on  peut  l'écrire  : 


1 


ou 


(/■(•^)) 


0  oc 

ce  qui  ramène  à  la  forme     ,  ou  à  la  forme  — ;  auxquelles  on  pourra, 

par  exemple,  appliquer  la  règle  de  L'Hôpital. 

Xhéouème  II.  —  Lorsque  x  devient  infini  par  valeurs  positives,  a^,  où 
a  >  1,  est  U7i  infiniment  ijrand  d'ordre  supérieur  à  toute  puissance 
positive  de  x. 

En  d'autres  termes  :  V exponentielle  (à  base  >  1)  croit  plus  vile  que 
toute  puissance  de  la  variable,  si  grand  qu'en  soit  l'exposant. 

(jX 

Considérons,  en  eiTel,  pour  x  =  -t-  oc,  le  rapport  :  ^,  et  les  rapports 
successifs  qu'on  en  déduit  en  appliquant  la  règle  de  L'Hôpital  :■ 
a^(loga)^  a^(loga)" 


g^logg 

k.x'-'  ' 


A-(A  — l)x*-2'   •••'  A-(A-— 1)  ...  (A^  — n-f-l)a?"-«' 
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Si  n  esl  le  premier  nombre  entier  supérieur  ou  égal  à  /.',  le  dernier  rap- 
port écrileslle  premierqui  ne  se  présente  pas  sous  la  forme  -^,  et  c'est 


lui  qui  donne  la  vraie  valeur.  Or,  il  s'écrit  : 

(loga)" 


.  a'^x'^~'' 


k{k—[)  ..  .  (k^n-h  1) 

et  n  —  /.•  étant  positif  ou  nul,  il   devient  infini;   ce  qui  démontre  le 
théorème. 

Corollaire.  —  Lorsque  r  devient  infini  par  valeurs  négatives,  a'',  oii 
(I  >  1,  est  un  infiniment  petit  d'ordre  supérieur  à  toute  puissance  positive 

de\-\. 

Car  SI  x  =  —  x',  on  a  : 

a^  a^^'    x''' 1    . 


et  le  dernier  de  ces  rapports  tend  vers  zéro,  en  vertu  du  théorème 
précédent. 

Remarque  I .  —  Dans  le  cas  a  <  1,  il  suffit  de  poser  n  =  j^  pour  con- 
stater que  les  résultats  sont  intervertis  :  pour  x=-r-oc,  a""  est  infini- 
ment petit  d'ordre  supérieur  h  tout  ordre  k  ;  pour  x  =  —  x,  a^  esl  infi- 
niment grand  d'ordre  supérieur  à  tout  ordre  /.'. 

Remarque  2.  —  Les  résultats  précédents  conduisent  à  des  infini- 
ment petits  (ou  des  infiniment  grands)  qui  n'ont  aucun  ordre  déterminé 
par  rapport  à  l'infinimont  petit  principal  (compare/.  n°  114). 

Ainsi   y  =  x  logj:,    (A  >  0),    est   infiniment  petit  avec  x;    mais   le 

rapport  ^  tend  vers  zéro  si  m  <  k,  et  devient  infini  si  m  ^  /.-.  Il  ne  tend 

donc  vers  une  limite  non  nulle  pour  aucune  valeur  de  m.  En  d'autres 
termes  y  esl  d'ordre  inférieur  à  x'  ;  et  d'ordre  supérieur  à  x''-',  si  petit 
que  soit  s. 

fJe  même  \ogx  et  e""  sont  des  infiniment  grands  qui  n'ont  pas 
d'ordre  déterminé. 


E.XEUCiCES  .SUR  I.E  CHAPITRE  VIII 
1.  —  Trouver  la  dérivée  n'^""  de  — ,- 


X-  —  1 


[On  se  servira  de  l'identité  —> r=:  -,( r -~r  I  I 
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2.  —  Démontrer,  par  un  raisonnement  de  proche  en  proche,  que  la 
dérivée  n""""^  de    »/  =  arc  Ig.r  est  : 

y"  :=  i  .i.'A  . .  .  {n  —  1)  .cos"j/.sin    "(y 

3.  —  Trouver  l'ordre  et  la  partit?  principale  de 


!)]■ 


y 


"ix 


log(H-x)-l. 


X  étant  l'infiniment  petit  principal. 

A.  —  Trouver,  pour  .ï'^0,  les  vraies  valeurs  de 
V  —  sin  j-  X  —  sinj-  1 


Isx  —  X 


sin^j 


^— (loga?  —  logsina),         sina?loga;. 


5.  —  Trouver,  pour  x^O.  les  vraies  valeurs  de 

logcos(aa7)  log  sin(aa7) 

logcosffia:)'          log  si  11  (fi  x)  ' 

6.  —  Trouver,  pour  j;i=-hao,  les  vraies  valeurs  de 

log(j  +  a)  log(ga?  +  a)         ,         .  ,       ^. 

log(x-h6)'         log([iar  +  6)         ^'''>"'         ''^"^• 

7.  —  Démontrer  la  formule  de  Leihnitz,  donnant  la  dérivée  n"'""  d'un 
produit  : 

(mu)"  =uv"  -+-  C'.u'u  "-"  -h  C;,u"v"-->  +  . . .  +  C^ui'v  "->■■  —  . .  .  -\-  u'"v. 

[On  démontrera  d'abord,  par  un  raisonnement  de  proche  en  proche, 
que  la  formule  est  de  la  forme  : 

[uv)"  =  X„uv  "'  -h  A,m'u  "-'  -h  .  .  .  -h  PipW'  v"-i"  +  .  .  .  H-  A„M  ".v, 

les  coefficients  ne  dépendant  pas  des  fonctions  u,  v  considérées.  Et  on 
déterminera  ensuite  ces  coefficients  en  appliquant  la  formule  aux 
fonctions  ic^e'"",  v  =  e''-^.] 


CHAPITRE  IX 

FORMULES  DE  MAC-LAURIN  ET  DE  TAYLOR 
REPRÉSENTATION  DES  FONCTIONS  PAR  DES  SÉRIES  ENTIÈRES 

5;  1.  —    I  ORMULES  DE  MAC-LAURIN  ET  DE  TAYLOR 

123.  Formule  de  Mac-Laurin  pour  un  polynôme.  —  Les  coefficients 
d'un  polynôme  /"(./)  s'expriment  inimédialemenl  au  moyen  des  valeurs 
/"(O),  /'(O),  /""(O),  ...  que  prennent,  pour  x  =  0,  ce  polynôme  et  ses 
dérivées  successives.  Soit,  en  efTet,  un  polynôme  de  degré  n, 

f{x)  =  Aq  4-  A,a?  -h  A,x^  +...-+-  ApXP  +  .  .  .  +  A„x". 

Ses  dérivées  successives  sont  (n°  109) 

/■'  {x)  =  A,  +  2\.^x  -+-  Sk^x-  +  . . , , 
/•"(ar)  =  2.1.A,-h3.2..V-+-..., 


P''^{x}  =  p{p  —  i)  ...  3. 2.1. A,, - 

f"{x)  =  n{n-l)...3M.i.A,,. 


On  a  donc 


AO)  =  A„,         /■'(0)=:1.A„         r(^')  =  1.2.A..,    ,..., 
f"H0)  =  i.2...p.\,,     ...,         /•"(0j  =  1.2...».A„. 


ou 


Ao  =  AO),         A, 

_r(0) 
1  ' 

A  _r(0) 

2             12' 

^^  — 1.2.3. ..w 

)  •  •  •  1 

"      1.2.3...» 
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De  sorte  que  le  polynôme  poul  se  représenter  par  la  formule  suivante, 
dite  formule  de  Mac-Lnurln  : 

(  I  )  fur) = f{0)  -h  f /"(o)  H-  -^r(o)  + . . .  ^  ï:rr~p^"'^^^  +  •  •  • 

124.  Formule  de  Mac-Laurin  pour  une  fonction  quelconque.  —  Si 

la  l'onction  /'(.r)  est  une  lonclion  quelconque,  la  lormulc  (1)  ne  subsiste 
plus  telle  quelle.  Mais  il  suffira  de  modifier  le  dernier  terme  du  second 
niiMiibre.  Considérons,  en  elfi-t,  le  polynôme  de  degré  (n  —  1)  constitué 
par  les  «  premiers  termes  : 


(2)     o(a-)  =  A0)-+-îr(0)  +  f2n0)-h...  -+ 


XP 


1.2 

/•"-'  (0). 


-mo) 


'     1.2   ...  (?!  —  !)' 

En  vertu  de  la  formule  (1),  appliquée  à  ce  polynôme,  on  a  : 

o{0)  =  f{Oh  9'(0)=:/"(0).       ...,  :./'(0)  =  />(0j,       ..., 

o"-'iO)  =  f"-'{0). 
On  en  conclut  (n"  118)  que  la  différence 

F{.r)  =  f{x)-'^{x). 

étant  nulle  pour  j:':=0,  ainsi  que  ses  n  —  1  premières  dérivées,  est  un 
infiniment  petit  d'ordre  n  (quand  x  tend  vers  zéro),  et  s'exprime 
par  la  formule 

(^)  F(-y)=l.c/"  .  ^,F»(0.r),  0<0<1. 

Or,  o"  (x)  est  nul  identiquement,  puisque  '^(.r)  est  un  polynôme  de 
degré  n  —  1.  On  a  donc  F"  {x)  =/'"  {x),  et  la  formule  (3j  s'écrit  : 


(i) 


f{x)  —  -j{x)  = 


1.2 


./•«(O.r), 


0<  6  <  1. 


Il  ne  reste  plus  qu'à  remplacer  ■^{x)  par  son  expression  (2)  pour  en 
conclure  la  formule  générale  de  Mac-Laurin  : 


(M)  /•{x)=AO)+fr'0)-î^r(o) 


XP 


1.2 


;A"(0) 


1 .2  .  .  .  :/i  —  1)'         ^  '       1.2  .  .  ..?? 
où  0  est  compris  entre  0  el  l. 

Remarquer.  —  1"  Le  raisonnement  est  valable,  d'après  la  démon- 
stration de  la  formule  (3),  si  f{x)  est  définie  dans  l'intervalle  (a,  x)  et 
y  a  des  dérivées  jusqu'à  l'ordre  n  inclusivement. 
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2"  Le  polynôme  o{x)  donne  une  expression  approchée  de  f{x),  qui 
sera  d'autant  plus  approchée  que  x  sera  plus  petit.  L'erreur  commise 
en  substituant  ^(.r)  à  f{x)  est  exprimée  par  le  dernier  terme  de  la 
formule.  On  l'appelle  pour  cette  raison  reste  ou  mieux  terme  complé- 
mentaire de  la  formule  de  Mac-Laurin. 

125.  Formule  de  Taylor.  —  Pour  représenter  une  fonction  dans  le 
voisinage  d'une  valeur  quelconque  a,  en  emploie  la  formule  de  Taylor. 
Elle  s'obtient  en  appliquant  la  formule  de  Mac-Laurin  à  /(a-f-/i), 
considéré  comme  une  fonction  de  h.  Si  on  pose  f{ci-+-  h)  =  g{fi),  on  a, 
en  général,  en  vertu  du  théorème  des  fonctions  de  fonctions, 

gi"'{h)=f'>'ia-i-h); 
donc 

g''"{0)  =  f'>'{a),         et         r/:">(0/i)  =  /""'(a-hO/<). 

La  formule  de  Taylor  sera  donc 

(T)      fia  +  A)  =  fia)  +  fn«)  +  ^/"i^)  +  ■  -  •  +  O^/""'  ^'^ 

An-l  hn 


'    1.2  ...  (n  — 1)'         ^^   '    1.2  ...  n 
On  peut  encore  l'écrire,  en  posant  a?  =  a -f- /i,  d'où  h  =  x  —  a, 

fix)  =  fia)  +  ^/"(a)  +  ^-^;i^f"ia)  +  . .  .  +  /^=;^/-^"(«) 

^•"^1.2...  («  —  !)/        ^"^^1.2...n/     ^'''' 

;  étant  compris  entre  a  et  x. 

Elle  est  applicable,  dès  que /(a?)  est  définie  dans  l'intervalle  (ft,  x)  et 
y  admet  des  dérivées  successives  jusqu'à  l'ordre  n. 

Cas  d'un  ijolynôme  de  degré  n.  —  Pour  un  polynôme  de  degré  n,  on 
appliquera  les  formules  précédentes,  après  y  avoir  remplacé  n  paç 
n  -4-  1.  Le  terme  complémentaire  disparaît  alors,  car  la  dérivée  /""+'' (a?) 
est  nulle  identiquement  si  f{x)  est  un  polynôme  de  degré  n.  On  a  donc 
les  formules  : 

(o)      fia  +  h)  =  fia)  +  ^^'(.0  +  .  .  .  +  î7^^ /■""(«)  +  . . . 

■+i^^^^"H«), 

(G)      fix)  =  fia)  +  "^fia)  +  . . .  +  /^=;^/''"  («)  +  •  •  • 

ix  —  a)"  ,.,„w   \ 
+  i.v)...  »/(")• 
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!;  2.  —  APPLICATIONS.  —  FORMULE  DES  ACCROISSEMENTS  FINIS.  — 
PREMIÈRES  NOTIONS  SUR  LES  FONCTIONS  PRIMITIVES.  —  RACINES 
MULTIPLES. 

126.  Formule  des  accroissements  finis.  —  Pour  /;=:  1,  la  formule 
de  Taylor  se  réduit  à  ; 

(1)  f{a-hli)  =  f{n)^lif'{a-^()li). 

On  peut  récrire,  en  remplaçant  a  par  x, 

(â)  f{x  -h  h)  —  f{x)  =  hf  {x  -t-  0  //). 

C'est  ce  qu'on  appelle  la  formule  des  accroissements  finis,  parce 
quelle  donne  une  expression  d'un  accroissement  quelconque  d'une 
fonction  f{x).  Elle  est  applicable,  d'après  ce  qui  précède,  si  la  fonction 
a  une  dérivée  dans  l'inlorvalle  {x,  x-\-h.. 

Interprétation  géométrique.  —  Désignons  pour  plus  de  commodité, 


par  a  ai  b  les  valeurs  considérées  x  c\,  x  -x-  h\  et  par  c  la  valeur,  inter- 
médiaire entre  les  deux,  x-hdh. 
La  formule  (2)  s'écrit  alors  : 

fib)-f(a) 


b  —  a 


r{c] 


Sous  celte  forme,  on  la  retrouve  immédiatement  en  considérant  la 
courbe  y  =  f{r  .  et  en  écrivant  que  le  coefficient  angulaire  de  la  corde 
AB  qui  joint  les  points  d'abscisses  x=:a  et  x  =  b  est  le  même  que 
celui  de  la  tangente  en  un  point  c,  d'abscisse  x  =  c,  compris  entre  A 
etB. 

127.  Théorème  I.  —  Si  une  fonction  a  une  dérivée  constamment  nulle 
dans  un  intervalle  (a,  b).,elle  a,  dans  cet  intervalle,  une  valeur  constante. 
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En  effet,  d"après  la  formule  des  accroissements  linis,  on  a,  pour 
cette  fonction  /'(■r),  quelle  que  soit  la  valeur  x  de  Tintervalle, 

f{x)  —  f{a)  =  {x  —  a)f'{l), 

;  étant  compris  entre  a  et  x.  Or,  en  vertu  de  Tliypothèse,  /"{;)  est  nul. 
Cette  formule  se  réduit  donc  à  fix)  —  f{a)  =  0,  c'est-à-dire  à 

f{x)  =  f{ai 

ce  qui  démontre  le  théorème. 

Corollaire.  — -^^t  deux  fonctions  ont,  dans  un  intervalle,  des  dérivées 
constamment  égales,  elles  ne  diffèrent,  dans  cet  intervalle,  que  par  une 
constante  additive. 

Soient,  en  etTet,  f(x)  et  g{x)  ces  deux  fonctions.  On  a.  par  hypo- 
thèse, dans  un  intervalle  (rt.  b),  l'identité  /"(x)  =zrj' (x).  Donc  la  dérivée 
de  f(x)  —  g{x}  est  constamment  nulle  dans  cet  intervalle;  d'où  on 
conclut,  c  étant  une  constante,  l'identité  : 

f{x)  —  g  {x)  =  c,         c'est-à-dire  :         f(x)  =  g[x)-j-  c; 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Théorè.me  II.  —  ^'t  la  dérivée  n"-""-  d^une  fonction  est  constamment 
nulle,  cette  fonction  est  un  polynôme  de  degré  n  —  i  au  plus. 

Car,  en  raisonnant  comme  pour  le  Ihéorème  t,  mais  sur  la  formule  de  Tayior  (T), 
on  obtient  immédiatement  : 

f(x)=f{a)  +  ^f\a)  +...+  i^2~.Z-i/^"'"  ^"^' 
puisfjue  le  terme  complémentaire  est  identiquement  nul  en  vertu  de  l'hypothèse 

/(«j(x)^0. 

128.  Fonctions  primitives.  —  On  appelle  fonction  primitive  d'une 

fonction  f(x)  toute  fonction  ¥  [x)  dont  la  dérivée  est  identique  à  f{x], 
c'est-à-dire  telle  que  l'on  ait  l'identité  V {x)=.f[x). 

Si  cp(x)  est  une  fonction  primitive  particulière  de  fix),  o{x)-i-c,  où 
c  est  une  constante  arbitraire,  a  aussi  pour  dérivée  -:,'  {x):=f{x],  et  est 
fonction  primitive  de  f{x).  Kt  réciproquement,  toute  primitive  V{x)  de 
f{x)  est,  d'après  le  corollaire  du  numéro  précédent,  identique  à  l'une 
de  ces  fonctions  cp(x)  -{-  c,  pour  une  valeur  de  c  convenablement  choisie. 

En  d'autres  termes,  la  formule  générale  qui  donne  toutes  les  fonc- 
tions primitives  de  fix),  est 

(3)  F(.r)  =  cp(,r)  +  c, 

où  'j[x}  est  l'une  quelconque  de  ces  fonctions  primitives  et  c  une  con- 
stante arbitraire. 

MATH.    GÉNÉRALES.   —    I.  12 
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Exemples.  —   1" 


m 


-r  est   une   fomiion   primitive  de  j'",   pour 


?H  =  —  I;  et  la  fonclioti  primitive  de  j-'"  la  plus  trénérale  est  r-\-c: 

c  étant  une  constante  arbitraire. 

"2"     log  .r|  est  fonction  primitive  de  -,  et  la  primitive  la  plus  p;éné- 

rale  de  -  est  logja-i-i-  <\  c  étant  une  constante  arbitraire. 

Si  on  pose  a  =  e~'\,  on  en  lire  <"  =  —  log  a,  et  on  peut  écrire  cette 

l'onction  primitive  lotç  -i,  a  étant,  de  nouveau,  une  constante  arbitraire. 

"-  I  r/  , 

Telle  quVIle  a  élé  introduile,  la  conslanle  a  =  e-''  est  positive;  mais  on  arriverait 
au  même  lésullat  en  posant  «  :=  —  e-'.  On  peut  donc  considérer  que  le  signe  de  « 
est  arbitraire.  Sa  valeur  absolue  est  arbitraire  aussi,  car,  si  on  se  donne  a,  il  lui  cor- 
respond toujours  une  valeur  dec  par  la  formule  c  =  —  lojrl  a  ,  équivalente  à  a  =  rte    •. 

Hemavfjiie  I .  —  Passer  dune  fonction  à  sa  primitive,  c'est  ce  qu'on 
appelle  intéi^jrer.  La  constatHe  additive  arbitraire  c,  qui  figure,  d'après 
la  formule  (3),  dans  la  primitive  la  plus  générale,  s'appelle  constante 
dlntrijralion. 

Remarque  ^.  —  Le  corollaire  du  numéro  ilO  peut,  avec  cette  termi- 
Dologie,  s'énoncer  ainsi  :  Si  on  hitcrjre  les  deux  membres  d'une  identité 
de  la  forme 

(•i)  f'{x)  =  g{x), 

on  obtient  l'identité  nouvelle 

(5)  f{.r)=g{x)-i-c, 
où  c  est  une  constante. 

Pour  déterminer  cette  constante,  on  donne  à  x,  dans  l'identité  (.j) 
ainsi  obtenue,  une  valeur  numérique  particulière  quelconque  .r=:io. 
On  a  ainsi  l'égalité  numérique 

(6)  /Uo)  =  i/(-ï-o)  +  ^ 
qui  donne  la  valeur  de  c  : 

'")  c  =  f(x„)  —  g{x„). 


129.  Théorème  L  —  Si  U  est  une  fonction  primitive  de  u,  AU  est 
fonction  primitive  de  Am,  A  étant  une  constante. 

Car.  par  liypothèse,  u  =  {j';  donc  Am=:(AU)'.  (C.  Q.   F.  D.) 

Théorème  H.  —  Pour  intégrer  une  somme,  il  suffit  d'intégrer  terme  à 
terme. 

Soit,  en  effet,  une  somme  u-^v-\-v\  Nous  supposons  qu'on  con- 
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naisse  des  primitives  U,  V,  W,  des  trois  termes;  et  il  faut  prouver 
que  la  somme  U  -h  V  -f-  W  est  fonction  primitive  de  la  somme  donnée. 
Cela  veut  dire  que  l'on  a  (U -h  V -t- W)'  =  m -f- l'-l- ?r.  Or  cela  résulte 
des  hypothèses  V  =  u,  V  =  r,  W  =  w. 

Applicaliii».  —  On  poul,  d'après  cela,  intégrer  un  pohjnrhne  quel- 
conque : 

fix)  =  \v"  -f-  A,.r"-'  4-  ...  -H  .\j,v"'''  -h  .  .  .  H~  A„_,  x  -+-  A„. 

Car  nous  avons  appris  ci-dessus  à  intégrer  x"'\  il  suffit  d'augmenter 
l'exposant  dune  unité,  et  de  diviser  par  le  nouvel  exposant.  D'après 
les  ilirnr<"iirs  I  pt  ?  on  aura  donc,  poui'  la  fonction  primitive  cherchée, 

^   '        "   n-+-l         '    »  '^  n — p-\-i  2.  1 

130.  Racines  multiples  des  polynômes.  —  Dé  finition.  —  On  dit  que 
x  =  a  est  racine  mullijilc  d" ordre  p  d'un  polynôme  f{x),  si  f{x)  est 
divisih'e  par  {x — a)P,  et  ne  iest  pas  par  [x  —  0^'+^ 

La  formule  de  Taylor,  sous  la  forme  (6)  du  numéro  125,  peut  s'écrire  : 

f[x)  =  {x-a)KiXxy-^H-^-). 
avec  : 

'       1 . 2  .  .  .  p       1 . 2   .  . (;j -}-  1  ) ^  '  ÏM  . . .  n 

Comme  K(.r)  est  de  degré  inférieur  au  degré  p  de  (a?  —  a)P,  cette 
identité  exprime  que  Q(.r)  est  le  quotient,  et  K[x)  le  reste  de  la  divi- 
sion de  f{x)  par  {x  —  ay.  (Voir  n"  23.) 

Donc,  pour  que  f{x)  soit  divisible  par  {x  —  «)'',  il  faut  et  il  suflit  (jue 
\i{x)  soit  nul  quel  que  soit  x.  Or  ^{x)  est  écrit  sous  la  forme  d'un 
polynTiine  en  (x  — a);  et,  pour  qu'il  soit  nul  quel  que  soit  a?,  il  faut  et 
il  suriil  (ju'il  soit  nul  quel  que  soit  (.r  —  a):  c'est-à-dire  que  l'on  ait  : 

t\a)  =  f'{a)  =  r{a)=...=.ft"''[a)  =  0. 

Si  on  avait,  de  plus,  f  r  {a):={),  le  même  raisonnement  prouve  que 
/■(.Il  serait  divisible  par  (.r  —  a)''+'. 

Di-mc  pour  que  a  soit  racine  multiple  d'ordre  p  ou  moins  de  f(x),  il 
faut  et  il  suffît  que  a  annule  f  et  ses  {p  —  1)  premières  dérivées;  pour 
que  a  soit  racine  multiple  d'ordre  p  exactement,  il  faut  et  il  suffit  que  a 
annule  f  et  ses  (p  —  1)  premières  dérivées,  et  n  annule  pas  la  dérivée 
ii'ordre  p. 
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^   2.  SliHlE   DE   M.U;-LAL1U.\ 

131.  Série  de  Mac-Laurin.  —  Si  une  fonction  f\x),  définie  dans  un 
intervalle  ( — a,  -ho),  a,  dans  cet  intervalle,  des  dérivées  de  tous  les 
ordres,  on  peut  lui  appliquer  la  formule  de  Mac-Laurin  (M),  (n"  124), 
pour  chaque  valeur  de  n.  Les  n  premiers  termes  du  second  membre 
constituent  alors  la  somme  S„  des  u  premiers  termes  de  la  série  : 

(1)  /'0)-i-|7"(0)  +  j^r(o)+...+î^2^A"(0)  +  ... 

qui  prend  le  nom  de  série  de  Mac-Laurin,  relative  à  la  fonction  f{x) 
considérée.  En  écrivant  S„  .r),  au  lieu  de  S„,  pour  rappeler  que  celte 
somme  est  une  fonction  de  x,  (un  polynôme  de  degré  [n —  1)).  nous 
pourrons  remplacer  la  formule  de  Mac-Laurin  (M)  par  : 

(2)  /\x)  =  S„(a^)  +  ^-^:?1— /•"  (Ox). 
Donc,  le  terme  complémentaire 

de  la  formule  de  Mac-Laurin  est  égal  à  la  difïërence  :  f{x)  —  S„(a-). 
On  en  conclut  que,  pour  que  la  série  de  Mac-Laurin  (1)  soit  convergente 
et  ait  pour  somme  f{x),  il  faut  et  il  suffit  que  le  terme  complémentaire  (3) 
tende  vers  zéro,  pour  n  infini. 
Dans  ce  cas,  on  peut  écrire  : 

(4)  m = m + \r m + ^j- (o)  -f- . . .  +  r:^^^ "'^^^  +  •  •  • 

et  on  dit  que  f{x)  est  développable  en  série  entière  en  x  par  la  formule 
de  Mac-Laurin. 

Le  terme  complémentaire  (3)  est  alors  une  expression  du  reste  Unix) 
de  la  série.  On  a,  en  effet,  d'après  la  définition  du  reste  d'une  série, 

(5)  f{x)  =  èJx)-hK(-i-), 

et  on  conclut  de  (2)  et  (5) 

132.  Théorème.  —  Si  les  dérivées  successives  d'une  fonction  f{x)  sont 
bornées  supérieurement  en  module,  dans  un  intervalle  ( — a, -H  a),  par 
un  même  nombre  M,  cette  fonction  est  développable  en  série  de  Mac- 
Laurin. 
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Car  le  module  du  Icnne  complémentaire  (3)  est  alors  le  produit 
de  /■"  (Ox).  qui  reste  horné  '  ,  iDrsque  »  augmente  indéfiniment, 
par  .  g ,  qui  est,  d'après  la  règle  de  Dalembert  (n°  70),  le  terme 

général  d'une  série  convergente;  et  qui,  par  suite,  tend  vers  zéro. 
Donc  le  terme  complémentaire  tend  bien  zéro,  et  les  conclusions  du 
numéro  |>récédent  s'appliquent. 

Applications.  —  I.  —  Développement  en  série  de  e^. 

Soit  f{x)  =  e-^,  d'où  /"  (.n  =r.  e'.  Donc  f'"{x)  \  <  e:\  si  —  a  <  x  <  a. 
Le  théorème  est  donc  applicable.  On  a,  d'autre  part,  /■"'(0)  =  e"=  1. 
Donc  la  formule  (4;  devient  : 

(6)  e'=l+f  +  ^  ^  •         ^ 


1    '   1.2^1.2.3  '    ■••    '   1.2  ...  >î^  •••• 

Comme  a  peut  être  pris  arbitrairement,  cette  formule  est,  d'après 
ce  qui  précède,  valable  quel  que  soit  x.  On  reconnaît  la  série  consi- 
dérée autrefois,  à  titre  d'e.xemple.  au  numéro  70;  et  qui  se  réduit  bien 
à  e  pour  r  =  1. 

On  en  conclut,  en  particulier, 


fc-  ~  1    '    1.2       1.2.3 '      ^  1.2  ...  ?j 

11.  —  Déoelnppements  en  séries  des  fonctions  hyperboliques. 
On  déduit  de  (6) 


X 


r.3 


=  1  —  T  +  r-;  —  ^^^r^  -4-  .  . .  4-  (—  1  )": 


1    '    1.2       1.2.3. '      ^  1.2  ...  n 

d'où,  par  addition  et  soustraction. 


(7)  ch.r= ^ =i_|___ 

x^ 
^1.2.3.4   ' 

/UW],  y.—  ^'        ^"'^  —  -^    ,          ^' 

•    rr" 

^»j  «"•ï-          2           1^  1.2.3 

'  1.2.3.5  '  • 

'   1.2  ...  (2n) 
1.2...(2n— 1)' 


Ces  séries  sont  donc  formées  avec  les  termes  de  la  série  e'",  la  pre- 
mière contenant  les  termes  de  degré  pair,  et  la  seconde  les  termes  de 
degré  impair. 

m.  —  Déceloppement  en  série  de  a^. 

En  écrivant  0^  =  6^'"^",  on  voit  qu'il  n'y  a  qu'à  remplacer,  dans  la 
série  (6),  x  par  x  loga. 

(1)  On   remarquera   que   x  reste   (l.\e,  mais  0   varie,  de  sorte  que  Ox  varie  dar.s 
l'inlervaiie  considéré,  si  x  esl  pris  dans  cet  intervalle 
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Donc 
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a?loca      07- (loea)- 
(9)     a^=[-i-  — J5_  _| ^|~-J-  ' 


IV.  —  Dcveloppemoils  en  séries  des  fond  ions  trifjonomèh'ifjnes . 

La  série  de  Mac-Laurin  s'applique  encore  à  coso,-  el  sinx-,  dont  les 
dérivées  successives  étant  Tune  des  fonctions  ±cosj,  rt^in./',  sont 
iiornées  en  module  par  le  nombre  1. 

De  plus,  pour  cosj;,  on  a  la  suite  périodique   de  4  eu  4  termes) 

f{x)  =  cosx,    /"(.r)  =  —  sin.r,    f"'(x)  =  —  cos.r,    f"'ix)  =  —  sin.r;  .... 
Donc,  périodiquement  aussi, 

f(0)  =  l,  r(0)  =  0,  /•";0)  =  -I,  /■'"(0)  =  0;   .... 

Un  retrouvera  donc  des  termes  de  <,",  mais  seulement  les  termes  de 
degré  pair,  et  avec  des  signes  alternés.  C/est-à-dire  (jue  le  développe- 
ment se  déduira  de  celui  de  cho--  en  alternant  les  signes  : 

■r-  x'  .    ,      .„.  x'-" 


(10)      cosa^=l-3-^  +  ^  .^3  ,^-... +(-!)?' y-^ 


{^2n) 


De  même,  pour  s\nx,  on  a  les  suites  périodiques  : 

f{x)  =  s\nx,      /"(.r)  =  cosa-,     f"{r)  =  —s\nx,     f"  ix)=.  —  cosx;  . .  . 
/•(())  =  0.  /'(0)  =  1.  /■"(0)  =  0,  f"'{x)  =  -l;   .... 

La  série  de  Mac-Laurin  sera  donc  composée  des  termes  de  degré 
impair  de  la  série  e^,  mais  pris  avec  des  signes  alternés;  c'est-à-dire 
qu'elle  se  déduira  du  développement  de  sliaen  alternant  les  signes  : 


''""=î-i:?:7{ -^1.^.3.4.5" 


-(-!)» 


[.':>.  S...  ('In-i-l 


Hemarque  I .  —  Tous  ces  développements,  e",  a'\  clio;,  sli  a-,  cosa- 
sinx,  sont  valables  pour  toute  valeur  de  x. 

liemarrpie  i?.  —  Le  développement  (6)  de  e^  met  en  évidence  le  fait 
que  -^  croit  indéfiniment,  pour  x  =  -t-x,  quel  que  suit  le  nombre 

'  X'" 

positif  m  {iv  122).  Car  on  a,  quel  que  soit  /),  c"  >  y^ ,  puisque, 

pour  ./■  >  U,  tous  les  termes  de  la  «érie  (6)  sont  posilils.  Si  donc  on 
suppose  n  >  m.  on  aura  : 

•    .?"     ^       1.2      ...      /i    ' 

et  («  —  m)  étant  positif,  le  second  membre  croit  indéfiniment  avec  .f. 
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Un  en  conclut  la  propriété  opposée,  relative  à  la  croissance  de  logx 
(n"  122).  Car  si  on  pose  loga?  =  z,  doii  x  =  e%  on  a  : 

logj? z  1    [mz) 

X'"         e'"'       m  '  &'"'  ' 

ce   qui,   d'ajirès  la  propriété  précédente,  tend  vers  zéro,   pour  t<jule 
valeur  positive  de  m. 

SÉRIE  DE  Taylor.  —  On  peut  raisonner  sur  la  formule  (T)  de  Taylor, 
du  numéro  123,  comme  nous  avons  fait,  au  numéro  131,  sur  la  formule 
(Mi  de  Mac-Laurin,  du  numéro  12i.  Si  le  terme  complémentaire 

(x  —  fl)» 


1.2 


/■'')(;) 


tend  vers  zéro,  pour  n  infini,  on  aura,  pour  représenter  la  fonction 
f(v)  dans  le  voisinage  de  la  valeur  x  =  a,  la  série  de  Taylor  : 

Ax)  = /-(a)  +  ^/-'(a)  +  ^^j=|IV»  («)+... +|:^^^ 

Ce  développement  en  série  peut  s'appliquer,  par  exemple,  aux  fonc- 
tions e"",  cosa?,  sina^,  quels  que  soient  a  et  x. 


i    4.   —    PROPRIETES    DES   SERIES   ENTIERES 

133.  Rayon  de  convergence.  —  On  appelle  séries  entières  en  x  les 
séries  qui,  comme  les  séries  de  Mac-Laurin  précédentes,  sont  de  la 
forme  : 

(1)  Cq  -h  CiX  -+-  cjc-  -+-...+  r„a-"  -f-  .  .  . 

c„,  Cj,  . .  .,  r,,,  . .  .,  étant  des  coefficients  constants.  Ce  sont  donc,  en 
quelque  sorte,  des  polynômes  de  degré  intini. 

Un  autre  exemple  de  série  entière  est  donné  par  la  progression 
géométrique  (n''  60) 

(2)  ,- —  =  1  -}-  .2^  +  .r^  -f -  . . .  -f-  .r"  -4-  . . . , 
1  —  X 

mais  celle-ci,  contrairement  aux  précédentes,  n'est  convergente  que 
pour  —  l  <  X  <  1.  Elle  a  donc  un  intervalle  de  convergence  fini  qui  est 
l'intervalle  ( — 1.  -f-1);  à  l'intérieur  de  cet  intervalle  seulement,  on 
peut  écrire  la  formule  (2). 

A  l'égard  des  séries  entières  on  peut,  au  point  de  vue  de  la  conver- 
gence, énoncer  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  A  toute  série  entière  (1)  correspond  un  nombre  positif  R 
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tel  que  la  série  est  absolument  convergente  pour —  R  <  j-  <  R,  et  diver 
gente  en  dehors  de  l'intervalle  { —  R,  -h  R). 


X 


-R 


0 


R 


oc 


Ce  nombre  R  «appelle  ragon  de  convenjence,  et  l'inlervalle  ( —  R, 
-+-  R)  s'appelle  intervalle  de  convergence. 

La  série  peut  cependant  être  divergente  pour  lune  ou  l'autre  des 
bornes  de  rinlervalle.  ou  pour  toutes  les  deux  (cas  de  la  progression 
géométrique  (2). 

Kntin,  il  faut  entendre,  dans  l'énoncé,  que  R  peut  être  nul,  comme 
il  arrive  pour  la  série  (n"  70) 

14-1.0-— 1.2.x- H-  ...  +1.2  .  ..  «.X"—  ... 

qui  n'est  convergente  que  pour  j-=:0,  comme  on  le  voit  en  appliquant 
la  règle  de  Dalembert;  et  que  R  peut  être  infini,  comme  il  arrive  pour 
la  série  e'. 

Remarque  i .  —  L'énoncé  n'affirme  rien  pour  les  bornes  -h  R  et  —  R 
de  lintervalle.  11  peut  y  avoir,  en  effet,  suivant  les  cas,  convergence 
ou  divergence,  comme  le  montreront  les  exemples  ci-dessous. 

Remarque  2.  —  Le  théorème  est  immédiat  ''  si  -^^  tend  vers  uup 
limite  /,  lorsque  n  augmente  indéfiniment;  et  le  rayon  de  convergence 
est  alors  R=:-^  {c'est  le  cas  de  toutes  les  séries  entières  usuelles). 

En  effet,  en  posant  w„^c„_i.a?"~',  on  a  : 
-^^  =  — —.X.  Donc  -^^  tend  vers  Ix;  et,  d'après  le  théorème   de 
Dalembert   (n''  70,    il    y   a   convergence   pour  |/.r:<l,   c'est-à-dire 
1  a:  î  <  -y-  ;  et  divergence  pour  Ix  >  1 .  c'est-à-dire  pour  \r  |  >>  j-j| .  C'est 
bien  le  théorème  en  question,  avec  -y-  =  R. 


Exemples.  —  I,       1  -h  2a?  -h  Sx^  -+- 
i 


na?" 


Le  rapport  --^^—^=  — - 
c„  n 


ge 

Qte  aux  bornes  x=: 

±1 

ie 

tec 

d  pas  vers  zéro. 

I 

,          X       X-       x^ 

. . .  -h 

X' 

n 

tend  vers  1.  Donc  R  =  l.  La  série  est  diver- 
1  de  l'intervalle,  car  le  terme  général   ne 


(1)  On  trouvera  plus  loin  la  démonslralion  pour  le  cas  général:  ainsi  que  celle 
des  théorèmes  suivants. 


Le    rapport -^=::^^^       ^^^^   ^   o>  •  ,w»   ^n^^., _l9    '^^"'^   ^^''^    ^' 
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1 

Le  rapport  -^^  =  — — =  tend  vers  1.  Donc  l{  =  1.  La  série 

n 
est  divergente  pour  x=i  (série  liarmonique);  et  convergente  pour 
xz=z —  1  (théorème  des  séries  alternées). 

l.z       2.3       S.  A  n{n-\-i) 

C„+i  _  1  .  1         _  _  " 

c„    ~(n-hl)(»-f-2)  ■  n(?}H- 1)       ?? 

Donc  R=l.  ]>a  série  est  convergente  pour  x=i[,  In"  09  :  exemple 

a„  =  — — _^  .,  I .   Elle  est.    par   suite,  absolument    convergente   pour 

x=—[. 

134.  Propriétés  générales  des  séries  entières.  —  Les  propriétés  des 
séries  entières  que  nous  allons  passer  en  revue  peuvent  se  résumer 
en  disant  que,  dans  tout  intervalle  (  —  p,  H- p)  mtérieur  ^à  son  inter- 
valle de  convergence  (  —  R,  H- R),  une  série  entière  en  x  'possède  les 
mêmes  'propriétés  quun  polynôme  entier  en  x,  tant  au  point  de  vue  des 
calculs  algébriques  qu'à  celui  de  la  théorie  des  fonctions. 

135.  Dérivation.  —  Continuité.  —  Théorè.me  1.  —  Toute  série  entière 

(1)  ^  =  C,j  +  C^X  H-  C,.T-  -+-...+  C„.X-"  +  .  .  . 

a,  pour  chaque  valeur  de  x  intérieure  à  son  intervalle  de  convergence^ 
une  dérivée,  qui  est  la  somme  de  la  série 

(2)  y'  =  c^~h  2c.,x  H-  Sc^x-  +  . .  .  -h  nc„a;"~'  H-  .  . . 

obtenue  en  dérivant  terme  à  terme  la  première.    Cette  série  dérivée  a 

même  rayon  de  convergence  que  la  proposée  '*>. 

Exemple.  —  Ce  théorème  se  vérifie  sans  peine  pour  la  progression 

géométrique  : 

[a]  -5 =  1 -f- or -+- a?- +  .  .  .  H- X" -h 

i~x  ^ 

La  dérivée  du  premier  membre  est  -. -;,  et  1  on  a  bien,  confor- 

^  (1  —  X)- 

mément  au  théorème,  pour  —  1  <  .r  <  1  : 

ih)  ,,    ^      .,  =  1  +  ±x  +  3jf2  -h  . .  .  H-  nx"-'  +  . . . . 

(1  : — X)- 

(I)  Cfla  veut  dire  (|ue  p  est  inférieur  ù  R.  Si  H  est  infini,  p  est  quelconque.  La 
série,  étant  convergente  pour  chaque  valeur  ,r  de  l'intervalle  (  —  f i  +  p).  ''st  une 
fonction  de  x,  définie  dans  cet  intervalle. 

(2;  Nous  admeUons  ici  ce  théorème.  La  démonstration  sera  donnée  plus  loin. 
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Car  le  théorème  de  Dulemherl  prouve  <iue  le  second  membre  a  pour 
rayon  de  convergence  11=  1,  coinine  la  série  proposée  (n"  133,  ex.  1); 
et,  si  on  mulliplio  les  deux  membres  de  Tégalité  {h)  par  (l  —  .r),  on 
retombe  sur  l'identité  («),  puisque  le  second  membre  devient  ainsi  : 

[i  H- 2r -h  3j-- -h  ...H-  (»i-h  l)x"-|-...]  — [a:-+-2x-+...-f-».i'"-f-...] 
=  lH-(2— l)x  +  (3  — 2)a-2  4-  ...  -|-[(„_Hl)_»]a-»-i-.... 
=  1  -h  a-  -h  x"^  -h  ...  4-  a?"  -L- 

Corollnive.  —  Une  sét'ie  entière  l'st  conlinur  pour  toute  valeur  do  lu 
nniable  intri  ieure  à  son  intervalle  de  convergence. 

Car  toute  fonction  /U)  qui  a  une  dérivée  pour  une  valeur  de  x,  est 
continue  pour  cette  valeur  de  or  (n"  84). 

liemarquc.  —  On  démontre  que  .<*  une  série  entière  est  convergente 
pour  une  des  Oornrs  x^it  K  de  son  intervalle  de  convergence,  sa  somme 
est  encore  continue  pour  cette  valeur  x ^:=-\-\{. 

Condition  d'identité.  —  ])e  la  continuité  d'une  série  entière  pour  la 
valeur  .r=zO.  on  conclut,  en  raisonnant  comme  nous  lavons  lait 
pour  les  polynômes  (n"  21),  qu'une  série  entière  en  x  ne  peut  être  nulle 
pour  toutes  les  valeurs  de  x  appartenant  à  un  intervalle  (  —  £,  H- s)  sans 
que  tous  ses  coefficients  soient  nuls. 

11  en  résulte  encore,  de  la  même  manière,  que  deux  séries  entières 
en  X  ne  peuvent  êtres  égales  pour  toutes  les  valeurs  de  x  appartenant  à 
un  intervalle  (  —  s,  -h  e)  sans  être  identiques  terme  à  terme. 

En  d'autres  termes  :  une  fonction  ne  peut  être  développée  en  série 
entière  que  d'une  seule  manière. 

On  peut  ajouter  que  ce  développement  nest  autre  que  celui  de 
Mac- Lan r in  : 


(3)     /•(a:)  =  /(0)-|-*J/"(0)-+-^/'"(0)+...-H—^— /■-'(())--..... 

En   elfet,  soit  x  une  valeur  quelconque  intérieure  à  l'intervalle  de 
convergence  de  la  série  entière 

(.'♦)  fix)  =  r„  H-  c^x  -+-  c,x-  -h  ...  H-  CpXi'  -h 

Un  a,  d'après  le  théorème  /. 

f'{x)  =zC^-\-  2c.yX  H-  ...  4-  pCpX>'r'^  -f-  .  .  . . 

et.  en  appliquant  le  théorème  à  cette  dérivée,  on  trouve  de  même  la 
dérivée  seconde 

f"  (x)  =  [  .2.c,-^  2.:i  .c^x  -h  ...  -h{p  —  l)p.CpX''-'^^  .... 

ce  développement  étapt  encore  valable  à  l'intérieur  du  môme  inter- 
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valle  (Je  converf^eneo.  KL  ainsi  de  suite,  de  sorte  qu'on  a.  quel  que 
soit  X  dans  cet  inlervalle. 

/■  "  [x)  z=zl.^2.:i  ...  H .  c„  H-  2.3  ...  n  (n  —  1)  c„_,a^  -h 

En  faisant  x^O  dans  ces  identités,  on  obtient  successivement, 

/•(0)  =  c„,  r{0)=l.c,;  f"(0)  =  i.^.r.^,   ...,  /•"(0)  =  1 .2  ...  n.c„,    .... 

On  en  lire  donc,  en  résolvant,  comme  on  l'a  fait  pour  les  polynômes 
(n"  123), 

De  sorte  que  la  série  {A)  donnée  n'est  autre  que  la  série  de  Mac- 
Laurin  (3).  (C  Q.  F.  D.) 

Application.  —  Le  théorème  précédent  permet  de  démontrer,  comme 
on  l"a  fait  pour  les  polynômes  (n°  21,  ex.  1  et  ex.  2),  les  propositions 
suivantes  : 

Pour  qu'une  série  entière  en  x  reprrsenlc  une  fonction  paire,  il  faut 
et  il  suffit  quelle  ne  contienne  que  des  termes  de  degré  pair;  pour  quelle 
représente  une  fonction  impaire,  il  faut  et  il  suffît  quelle  ne  contienne 
que  des  termes  de  degré  impair. 

C'est  ainsi  que  les  séries  qui  représentent  cli a-  et  cosx  ne  contiennent 
que  des  termes  de  degré  pair;  tandis  que  celles  qui  représentent  shr 
et  sina:^  ne  contiennent  que  des  termes  de  degré  impair. 

136.  Série  du  binôme.  —  Cherchons,  comme  application,  à  déve- 
lopper en  série  la  fonction  ?/  ^  (l  h-  x)"\  pour  m  quelconque. 

Le  seul  développement  possible  étant  celui  de  Mac-Laurin,  calculons 
ses  coefficients.  Un  a.  successivement, 

y'  =  m  (1  H-  a-)'"  -'.  y"  =  m  (m  —  1  )  (1  -4-  a?)"'-^      

//  '■  =  m  (m  —  1)  .  .  .  (ju  —  /j  -h  1)  (1  -h  x)"'-P 

Et,  en  faisant  x  =  0,  et  désignant  par  l'indice  zéro  les  valeurs 
correspondantes, 

?yo=l-         lh  =  '>n,         J/u  = '"('«  —  !) 

yj'  =  m'm  —  1)  {m  —  2)  ...  {m  —  jo  -t-  1),      .... 

La  seine  de  Mac-Laurin  cherchée  est  donc  : 
,...   ,       m  mirn  —  1)    .,  mim — 1)  .  .  .  (m  —  p  +  l)    „ 

Elle  se  réduirait  au  développement  du  binôme  de  Newton  (iH-a-)"', 
si  m  élait  entier  positif,  tous  les  coefficients  étant  nuls,  à  partir  du 
terme  en  a;'"+',  comme  contenant  le  facteur  (m  —  m).  Mais  dans  tout 
autre  cas,  on  a  une  série  illimitée.  On  l'appelle  la  série  du  binôme. 
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Heslc  à  examiner  si  cette  série  a  un  nnjon  de  convenjence  non  nul;  et 
si.  dans  son  iniervalle  de  conrergence,  elle  est  bien  égale  à  (1  -ha*)'". 
Le  rapport  d'un  coefficient  au  précédent  (n°  133.  remarque  2)  est  : 

m{m  —  1)  ...  (m  —  p-^i)  .  m{m^—l)  ...  (m  —  p-h^) m  —  p -\- l 

1.2...  p  •  1.2  ...  (7)  — 1)  ~  p 

Il  tond  vers  ' — 1)  pour  p  inlini.  Donc  le  rayon  de  convergence  est 

1 


1 


1=1. 


La  série  du  binôme  a  donc,  pour  interralle  de  convergence,  l'inler- 
ralle{—l.-hl). 

Désignons  par  :  la  fonction  de  x  qu'elle  représente  dans  cet  inter- 
valle (bornes  exclues)  : 


((i 


=  1 


m 


m  {m  —  1) 


m  (m  —  1  ) ...  (m — p~hi) 


xP- 


1       '         1.2  1.2  ...  ;> 

11  s'agit  de  vérifier  si  on  a  :  =  (1  +- a*)'",  c'est-à-dire  si  la  fonction 
—  est  identique  à  1.  Comme  elle  est  égale  à   1.  pour  a;  =  0, 


ii-^xy 

puisque  numérateur  et  dénominateur  se  réduisent  alors  à  1.  il  suffira 


de  vérifier  si  celte  fonction 


est  constante,  c'est-à-dire  si  sa 


(1  -i-  .r)"' 
dérivée  est  nulle.  Donc  tout  revient  à  constater  si  on  a  identiquement 

z' {i  -h xy  —  mzil  -h x)"'~'  =  0 

ou.  plus  simplement, 

(7)  (1  4- a?)  :'  =  ?/!:. 

Or.  c'est  ce  qui  a  lieu  en  efTet.  car.  on  lire  de  (0) 


et,  par  suite. 


1 


(m  —  1)  ...  (m 


1) 


1 


1.2  ...  (p  — 1) 
1 


a-î'- 


•J 


{[-^x)z'  =  m  [1  -+-  (  l  +  — 1— ) 


/(m  — 1)  ...  (?n  — p-f-1)       (m  — 1)  ...  {m  —  p)\  1 

V  1.2...(p-l)  -^  1.2.../^  jx-f-...j 


et  le  coefficient  de  x^  est.  dans  le  crochet. 


7/1  —  pi  m  (m  —  1)  .  .  .  {m  —  p  ~\-  V 


(m  —  i)  ...  jm  —  p-^i] . 

1.2...{p-l)  L  P     J~  1.2...;; 

le  crochet  se  réduit  donc  à  :-.  et  l'identité  (7)  est  ainsi  vérifiée. 


['-'V]  = 
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Donc,  la  fonction  (1  +  a-)'"  csl  représentée^  pour  —  1  <  a:-  <  1  par  la 
série,  dite  séi'ie  du  binôme  : 


xP- 


(8)     (l+x)'''=l  +  ^-;^..+  ^ff-^^x^H-...  +  ^^^^^^ 

[{emarque.  —  Pour  m^  —  1,  celle  série  doit  se  réduire  à  la 
progression  géométrique  de  raison  ( — x);  car  la  formule  (2)  du 
numéro  133,  donne,  en  y  changeant  x  en  — j-, 

(1  +  x)-^  =  \_  ^  X  -h  X-  —  x'  -\-  . .  .  -^  (—  VfxP  + 

C'est  ce  qui  se  vérifie  immédiatement,  le  coefficient  du  terme  en  xi' 
étant 

(—1)(— 2)...  (—/))_ 


1 . 2  ...  29 


1)^ 


137.  Intégration.  —  Théorème  2.  —  Toute  série  entière 

(1  )  î/  =  ''o  +  ^i^  +  c^.r-  -i-  .  . .  +  c„a7"  H-  . .  . 

a  pour  fonction  primitive  la  série  obtenue  en  Vintégrant  terme  à  terme  : 

D'une  manière  plus  précise,  la  série  (9)  ainsi  obtenue  a  même  inter- 
valle de  convergence  que  la  proposée  (1);  et  elle  a,  pour  toute  valeur  de 
X  intérieure  à  cet  intervalle,  la  série  (1)  poitr  dérivée. 

En  effet,  si  on  dérive  terme  à  termtî  la  série  (9),  on  retrouve  la 
série  (1).  Donc,  d'après  le  théorème  1,  les  deux  séries  ont  même  inter- 
valle de  convergence;  et,  pour  toute  valeur  de  x  intérieure  à  cet  inter- 
valle, y  est  la  dérivée  de  Y.  (G.  Q.  F.  D.) 

Remarque.  —  La  fonction  primitive  la  plus  générale  de  (1)  est,  avec 
une  constante  arbitraire  d'intégration  c  (n°  128), 

C^  Co~-^C^J-+-  ...  -+-c„— -f-  .... 

138.  Applications.  —  1"  Développement  en  série  de  log(l  -hx). 

La  dérivée  de  log(l  +a;)  est  ;. — ; — ,  dont  le  développement  en  série 

est  donné  par  la  progression  géométrique  illimitée  de  raison  ( — x) 

{n"  133). 

i 
^-^—  =  l—x-h  X-  —  x'  -I-  .  .  .  4-  (—  1)"J?"  + 

i-h  X  ■  ' 

Cette  formule  est  valable  à  l'intérieur  de   rintervalle  (—1.  +  1). 
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Daos  les  mêmes  conditions,  nous  pouvons,  daprès  le  théorème  précé- 
dent, intégrer  les  deux  membres  (n°  128).  Cela  donne  : 


i* 


logil  -h  a-)  =  c  4-  j  —  ^  +  3  —  ;4 


(-  1)" 


n-+-l 


Pour  déterminer  la  constante  d' inti'fjral'xon  c,  nous  faisons  x:=U  dans 
celle  identité,  ce  qui  donne  O^c. 

Donc  :  log(l  -l-«r)  esl  représenté,  pour  —  1  <  a:  <  1,  par  la  .série  : 


(10)       log(l-+-x)  =  j-^ 


-+-  .i 


-+-(— ir 


,X" 


3        A    ' 

Remarque.  —  Si  on  utilise  la  remarque  du  numéro  135,  ou  peut  faire 
tendre  x  vers  1.  le  second  membre  étant  une  série  convergente  pour 
j-=  1  (n"  65).  On  obtient,  en  passant  à  la  limite. 

1       1  ,       ,,"  il 

3-4  ^         '       n 


log-2=j-^^ 


2°  Développement  en  série  de  .\rctg.r. 

La  dérivée  de  Arc  Igx  est  j- j;  c'est  la  somme  de  la  progression 

géométrique  iliimilée  de  raison  ( —  x-).  On  a  donc,  pour  —  i  <,  x  <  1. 
le  développement  : 


1 


X-  -:-  X*  —  X"  -4- 


1  -h  x- 

En  intégrant   les  deux    membres,    on  obtient  la    formule,    valable 
encore  pour  —  1  <  x  <  1, 

-i _t_  ( 11" 

1        3        5 


X       a?'*       x" 
Arc  tgx  =  c  +  ;j- — -^ ^-^  — 


+  i-')"2i^  + 


En  y  faisant  x^O.  on  trouve  la  valeur  de  la  constante  d'intégration, 
c  =  0.  Donc  le  développement  en  série  de  Arc  tgx  est.  en  changeant  n 
en  n  —  1  dans  le  terme  général  :' 

(11)        Arctgx  =  ^"-^VÇ-...+(-l)"-\£';^^+...; 

il  est  valable  pour  —  1  <  x  <  1 . 

Remarque.  —  En  utilisant  encore  la  remarque  du  numéro  135,  on 
peut  faire  tendre  x  vers  1.  ce  qui  donne  : 

3°  Développement  en  séiie  de  arg  thx. 

1 

La  dérivée   de  argthx  étant -,.    on  obtient   de   même,    pour 

—  l<x<  1, 
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X         X^         X-'  t'-"    ' 

13)  ar«  lli  x  =  T-^  M-  +  -^■-  H-  . 


1^3    '    5 2/j  —  1    '    •  •  •  • 

4"  Développement  en  série  de  Arc  sina;. 

1  -' 

La  dérivée. de  Ârcsinj-  ost.  —  =  (* — ^'"j    '• 

s'I  —  X- 

On  oblienl  le  développement  de  celle  dérivée  par  la  série  du  biiK'iine 
(série  (8)  n"  136). 
Le  lerme  général  est 


(-^)(-^)H)''-'(-^) 


\)P.X-i': 


1.2.3  ...p 
1.3.5...(2p-l)       _  1.3  o...(2p-i) 
2M.2.3...P  "~       2.4.(5  ...  2;j  • 

On  a  donc,  pour  —  1  <  x  <  1.  l'idenlilé  : 

1  «       1    0      1.3    ,  1.3.o...(2o— 1)    , 

(14)  =1+  -x-H x'-h  .  .  .H ^-^ ^a--''4- 

yl— -^^  2  2.4  2.4.<i...2p 

Et  on  en  tire,  en  intégrant. 

X      1    x'  ,  1.3    a?'               1.3.o...(2w  — 1)     x-^'+' 
Arcslna;  =  c^--^-^ ^ ' 


1^2    3    '2.4    5  ■       2.4.t)...2/?     '2pH-l^"'" 

En  faisant  x=iO.  on  trouve  c  =  0. 

Donc  /e  dévelo/ipement  en  série  de  Arc  sina'  est 

,,„       ,  x      1    a-^»      1.3    a;^^  ,  1.3.5...(2»— 1)     x-''+' 

(lo)     Arcsma-=^+^.3+^.^  +  ...+    ^./,  (^  ,   %^     •2^^Tî"^-- 

//  es7  valable  pour  —  1  <  a-  <  1. 

o"  Développement  en  série  de  argsha-. 

La   dérivée   de   argsh.r  clant  -—  on  trouve  de  même,  pour 

VI  +  X- 

—  I<a-<1, 

,         X      la-'      1.3  .r^  ,     ,,  ■1.3.5...(2«— 1)    a--''+' 

(Ih)    argsha.=--,^.3+^^.^-...+(-l)''-^^-/^.2^^+.... 
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^  :..  —  CALCULS  sun  les  séries  entières. 

APPLICATION  A  LA  RECHERCHE  DES  VRAIES  VALEURS 

139.  Addition  et  multiplication  des  séries  entières.  —  Pour  faire  la 
somme  de  deux  séries  entières,  il  suffit  de  les  ajouter  terme  à  terme. 
L'opération  est  légitime,  pourvu  que  les  valeurs  de  la  variable  x,  pour 
lesquelles  on  opère,  soient  iiilôrieures  aux  intervalles  de  convergence 
des  deux  séries.  Par  suite,  la  série  entière  ainsi  obtenue  a  un  rayon  de 
convergence  au  moins  égal  au  plus  petit  des  rayons  de  convergence 
des  deux  séries  données. 

Cela  résulte  de  ce  qui  a  été  dit  au  numéro  Ci  sur  la  somme  des 
séries. 

Pour  faire  le  produit  de  deux  srrirs  entières  (dans  les  mêmes  condi- 
tions), il  suffit  d'appliquer  la  règle  de  multiplication  des  polynômes, 
en  groupant  ensemble  les  termes  de  même  degré.  Le  produit  des 
séries 

a^-{-a,x-\-  a.,x-  -h  ...  -h  a„.x" -+-..., 


"2" 

b^-\-b,x-\-b.,x--\-  ...  H-6„x" 


sera  donc 


«0*0  -+-  («0*1  -I-  o^b^)x-h  {cjt..  H-  aj)^  -h  a.Jj^)x^  +  . . . 
-+-  («o^n  +  a^bn-\  -+-...-(-  a„_i6,  4-  fl„6o)^"  -h  ...  ; 

et  cette  série  entière  aura  un  rayon  de  convergence  au  moins  égal  au 
plus  petit  des  rayons  de  convergence  des  deux  séries  données. 

Cela  résulte  de  la  règle  donnée  au  numéro  64  pour  la  multi- 
plication de  deux  séries  absolument  convergentes".  Car  si  on  pose 
M„  =  o„_,x"~'.  r„  =  6„_ia7""'  on  a.  pour  le  terme  général  de  la  série 
produit. 

u^v„  -h  t<,y„_i  +  . . .  +  Uni^v^  -h  M„Uj  =  {ajj„  4-  ajj^-i  -4-  .  . . 

140.  Élévation  aux  puissances  et  division.  —  Pour  élever  une  série 
entière  a  une  puissance,  dont  l'exposant  peut  être  quelconque,  on 
emploie  la  série  du  binôme.  Soit  la  série 

7/  =  Cp  H-  c^x  -h  c^x^  H-  ...  -4-  c„x"  +  . .  . 
Où  nous  supposons  o^rjiO.  Nous  écrivons  : 

y  =  c^{i-{-z),        avec        z  =  -^x-i--^x--h  . .  .. 

^0  ^0 

(1)  Nous  avons  admis  cette  régie.  On  trouvera  la  démonslraliou  au  a"  147. 
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On  a  alors  : 

,„/i         ...          ,  fi       "t        m  (m  —  1)  ,,  1 

7^'"  =  c'>'{[  +  z)'"  =  r;"  1^1  +  -^:  H '^^^     >-J  +  . . . J  . 

Reste  à  remplacer  par  leurs  valeurs  les  puissances  successives  de  z. 
Dans  la  pratique,  on  a  seulement  à  chercher  les  premiers  termes  du 
développement  en  x;  et  on  effectue  les  calculs,  par  suite,  comme  si  z 
était  un  polynôme,  en  y  prenant  un  nombre  suffisant  de  termes  pour 
obtenir  tous  les  termes  du  degré  voulu  '  . 

Ainsi,  on  a,  en  calculant  jusqu'aux  termes  en  r'  : 

Et,  par  conséquent 

„,  r,       me,  /me,      m, (m  —  l)c:\    , 

fmc,   ,   ^m{m  —  i)c,c,  ^   7n(m  — 1)  (m  —  2)c^^^  "1 

+  VTco"~-'       1.2        cl^  1.2.3  r^r~^'--J- 

Heniarque.  —  Si  le  terme  constant  c„  est  nul,  on  écrira,  en  supposant 
que  le  premier  terme  non  nul  est  un  terme  en  x'', 

y  =  Cux''!i-hz),         :  =  ^^x-t--^^a7-H- . .  ., 

Ca-  Ci- 

el on  opérera  de  la  même  manière,  ce  qui  donnera 

vy  =  c)''a;'''"'.  (1 -h  ;'"'. 

Mais  la  puissance  /.m.  figurant  en  facteur,  ne  sera  pas,  en  général  , 
entière  et  positive. 

Pour  la  division  de  deux  séries,  on  ramène  l'opération  à  une  multi- 
plication. Soit 

1/  r=  Oq  H-  a^x  -+-  fl.,.r-  H-  .  .  . ,         y  =  6„  -h  6,»  H-  b.,x-  -h  .  .  . . 
VA  soit  à  développer  en   série  y  =  -.  On  écrira  :  y=zitv~\  et  on 

appliquera  la  méthode  précédente  -'  pour  développer  u"~';  après  quoi 
on  fera  le  produit  indiqué. 

(!)  Le  calcul  n'est  légitime  que  pour  des  valeurs  de  x  assez  petites  pour  que  ;  soit, 
einnodule,  inférieur  a  1 .  Il  l'est  donc  toujours  pour  x  infiniment  petit,  puisque  alors  z 
tend  vers  zéro,  d'après  la  continuité  des  séries  entières. 

(2)  La  série  du  binôme  est  alors  simplement  la  progression  géométrique  : 

MATH.    GÉNÉUALES.    —   L  13 
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Calculons  encore  les  premiers  termes,  en  supposant  /;„:;:£ 0.  Nous 
obtenons  : 


1 


.   -:=l(l-^-^r 


b., 


ou,  en  ordonnant, 

l  r        /;, 
Kl        K 


il',  b.y         , 


(^^)---] 


Ditnc 


If/  à.\  /  b.  b\  —  b^b\    ,  n 


Ou  encore 


"=1+ 


a,b^ 


b- 


^A^  OA.  —  "Abo  -+-  flo^î  —  «0^0^  .^8 


liemarque.  —  On  pourrait  aussi  appliquer  la  règle  de  division  des 
polynômes,  en  ordonnant  suivant  les  puissances  croissantes  de  x. 

Exemple.  —  Calculer  les  trois  premiers  termes  du  développement  de  tgx. 

On  a  :  te;-r^= ^=:sinx(co3x)-'.  Calculons  d'aliord,  jusfiu'aux  termes  en  x''. 

Il  reste  ù  faire  le  produit  : 


qui  donne 


.       _       ,   x'^   1   2x3 


141.  Application  à  la  recherche  des  vraies  valeurs.  —  Si  on  a  à 
chercher  la  vraie  valeur  d'une  fonction  F  (a?),  pour  x  =  a,  ou  pour 
x  =  x,  on  posera,  dans  le  premier  cas  x:=a-{-t,  et,  dans  le  second 

cas,  x  =  ~;  et  on  développera,  par  les  méthodes  précédentes,  la  fonc- 
tion de  t  ainsi  obtenue,  suivant  les  puissances  croissantes  de  /.  L'indé- 
termination, si  elle  n'est  qu'apparente,  disparaîtra  ainsi  d'elle-même, 
et  la  vraie  valeur  s'obtiendra  en  vertu  de  la  continuité  des -sérieg 
entières  en  remplaçant  <  par  zéro  dans  le  développement  obtenu. 


Exemple.  —  Vraie  valeur  de  y  = 


\X 


l  +  \'x  —  i 


\x-  —  I 


pour  X  ^  1 , 
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Posons  X  =  1  + '>  nous  ohlenoas  successivement;  en  remarquant  que  t  doit  être 
positif, 

(1)  V^  -  1  +  V^^=T  =  (  1  +  ^ i  _  J ri  +  . . .  )  _  1  +  v<  =  Ni  +  J <  -  i«2  +  . . . 

Reste  à  multiplier  les  séries  (i)  et  (2).  Ce  sont  en  réalités  des  séries  en  V'^=  "• 
Donc 

-K'+^-î-'+-)]ti('--:+r'+-)]' 

ou  simplement 

-7.('+r+-)('-r+-)=.-î('+î"+-)- 

La  vraie  valeur  est  donc  — .  On  aurait  même  pu  se  dispenser  d'eiïectuer  la  multi- 
plication. ^"' 

Itemarque  1.  —  Lorsque  ¥{x)  est  un  quotient,  on  peut  se  bornera 
développer  en  série  numérateur  et  dénominateur;  cela  permet  de 
supprimer,  en  facteur  commun  dans  ces  deux  termes,  une  puissance 
de  /;  et  l'indétermination  disparaît  ainsi. 

gx g — X 2a; 

Exemple.   —    Vraie  valeur  de   , pour  a;  =  0. 

X  —  sinx        ^ 

En  remplaçant  chaque  fonction  par  son  développement  en  série,  il  vient  : 

/  X         X-     .X^  \  j  XX-         X3  \  X^     . 


1-Ï+-]  î+- 


o  +  •  •  • 

On  peut  diviser  par  x".  Donc  y ^"i -,  les  termes  non  écrits  étant  des  puis- 

sances  de  x.  La  vraie  valeur  est  donc  2. 

Remarque  2.  —  Supposons  que  la  fonction  F(j;)  considérée  ait  été 

mise  sous  la  forme  du  quotient  '—rj.  de  deux  séries  entières,  s'annulant 

pour  ^^rO.  Ces  deux  séries  sont  alors  des  infiniment  petits,  et,  pour 
trouver  la  vraie  valeur  de  leur  quotient,  on  peut  les  remplacer  par 
leurs  parties  principales  (n"*  113  et  114).  Cela  revient  à  faire  le  quotient 
des  premiers  termes  des  deux  séries;  car  le  premier  terme  non  nul 
d'une  série  entière  en  t  [qui  s'annule  avec  t)  en  est  la  partie  principale. 
En  effet,  si  l'on  a,  par  exemple, 

/■(/)  =  aj'^  H-  a/.+i<''+'  H-  . . . ,         (avec  a,,  ^  0), 

on  pourra  écrire 

/■(/)  =  ^'' (a, -h  a,+,^ +...). 
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Ur,  d'après  la  continuité  des  séries  entières,  la  parenthèse  tend  vers 
Gk  lorsque  /  tend  vers  zéro.  On  a  donc 

f\t)  =  l''(a,-he), 
e  étant  inliniment  petit  avec  /;  ce  qui  prouve  que  a^^*,  premier  terme 
de  la  série  f{t),  en  est  bien  la  partie  principale. 

Exemple.  —  Dans  l'exemple  précédent,  on  remplacerait  donc  le  numérateur  par 
%^,  et  le  dénominateur  par  'tv- .  Le  quotient  de  ces  deux  monômes,  qui  est  2,  est  la 
vraie  valeur  cherchée. 

Remarque  3.  —  Le  développement  en  série  peut,  d après  la  remarque 

précédente,  être  utilisé  pour  trouver  Vordre  et  la  partie  principale  d'un 
infiniment  petit. 

Exemple.  —  Ordre  et  parité  principale  de  y  =  log(l  -{- x)  —  x  (x  étant  rinliniment 
petit  principal). 

y 


x       x-    .  \  x^    . 


Donc  y  est  du  second  ordre,  et  sa  partie  principale  est g"- 

142.  Forme  d'indétermination  x —  oc.  —  L'emploi  des  développe- 
ments en  série  est  particulièrement  utile  pour  étudier  la  diflerence  de 
deux  fonctions  qui  deviennent  intinies  (de  même  signe). 


E.remple,  —  Vraie  valeur  dey  =  \x--\-x-{-l  —  yx'^  -j-  x-  -\-  x  -\-  1  pour  x  =  -{-ec . 
Posons  x  =  -  et  développons  en  série  chacun  des  radicaux.  Il  vient,  puisque  (  est 


positif, 


S  .r-^ 


4-i  =  y/p  +  *j+i  =  '[«+(<  +  <-)f-^ 


= \li  +  lit  +  f')  -  lit +  tr- +  •■•'] 
=  \[ï^  lit -\-r-  +  i^)-l{i -{-... r- + ...] 

1,1    ,    2,   , 


Donc  j  =  u  —  i'  =  g  +  y2<  + 


La  vraie  valeur  est  donc 


6- 


fiemarque.  —  Si  on  voulait  ramener  la  forme    zc —  oo,  aux  autres 
formes  d'indétermination  on  procéderait  ainsi  : 

Soit  y  =  u  —  V,  u  et  v  devenant  infinies  de  même  signe.  On  peut 


écrire  y  =  u(  i ]• 


I 
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Si  -  ne  tend  pas  vers  1.  y  devient  infini;  car  (  1 j  ne  tend  pas 

vers  zéro,  et  le  facteur  u  devient  infini. 

Si  ^  tend  vers  1,  (  1 — -  )  tend  vers  zéro;  et  on  est  ramené  à  la 

u  \         u  / 

forme  xxO. 


;;  6.    —   CALCLI.   DKS    LÛdAKITHMES.    CALCUL   DE  -. 

143.  Calcul  des  logarithmes  népériens.  —  On  cherche  à  calculer  les  logarithmes 
de  proche  en  proche,  c'est-à-dire  à  déduire  log(N  -}-  1)  de  logN. 
La  méthode  l.i  plus  simple  résulterait  de  la  formule 

(1)  log(N^  l)-log-N  =  log^*^^  =  log(i+^)- 

Il  suflirail  de  développer  iogl  1  -}-  v)  ^'*  série  par  la  formule  du  numéro  138. 

(2)  iog(i+x)  =  f-^'  +  y-Ç+...;      {^  =  s)- 

Mais  cette  série  converge  lentement;   et  on  modifie  la  méthode  de  la   manière 
suivante  : 

De  la  formule  (1)  on  tire,  en  changeant  :f  en  —  x, 

(3)  logil  —  x)  =  — ^  —  2^  — -g-  — -g-  — .... 
Puis,  en  retranchant  (3)  de  (2), 

On  peut  alors  poser 

1  —  X  '    > 
d'où 

(5)  ^  =  2nVi-' 

et  la  formule  (4)  devient,  en  tenant  compte  de  (t), 

2  y    .     9t3         9-ro  Onin—t 

(6)  iog(N  +  l)-logN=^  +  ^+^-f  ...+t£__+..., 

formule  qui  résoudra  la  question,  si  on  y  fait  successivement  N  =  l,  2,  3,   ...  en  y 
remplaçant  x  par  sa  valeur  '5). 

Si  on  calcule  les  n  premiers  termes,  les  termes  négligés  sont  moindres  que  ceux 
de  la  progression  géométrique 

Le  reste  est  donc  moindre  que  le  produit  du  dernier  terme  calculé  par 

1 
^-      _      (2.N  +  I  )-      _  1 

1  —  x^  ~~  ,  _  1  ~~  4.\  (N  -f  I  )  * 

(2.N  +  I)' 
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Voici,  par  exemple,  le  calcul  de  log2,  fait  avec  ■»  décimales.  ' 

\  —  <  —  1  t  _  1 

•        "^"3'         4N(N  +  1)~8 

«1  =  2x  =  ^  =  0,6666G 

"*  =  "'r  =  {rir9:7  =  ^'"^'^'-^ 

«,  +  (j,  -t-  «;,  +  Ui  =  (I,6'.)3I2 

Toutes  les  valeurs  étant  par  défaut,  le  total  est  trop  faible,  avec  une  erreur  au  plus 
égale  à  4.10-5. 

Le  reste  de  la  série,  inférieur  à  tt,  est  inférieur  a  fortiori  à  2.10-''. 

8  •' 

Si  on  néglige  encore  le  dernier  chiffre  du  résultat,  la  somme  de  toutes  ces  erreurs 
par  défaut  n'atteindra  pas 

(4  +  2  +  2)  10--;  =  8. 10   •"■  <  lO-i. 

Donc  la  valeur  approchée  de  log2.  par  défaut,  à  t^  près,  est  0,6931. 


144.  Calcul  de  t:.  —  On  part  de  la  série. 
(7) 


\TCtgX  =  -_  -5-  +  —  _  .  .  .  ; 


1 

mais  pour  avoir  une  convergence  suffisamment  rapide,  il  faut  n'y  remplacer  x  que 
par  des  nombres  assez  petits. 

•      A  cet  effet,  on  cherche  à  déterminer  ^  comme  une  somme  de  la  forme 

4 

(8)  ^  =  „ia  +  p. 

On  se  donne  a  par  sa  tangente,  on  détermine  l'entier  m  de  manière  que  |  p  ]  soit 
inférieure  à  a;  et  on  calcule  tg[î  par  la  formule,  déduite  de  (8), 

La  série  (7)  sert  ensuite  à  calculer  a  et  [i,  en  y  faisant  .r=  tga,  et  a;  =  tgp. 

Et  on  a  enfin  t.,  d'après  (8),  par 

(10)  -  =  4(ma  +  îi). 

Le  calcul  se  fait,  par  exemple,  en  se  donnant  :        • 


(11) 
on  en  tire 


tga  =  ? 


5' 


tg2a=     -'g^     =^  ,^4,_^2tg2a     ^120 

^  1  — tg2a       12'         '^^~l— tg22a       119 


Comme  tg4a  est  un  peu  plus  grand  que  I,  4a  est  un  peu  su])érieur  à  ^;  et  p  sera 

négatif  et  petit.  On  trouve  immédiatement,  d'après  (8),  où  m  =  4, 

(11)  t°-S  =  *  —  tg4«_ 1_. 

^    '  °''       l+tg4a~"      239' 

on  a  donc  la  formule  définitive 


<'-^    -=<l-é-^  +  Ey-i^^  +  --)-Hà,-mw+--y 
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Les  séries  ;ï  calculer  étant  alternées,  le  reste  est  du  signe  du  premier  terme 
négligé,  et,  en  valeur  absolue,  inférieur  à  ce  terme  {n"  65). 

On  vérifiera  par  exemple  qu'on  commet  une  erreur  moindre  que  2.10-''  en  bornant 
la  première  série  à  ses  quatre  premiers  termes,  et  la  seconde  série  à  son  premier 
terme:  cl  on  obtiendra  ainsi  la  valeur  de  ti  avec  cinq  décimales  exactes. 


g   7.    —   DLIMUNSTHATION   DES   THEOREMES   FONDAMENTAUX 
SUR   LES   SÉRIES  ENTIÈRES 

145.  Convergence.  —  Les  propriétés  des  séries  entières  résultent  de  la  compa- 
raison de  ces  séries  avec  la  progression  géométrique  illimitée. 
Cette  comparaison  elle-même  résulte  de  la  remarque  suivante  : 

Lemme.  —  Si  la  .st'r/e  entière 

(  I  )  C,)  +  ^li'  +  C-iX-  +   .  •  •  +  CnX"  +  .  .  . 

esL  convergente  pour  x  =  Xq,  le  coefficient  d,  du  terme  général  est  borné  en  module  par  la 
formule 

(2)  K»'<^'         (p=i-ro!). 

où  M  est  un  nombre  positif  fixe,  et  oh  p  désigne  le  module  de  x^^. 

En  elTet,  c^^x"  tend  vers  zéro  pour  n  infini,  puisque  c'est  le  terme  général  d'une 
série  convergente.  Donc  il  existe  un  entier  p  tel  que  son  module  |  c„  |  p"  soit,  pour 
«  > /),  inférieur  à  un  nombre  positif  s,  arbitrairement  choisi.  Si  on  désigne  alors 
par  M  un  nombre  quelconque  supérieur  à 

|Col,  |Ci  I  p,  |C2  ,p2,     ....  \Cp\  pi',  E, 

on  a,  quel  que  soit  n, 

Cn  (  p"  <  M,        c'est-à-dire        l'^"l<~7r* 

^  (C.  Q.  F.  D.) 

En  ce  qui  concerne  la  convergence,  on  en  conclut  immédiatement  le  théorème 
suivant  : 

Théorè.me.  —  Si  la  série  (1)  est  convergente  i)  pour  x=^Xq  elle  est  absolument  conver- 
gente pour  I  a;  j  <1|  cco  |. 

Car  si  I  ccl  <[  i  a;,)  I,  c'est-à-dire  |x  |  <  p,  on  a,  d'après  (2) 


Ica-H  KM  ('—')" 


P 
I  X  I 
et  comme  -^  <  1,  le  terme  général  de  la  série  des  modules  des  termes  de  (1) 

(3)  ■  I  C„  I  -f  I  CiO-  I  +   .  .  .  -f  I  CnX"  I  +  .  .  . 

est  inférieur  à  celui  de  la  progression  géométrique  convergente 

(4)  M  +  M^+...+m(L^)"+.... 

La  série  (3)  est  donc  convergente,  pour  la;|<C|a:o|. 

(C.  Q.  F.  D.). 

(1)  Dans  la  démonstration  du  lemme  précédent,  la  convergence  de  la  série  n'inter- 
vient que  par  cette  conséfjuence  :  tous  les  termes  sont  en  module  inférieurs  au  même 
nombre  positif  M.  Donc  le  lemme  et  le  théorème  subsistent  si  ce  fait  se  produit 
pour  x  =  Xq,  sans  que  la  série  soit  nécessairement  convergente  pour  cette  valeur 
de  X. 
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Cela  posé,  représentons  les  valeurs  de  x  par  les  points  d'un  axe,  et  considérons 
dabord  les  points  du  (iomi-axe  positif. 


,  -»£'  A'   M  A  B C 

X  " . II»  ■ ^ »  * 

S'  0  S 


JC 


Si  la  série  est  convergente  en  un  point  A  de  ce  demi-axe,  elle  est  absolument 
convergente  en  tout  point  intérieur  au  segment  AA'.  qui  a  0  pour  centre.  Si  donc 
elle  est  convergente  en  tout  point  de  Ox,  elle  est  absolument  convergente  en  tout 
point  de  xOx' ;  car  le  segment  AA'  est  alors  aussi  grand  que  l'on  veut.  On  peut  donc 
dire  qu'elle  a  un  intervalle  de  convcnjence  in/ini. 

Kcartons  ce  cas.  ainsi  que  celui  où  elle  ne  serait  convergente  «juc  pour  a;  ^  0.  et 
où  elle  a  évidemment  un  intervalle  de  convergence  réduit  à  ce  point. 

Il  y  a  donc  sur  la  demi-droite  Oj-  des  points  où  il  y  a  convergence,  et  des  points 
où  il  y  a  divergence  pour  la  série.  Appelons  les  premiers  des  points  (a),  et  les 
seconds  des  points  (p).  Si  A  est  un  point  (a),  il  en  est  de  même,  d'après  ce  qui 
précède,  de  tous  les  points  du  segment  OA.  Si  donc  B  est  un  point  ([i),  il  ne  peut 
être  qu'à  droite  de  Arde  sorte  que  tous  les  points  de  la  demi-droite  H.r  sont  encore 
des  points  (?).  Soit  G  l'un  d'eux  :  tous  les  points  de  BC  sont  des  points  ([î).  Donc,  sur 
le  segment  OC,  l'ensemble  des  points  (a)  s'étend  à  partir  de  0,  sans  discontinuité, 
vers  la  droite;  et  l'ensemble  des  points  (^)  s'étend,  sans  discontinuité,  à  partir  de  C, 
vers  la  gauche.  Ces  deux  ensembles  sont  donc  '  séparés  par  un  point  S,  qui  pourra 
être,  selon  les  cas,  ou  le  dernier  des  points  (a),  ou  le  premier  des  points  (p),  quand 
on  va  de  0  vers  C. 

Soit  alors  S'  le  symétrique  de  S  par  rapport  à  0.  Si  M  est  un  point  compris  entre  S 
et  S',  il  est  intérieur  à  un  segment  AA',  ayant  0  pour  centre,  et  dont  l'extrémité  A 
est  un  point  (a);  et  comme  il  y  a  convergence  absolue  en  tout  point  intérieur  à  un 
tel  segment,  il  y  a  convergence  absolue  en  M. 

Si  au  contraire,  P  est  un  point  extérieur  au  segment  SS',  il  y  a  divergence  en  ce 
point  :  cela  résulte  de  la  définition  de  S,  si  P  est  sur  Ox.  Et  si  P  est  sur  Ox',  cela  se 

.-C « • • • • »t- 

S'  os 

voit  en  considérant  son  symétrique  P'  pris  par  rapport  à  0.  Car  s'il  y  avait  conver- 
gence en  P,  il  y  aurait,  d'après  ce  théorème,  convergence  en  tout  point  intérieur 
à  PP';  et.  par  suite,  en  tout  point  compris  entre  S  et  P'.  Mais  cela  serait  eu  contra- 
diction avec  la  définition  de  S,  d'après  laquelle  tout  point  à  droite  de  S  est  un 
point  (p). 

En  résumé,  il  y  a  convergence  absolue  à  l'intérieur  de  SS',  et  divergence  en  dehors.  Donc 
l'abscisse  R  de  S  satisfait  à  la  définition  du  rayon  de  convergence  donnée  au  numéro  133. 
L'existence  de  Vintervalle  de  convergence  de  toute  série  entière  est  ainsi  établie. 

146.  Dérivée.  —  Nous  avons  vu,  au  numéro  135,  en  comparant  les  deux  identités, 
valables  pour  '  x  K  1  ; 
i 


(1  -  xY 


,=  1  +x4-a;2_(_  ...  _|_a;'>-}-  ..., 
=  1  +  2x  -f  3x2  -f  . . .  +  „a:-n-i  -L  . . ,, 


(1)  Nous  considérons  ceci  comme  intuitif.  Il   iaudrail  s'appuyer  sur  la  tbéorie  des 
nombres  incommensurables  pour  le  démontrer  en  toute  rigueur. 
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que  la  progression  <jcométruiue 

(5)  1  +  X  +  x2  +  . . .  +  x»  +  .  .  . 
a  pour  dérivée  la  série 

(6)  1  +  2j;  +  :3x^  +  . . .  +  n.r"-'  +  ■  ■  • , 

à  l'intérieur  de  leur  intervalle  de  convergence  commun  ( —  1,  +  1). 

Ceci  rappelé,  considérons  une  série  entière  quelconque 

(1)  Co  +  CiX  +  C2a;2+  ... +c„a-"  + ..., 

et  celle  qu'on  en  déduit  en  la  dérivant  terme  à  terme 

(7)  Cj  +  2c^x  +  Scjxï  4-  ...  4-  ncnx"-^  + 

Si  nous  supposons  x  intérieur  à  l'intervalle  de  convergence  de  (1),  nous  pouvons 

prendre  un  nombre  positif  o,  supérieur  à|  x  ,  tout  en  étant  encore  intérieur  à  cet 

intervalle  de  convergence.  Nous  aurons  donc,  d'après  le  lemme  du  numéro  145, 

M  X I  M 

|cn|<-^,        et,  en  posant         : — ^^  =  X,  nc„x«-M  <  -  ."X"-'. 

P  P  P 

Or,  d'après  ce  qui  précède,  comme  0<;X  <  1,  la  série  de  terme  général  nX"-*  es 
convergente,  et,  "par  suite,  il  en  est  de  même  de  la  série  —  nX"-'. 

Les  termes  de  la  série  (7)  sont  donc  inférieurs  en  module  à  ceux  d'une  série  à 
termes  positifs  convergenie  ;  elle  est  donc  absolument  convergente. 

Dgûc  la  série  (7)  est  absolument  convergente  pour  toute  valeur  de  x  intérieure 
à  l'intervalle  de  convergence  de  (1);  c'est  dire  que  son  rayon  de  convergence  ne 
peut  être  moindre  que  celui  de  (1). 

Mais  il  ne  peut  élre  plus  grand,  car  si  (7)  est  absolument  convergenie,  l'inégalité 

I  CiX»  I  <  I  x  I  .  I  ncnxn-i  I 

montre  que  (1)  est  aussi  absolument  convergente. 

Donc  les  deux  séries  (1)  et  (7)  ont  même  intervalle  de  convergence. 

Ce  point  acquis,  posons,  x  étant  supposé  intérieur  à  cet  intervalle  de  convergence 
commun  : 

f{x)  =  Co  +  CiX  +  ...  +  CnX>^  +  •  •  •  ;        fiix)  =  Ci  +  2c^x  +  . . .  +  ncnx»-^  +  .  .  . 

nous  allons  montrer  que  f^{x)  est  la  dérivée  de  f{x),  c'est-à-dire  que 

f(x-irh)-f(x) 


h 
tend  vers  zéro  lorque  h  tend  vers  zéro. 
Cette  différence  s'écrit  en  effet 


■/i(^) 


(8) 


f{x  +  h)-f(x)  _f  ,^,_,  [(X  +  h)- 


Introduisons  comme  précédemment  un  nombre  positif  p,  supérieur  à  \x\  et 
intérieur  à  l'intervalle  de  convergence;  et  supposons  h  assez  petit  pour  que 
a;|+  I /i  I  soit  aussi  inférieur  à  p.  Puis  posons,  pour  abréger, 

|x|=Xp,        |/i|=Hp. 
Dans  le  terme  général  du  second  membre  de  (8),  le  crochet  est  : 

il  est  donc  au  plus  égal  en  valeur  absolue  à 

P"-.  j  ''^^  'h»  m  +  . . .  +  II"-.  \  =  P-.  |-(x  +  H)"-x>^  _  „_^„^,  j . 
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Comme,   toujiuirs  d'après   le  lemme  du   numéro  145.  c,  est  inférieur  à       ,   nous 

P" 
concluons  (juo  le  terme  pém-ral  de  (8)  est  moindre,  en  valeur  absolue,  que 


H 


n 


Dcpc  l'expression  (8)  a  tous  ses  termes  moindres,  respectivement,  que  ceux  de  la 
série  : 

Or,  si  on  fait  abstraction  du  facteur  -  ,  nous  obtenons  ici  ce  que  devient  l'expres- 

P 
sion  (8).  si  on  la  calcule  en  supposant  : 

c„  =  Cl  =  Cg  =  . . .  ^  Cl  :=  . . .  =  I ,        pour        X'  =  X,        h  =  H. 

(l'est  donc,  aux  notations  près,  ce  qu'on  aurait  en  effectuant  la  même  différence 
pour  les  séries  (5)  et  (6),  au  lieu  de  la  faire  pour  les  séries  (I)  et  (7).  Cette  expression 
est  donc  une  série  convergente,  dont  la  somme  tend  vers  zéro,  puisque  (6)  est  la 
dérivée  de  (5). 

il  en  est  donc  de  même  de  l'expression  (8),  et  le  théorème  est  démontré. 

147.   Multiplication.  —  D'après  les  explications  données  au  numéro  139,  tout 
revient  à  démontrer  le  théorème  énoncé  au  numéro  64,  à  savoir  : 
Étant  données  deux  séries  absolun\ent  convergentes 

(1)  U  =  ui  + "î+ •••+««+  ■••, 

(2)  v  =  Ui  +  U24- •■•+""+ •••, 
la  série 

(3)  tt'l  +  H'.,  -f  ...  +  U'u+  ..., 

donc  le  terme  général  est 

(4)  Wu  =  U^Vo  +  UoWh-1  +  .  .  .  +  Un-'.V-i  +  """-'l' 

est  absolument  convergente,  et  a  pour  somme  le  produit  UV  des  sommes  des  séries  données. 
1°  Posons,  à  cet  effet, 

^"  =  "l  +  "2+  ••  •  +"".  '"  ^l-'l  +  "i+  •  ••  +Vn, 

et  disposons  les  termes  du  produit  Sntn  en  un  tableau  carré  (C),  de  manière  que  le 
terme  u/,Ufc  soit  à  l'intersection  de  la  colonne  de  rang  h  et  de  la  ligne  de  rang  le  de 
ce  tableau. 

Remontons  la  diagonale  (D)  de  ce  carré,  indiquée  en  traits  interrompus.  Le  premier 
terme  de  cette  diagonale  est  UjU„.  Quand  on  passe  d'un  terme  quelconque  U/,u^  de 
cette  diagonale  ou  suivant,  on  passe  dune  colonne  à  la  suivante,  et  d'une  ligne  à  la 
précédente;  donc  l'indice  h  augmente  d'une  unité,  l'indice  j  diminue  d'une  unité;  et 
la  somme  h-\-j  des  indices   ne  change  pas. 

Les  termes  de  la  diagonale  principale  sont  donc 

c'est-à-dire  tous  les  termes  u;,typour  lesquels  la  somme  des  indices  est  n  +  1  ;  et 
leur  somme  est,  par  définition,  le  terme  général  icn  de  la  série  (3). 

Le  même  raisonnement  s'applique  à  w^,  w^,  ...,  wn—i,  qui  sont  composés  respec- 
tivement des  termes  u^^v  pour  lesquels  p -\-  q  est  égal  à  3,  4,  ...,  n.  Ces  termes  se 
trouvent,  respectivement,  sur  les  diverses  parallèles  à  la  diagonale  (D)  placées  au- 
dessus  de  cette  diagonale,  et  indiquées  aussi  sur  le  tableau  en  traits  interrompus. 
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L'ensemble  de  tous  les  termes  qui  consliluenl  ainsi  u\,  w.,  Wj,  ...,  Wn-i,  w»,  c'est- 
à-dire  l'ensemble  de  tous  les  termes  Ui,v,i  pour  lesquels  p  +  g  ne  dépasse  pas  n-f  1, 


2    7 


ILV 


LtV 

h  ' 


uv 

n-i  ' 


(Cj{ 


UV. 

'  J 


uu 

r  A- 


UV 

J.J 


ILV. 


U-V 
h.  A 


1  ri-/    2  rv-i 


UV     uo 
in,      2  TV 


UV       UV 
n-i  1      n-n- 


constitue  le  triangle  supérieur  (T)  couvert  ainsi  de  traits  sur  le  tableau.  Leur  somme 
est  la  somme 

Tn  =  Wj  +  "'2  +  •  •  •  +  Wn 

des  n  premiers  termes  de  la  série  (3).  Comme  la  somme  de  tous  les  termes  du 
tableau  est  Snla,  le  triangle  inférieur  (T'),  oii  aucun  trait  n'est  tracé,  contient  les 
termes  dont  la  somme  est  égale  à  Sntn  —  on. 

Remarquons  encore  que,  si  j  est  inférieur  à  n,  le  carré  dont  les  4  sommets 
sont  ix.^^,  UjVi,  ajVj,  u^Vj  contient  tous  les  termes  de  Sjtj,  car  il  correspond  à  rentier  j 
comme  le  carré  total  correspond  à  l'entier  n.  Si  la  somme  des  indices  de  UjVj.  c'est- 
à-dire  2j,  ne  dépasse  pas  n-\-  i,  UjVj  appartient  au  triangle  supérieur  (T),  d'après  ce 
qui  précède.  Donc  tout  le  carré  considéré  est  contenu  dans  ce  triangle;  et  tous  les 
termes  de  Sjtj  font  partie  de  l'ensemble  des  termes  u^,u^  dont  se  compose  a». 

2°  Gela  posé,  supposons  d'abord  que  les  séries  (1)  et  (2)  soient  à  termes  positifs.  Tous 
les  termes  du  tableau  sont  positifs;  donc  la  série  (3)  est  aussi  à  termes  positifs. 
Désignons  par  j  le  plus  grand  entier  tel  que  2j  ne  dépasse  pas  n  -\-  1  c'est-à-dire  tel 
que  2/  ^  n+  1,  ou  j  ^  "  ^  •  ^^^^  '^  partie  entière  de  "^  ,  et  elle  augmentera 
indéfiniment  en  même  temps  que  n. 

En  résumé  tous  les  termes  du  tableau  sont  positifs;  ceux  qui  constituent  a»  forment 
le  triangle  supérieur  (T);  ce  triangle  contient  le  carré  qui  fournit  les  termes  de  si 
et  il  est  contenu  dans  le  carré  total,  qui  fournit  les  termes  de  Sntn.  On  a  donc 

5it;  ^^  Gn  <^  Siiinj 

et  si  l'on  passe  à  la  limite,  pour  n  infini,  on  conclut  que  an  tend  vers  UV,  puisque  s 
et  Sn  tendent  vers  U,  et  In  et  tj  vers  V.  Le  théorème  est  donc  démontré  dans  le  cas 
considéré. 

3°  Si  les  séries  (1)  et  (2)  sont  à  termes  quelconques,  mais  absolument  convergentes, 
le  théorème  s'applique  aux  séries 

(3)  l«iH-l«2l+...  +  i«»l+..., 

(6)  I„,l4-lu,l_(-. .._!_)„„  I_l_.... 
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Il  on  résulte  d'abord  ijne  la  série  qui  a  pour  terme  général 

(7)  u-'  =,u,i  .  il',.  1  +  iJi»!  .  |i',i-i|+  ...  +1""!  •  |i'il=|"i"»!  +|Oîi';i-iH-...+|0„u,| 
est  convergente.  Or  on  a  |w,'n|  <  k'„,  puisque  le  module  d'une  somme  ne  peut 
dépasser  la  somme  des  modules  de  ses  termes.  Donc  la  série  (3)  est  absolument 
convergente. 

Posons  d'autre  part 

5,'.  =  !"lH-|"îl+---  +  l"nl,  t;=lu,|  +  |f,J+  ...+|U„|, 

<r„  =  "'l  +  "'i  •■■  +"'„• 

Puisque  le  théorème  s'appliciuo  aux  séries  (5^  et  (6),  la  dilTérence  s,',<,',  —  a,',  tend 
vers  zéro,  pour  n  infini.  Imaginons  alors  le  lahleau  (C),  analogue  au  tableau  (C).  formé 
avec  les  termes  u/,  |  .  |  u^  ]  =  j  u/,U/,  |.  Chaque  terme  |  u/,i'/,  i  de  (C)  est  le  module  du 
terme  homologue  U/,iy  de  (C).  Or  la  diiïérence  Snt„  —  s»  est  la  somme  des  termes  du 
triangle  inférieur  de  (C),  et  la  différence  s^,t,',  —  c,,  est  la  somme  des  termes  du 
triangle  inférieur  de  (C)-  Donc  le  module  de  Sntn  —  th  est  au  plus  égal  à  s„<,',  —  a,',, 
somme  des  modules  des  termes  dont  se  compose  s„t„  —  g„.  Et  comme  s„<„  —  a„  tend 
vers  zéro,  pour  n  inllni,  il  en  est  de  même  de  s„tn  —  ff».  Donc  a»  tend  vers  UV,  limite 
vers  laquelle  tend  Snt»:  elle  théorème  est  démontré. 

148.  Fonctions  d.e  fonctions.  —  Les  règles  de  calcul  indiquées  au  numéro  140 
résultent  de  l'application,  à  (1  +  ")'",  du  théorème  général  suivant,  souvent  utile 
dans  les  calculs  de  séries  entières  '  . 

Théokèmk.  —  Une  fonction  de  fonction,  définie  par  une  série  entière  en  u 

(  1  )  Co  +  CjU  +  C^U^  +  .  .  .  +  CnU"  +  .  .  . , 

où  u  est  une  série  entière  en  x,  sans  terme  constant, 

(2i  u  =  a^X  +  0^X2  4-  ...  -1-  GnX'^  +  . . . , 

peut,  pour  des  valeurs  de  x  suffisamment  petites  en  module,  s'ordonner  suivant  (a  série, 
entière  en  x, 

(3)  Yo  +  YiOr  +  YjXÎ  +  •  •  •  +  ynX"  +  •  • . , 

dont  les  termes,  jusqu'au  degré  n,  sont  les  termes  de  même  degré  du  polynôme  en  x  obtenu 
en  arrêtant  la  série  (1)  au  terme  de  degré  n  en  u,  et  en  y  remplaçant  u  par  le  polynôme 
formé  par  les  n  premiers  termes  de  la  série  (2).  (Kn  particulier  yo  :=  c,j.) 

Remarquons  d'abord  que  u^,  u^,  ...,  sont,  d'après  le  théorème  sur  la  multiplica- 
tion des  séries,  développables  en  séries  entières,  dont  les  termes,  jusqu'au  degré  n, 
peuvent  se  calculer  par  la  règle  du  numéro  139.  D'ailleurs  up  commence  par  le  terme 
a'ixp. 

Soit,  d'autre  part,  p  un  nombre  positif,  inférieur  nu  rayon  de  convergence  de  la 

série  ("2)  :  nous  aurons  l'inégalité  (n"  145)  la,î)<^,  M  étant  un  nombre  positif 

P 
convenablement  choisi.  Donc  les  modules  des  termes  do  (2)  sont  moindres  que  les 
termes  de  la  série  (progression  géométrique) 

U  =  M(X  +  X2+  ... +  X"' +...)  =  M  r-^,        où        X  =  — . 

1  —  A.  p 

(I)  Le  lecteur  pourra  admettre  ce  théorème,  dont  la  démonstration  présente 
quelque  difficulté,  et  dépasse  le  niveau  de  ce  cours.  Nous  avons  cru  cependant 
devoir  donner  cette  démonstration,  à  cause  de  l'importance  pratique  du  théorème. 


i 
t 


FORMULES    DE    MAOLAUHIN    ET    DE   TAYLOH  205 

Il  résulte  alors  encore  do  la  règle  de  multiplication  des  séries  que  les  modules  des 

termes  de  la  série  ui'  sont  moindres  que  les  termes  de  la  série  Vr.  Les  termes  de  uP 

sont,  en  effet,  des  polynômes  de  degré  p,  à  coefllcients  numériques  tous  positifs,  en 

Oi,  aj,  . ..,  a„, et.  pour  passer  de  uP  à  Up,  il  suffit  de  remplacer  u  par  U,  ce  qui 

revient  à  remplacer  (dans  les  termes  do  u/'),  «i,  «.> a„,  ...,  par  les  nombres 

•If    ^'     -^'  M  •  . 

posiliis  —,  •••.  —,  ...,  supérieurs  a  leurs  mndulcs  respectifs  O. 

p      f,-  p"  ^ 

Or,  on  peut  calculer  L'/'  au  moyen  de  la  série  du  binôme  : 

(4)  U/'  =  Mp\p{\  —  \}-p  = 

On  conclut  donc  que    es  modules  des  termes  de  uP  sont  inférieurs  aux  termes 
correspondants  de  la  série  > 


(3) 


Up  =  M/'  (xp  +  ?  X/'+<  +  . . .  +  P^P+1)---(P  +  ^/-l)  x;-f  y    .  V 

\  1  1 . 2  ...  7  I    •  •  •  y 


Cela  posé,  imaginons  qu'on  fasse  le  calcul  indiqué  pour  obtenir  y,,  :  on  obtiendra 
une  expression  de  la  forme  : 

(6l  V"  =  qAi  H-  c.Aa  +  . . .  +  CnXn, 

où  Al,  A,,  . . .,  A>,  sont  des  polynômes  en  Oj,  a.,,  ....  a,!,  à  coefficients  tous  positifs. 
Si  on  y  remplace  c^,  c^,  .,.,  c,i  et  a^,  a^,  ,..,  a„  par  leurs  modules,  on  en  déduira 
donc  une  expression  y,,,  qui  sera  au  moins  égale  au  module  de  -,-„.  Et  si,  dans  cette 
expression    -/,'_,   on    remplace    encore  I  a»  |  par  ~,   il    viendra   une   expression  v", 

positive,  et  supérieure  a  fortiori  à  |  y,i  |.  Donc  |  y„x"  | -<  ïn- '  3;|". 

Or,  il  est  visible  que  cette  expression  y,^  \x  |"  est  celle  qu'on  obtiendrait  en  substi- 
tuant, dans  le  calcul  de  ynx",  les  I  c/.  |  aux  c^,  et  U  à  u. 

Le  calcul  est  ici  facile,  à  cause  des  formules  (5).  Le  terme  qui  en  résulte  est  rnX", 
avec 

P    _,,  ,M   ,    I,     ,.,2(2  +  1)  ■.■(2  +  n- 3)   .  ,3(3  +  T  . .  .  (3  +  n  -  4) 

1  „  _  I  Cl  l  M  +  I  c,  1  M* l.2...(n-2)  +  '  '^^  I  -^1    1.2...  («-3) 

+  ...  +ic„  |M", 
c'est-à-dire 

(7)     r„  =  M  (l  c,  ;  +  '^  I  c,  I  M  +  ' "  ~  [' j"  ~  ^^  I  ^3  !  M2  +  . . .  +  I  Cn  \  M"-i)  ; 

formule  où  apparaissent  les  coefficients  du  binôme  de  Newton. 
De  plus,  on  forcera  encore  cette  expression  si  on  remplace  les  coefficients  \C[,\  par 

p 
leurs   bornes   supérieures,  déduites  du   lemme   du    numéro  H5,  ^,  où    P  est  un 

nombre  positif  fixe,  et  t  un  nombre  positif  inférieur  au  rayon  de  convergence  de 
la  série  (1).  On  obtient  ainsi  : 

r.<.MP(i+^)"-', 

IS'ous  arrivons  donc  à  cette  conclusion  : 

lY„a"»|<MP(l+^)"    'X"- 
Or,  le  second   membre  de  cette  inégalité  est  le  terme  général  d'une  progression 


(l)  On  remplace,  en  même  temps,  x  par  |  xl. 
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aréomélrique   de  raison  X(  1  -| \.  Il  y  aura  donc  convergence  pour  la  série  (3),  pourvu 

que  /'on  ail  : 

>^(^> -+--^)<  ».        c'est-à-dire        I^KP-^riflâ* 
Ce  premier  poiat  aci|uis,  considérons  la  somme  : 

S,i  =  Cfl  +  Cl"  +  <'i"-  +  •  •  •  +  c„u><, 
que   Ton   peut  supposer  ordonnée   suivant  les   puissances   de  x,   puisque   c'est   la 
somme  d'un  nombre  limité  de   séries  entières  en. a-.   11  résulte  du  calcul  précédent 
quelle  sera  de  la  forme 

^"  =  ÏO  +  ri  J-  +  •  •  .  +  "n^"  +  >■«+»  ^"+'  +  K+23:''+'-  +  ■■■• 

De  plus,  y„~K  se  calculera  par  des  opérations  analogues  à  celles  qui  fournissent 
Y,,^/.;  c'est  un  polynôme  en  a^,  Oj,  ....  an-fA,  Cj,  Cj,  ...,Cn,  à  coefficients  positifs, 
dont  les  termes  figurent  dans  yn+k,  niais  qui  ne  contient  pas  tous  les  termes  de  y,,^./,. 

On  en  conclut  que  |  ),„^/,j-"+*|  est  inférieur,  comme  |yn+/.a;"+*  |,  à 


Donc,  la  différence 

(8)  S„-(yo  +  yiX- 


MP(l  +  ^)  X"+''. 


+  y„x»)  =  In+ixn+i  +  X„+oa;"+:2 


est  moindre  en  module  que  le  reste  de  la  progression  géométrique  considérée  plus 
haut,  arrêtée  au  terme  en  X".  Cette  différence  tend  donc  vers  zéro  pour  n  infini. 

Si  dès  lors,  on  passe  à  la  limite,  pour  n  =  oo ,  dans  Tidentilé  (8),  on  en  conclut 
que  les  séries  (1)  et  (2)  ont,  pour  les  valeurs  de  x  considérées,  la  même  somme. 

C'est  ce  qu'il  fallait  démontrer. 
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1        1 

1.  —  Développer  en  série  î/  =  jIog-j- 


^  Arc  Igx.  Vérifier  que 


la  dérivée  de  la  série  donnée  est  bien  égale  à  la  dérivée  de  celle  fonc- 
tion y. 

2x 

2.  —  Développer  en  série  y  :=  .Vrc  tg  .  ^^   ., .  Expliquer  le  résultat. 

3.  —   Démontrer  que  les  premiers  termes  du  développement  de 
cotga:  suivant  les  puissances  croissantes  de  x  sont 

,            1       X       X- 
cotgar  = —  7^-4-  .... 

4.  —  Prouver  que  l'expression 

-o  a*Arctg.r       ,„„,      sino? 

/6  cosx  —  21 186  log oo 

est  un  inliniment  petit  du  sixième  ordre  (par  rapport  à  a?),  et  calculer 
sa  partie  principale. 
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5.   —  Calculer   les   premiers   termes    du  développement  en  série 
entière  de  y  =  (1  H-  x)' .  On  écrira  y  =  e^  "^  ^^'. 

U.  —  Limite,  pour  x  =  0.  de    .   ,    .log 


sin-a;      °sma? 
_  I 

7.  —  Limite,  pour  x  =  (),  de  e   ^  .  tg.r. 

.        logtgj:— tg(^x  — ^j 

8.  —  Limite,  pour  x  =  y  de r ■ 

t.'(.-I) 

9.  —  Limite,  pour  x  =  -\-  x  ,  de  x  {\x~-\-  y/ay^-f-  l-\-x\J^2). 

10.  —  Étant  donnée  une  série  entière,  sans  terme  constant, 

y  =z  rtj.r  H-  a.,x-  +  a^x'^  H-  .  .  .  -f-  a„x"  H-  .  .  .  (1) . 

on  démontre  que,  si  a^  n'est  pas  nul,  Téquation  (1)  définit  une  fonction 
inverse  x  de  y,  développable  elle-même  en  série  entière, 

x  =  b,y-h  b^f  +  ff,y'  +  .  .  .  +  à„y"  +  . . . .  (2) 

Un  peut  alors  calculer  les  coefficients  successifs  b^,  è^,  63,  ...,  par 
la  méthode  des  coefficients  indéterminés,  en  remplaçant  x  par  la  série 
(2^  dans  la  formule  (1);  et  identifiant  les  deux  membres. 

C'est  ce  qu'on  appelle  la  méthode  du  retour  inverse  des  suites. 

Appliquer  cette  méthode  pour  déduire  du  développement  connu  de 
Arc  tg.î"  les  premiers  termes  du  développement  de  tga?. 

On  aura  donc  ici  y  =  Arc  tgo;  i  le  développement  (1)  est  connu  ;  et  il 
s'agit  d'en  déduire  le  développement  (2),  qui  représentera  .r  =rtgy. 
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ÉTUDE   DE   LA   VARIATION   DES   FONCTIONS 

§   1.   —   LA   FONCTION   LINÉAIRE   ET   LA    REPRÉSENTATION 
DE   LA  DROITE 

149.  Définition.  —  On  appelle  ordonnée  à  Vorifjine  d'une  droite,  non 
parallèle  a  Taxe  des  y,  rordonnée  b  du  point  B  où  elle  coupe  cet  axe. 

Théorème.  —  La  fonc- 
tion linéaire  '*' 


772. 


(1)      y  =  mx-hO 

est  représentée  par  la 
droite  (D)  qui  a  pour 
coefficient  angulaire  m 
et  pour  ordonnée  à  Vori- 
fjine  b  '*'. 

En  efi'el,  la  ligne  qui 
représente  cette  fonction 
est  (n"  7)  le  lieu  des 
points  M  dont  l'ordon- 
née y  est  donnée  par  la 
formule  (1),  lorsque  x  en  est  l'abscisse;  c'est-à-dire  le  lieu  des  points 
M  dont  les  coordonnées  x,  y,  satisfont  à  l'équation  (1). 

(1)  Le  mol  linéaire  signifle  que  la  fonction  est  du  premier  degré  :  ce  nom  vient 
précisément  de  ce  que  cette  fonction  du  premier  degré  est  représentée  par  une 
ligne  droite. 

(2)  Sauf  avis  contraire,  on  peut  adopter  à  volonté  des  échelles  diiïérentes,  ou  la 
même  échelle,  pour  les  abscisses  et  les  ordonnées.  C'est  seulement  dans  les  ques- 
tions où  interviennent  des  angles  ou  des  dislances  qu'il  est,  en  général,  nécessaire 
■de  mesurer  les  abscisses  et  les  ordonnées  avec  une  même  unité. 


ETUDE    DE    LA    VARIATION    DES    FONCTIONS 


209 


Or,  celle  équation,  sous  la  forme  équivalente 

V  —  b 
X  —  0 

exprime  que  la  droite  qui  joint  le  point  B,  de  coordounées  x  =  0^ 
y=:b,3iU  puinl  M,  dv  coordonnées  x,  y,  a  pour  coefficient  angulaire  m 
(n°  80). 

C'est  donc  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  la  droite 
BM  se  confonde  avec  la  parallèle  (D),  menée  par  B  à  la  droite  (A)  qui 
passe  par  lorigine  et  a  m  pour  coefficient  angulaire;  c'est-à-dire  pour 
que  M  soit  sur  celle  droite  (D). 

Celte  droite  (D),  qui  satisfait  à  l'énoncé,  est  donc  le  lieu  cherché. 

Jicciproque.  —  Toute  droite^  non  parallèle  à  Vaxe  des  y,  représente 
une  fonction  linéaire. 

Soit,  en  effet,  (D)  la  droite  donnée;  m  son  coefficient  angulaire,  et 
h  son  ordonnée  à  l'origine.  D'après  le  théorème  direct,  la  fonction  (1), 
construite  avec  ces  coefficients  w,  b,  est  représentée  par  la  droite  (D) 
donnée,  ce  qui  établit  la  réciproque. 

Remarque.  —  On  dit  aussi,  inversement,  que  la  droite  (D),  de  coeffi- 
cient angulaire  m,  et  d'ordonnée  à  l'origine  b,  est  représentée ^Jar  Véqua- 
tion  (1).  On  exprime  ainsi  qu'elle  est  le  lieu  des  points  dont  les  coor- 
données satisfont  à  cette  équation  :  chacun  de  ses  points  esf  défini 
par  une  solution  [x,  y)  de  l'équation,  et  réciproquement. 

150.  Droites  passant  par  un  point  donné.  —  Soit  P  un  point  donné, 
de  coordonnées  {a,  b)\   et 
soit  (D)  la  droite  de  coeffi-  y 

cient    angulaire     m,     qui 
passe  par  ce  point. 

Pour  que  le  point  M,  de 
coordonnées  (.r,  y),  soit 
sur  celle  droite,  il  faut  et  il 
suffit  que  la  droite  PM  ait, 
la  même  direction  que  (D), 
c'est-à-dire  qu'elle  ait  m 
pour  coefficient  angulaire. 
Comme  le  coefficient  an- 
gulaire de  PM  est  (n''  82) 

y  —  b 

x  —  a'   ^^^^^  condition  s'exprime    par  l'égalité 
y  —  b 


.MATH.    GENERALES 


=  m, 


OU 


y  —  b=zm  {x  —  a). 


14 
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Donc  l'rtpiatio»  de  In  droite  qui  passe  par  le  puint  [a,  h)  et  qui  a  vi 
pour  coefficient  a)}gul(iire,  est 

(2)  y  —  b  =  m  [x  —  a). 

Equation  de  la  tangente  à  une  courbe.  —  Le  résultai  précédent 
permet  d'écrire  ininiédialement  l'équation  de  la  tanççente  en  un  point 
de  la  courbe  qui  représente  une  fonction  quelconque  :  y  ^=  /(J?j. 

Si  j-,  y,  sont  les  coordonnées  de  ce*  point,  on  emploiera  d'autres 
lettres  X.  Y.  pour  représenter  les  co(M-données  courantes.  Comme 

y'  =  r{x) 
est  le  coofticient  angulaire  de  la  tangente  au  point  {x,  y)  de  la  courbe, 
on  fera  donc  dans  l'équalion  (2) 

a  =  x,         t)=y\         m  =  y'  =  f'{x)]         x  =  X,         1/  =  ^ 
L'équation  de  la  tangente  est  ainsi 

'^'  — y  =  î/'(^  — ^).         0^1        \  —  y  =  {\~.T)f'(x). 

^  2.   —   ÉTLDE   DE    I-A   VARIATIU.X    DES   l'^OXCTIOXS 

151.  Théorème  1.  —  .î>i  une  fonction  fix)  est  croissante  dans  un  inter- 
valle (a,  6),  et  si  elle  a  une  dérivée  pour  toute  valeur  x  de  cet  intervalle, 
cette  dérivée  est  positive,  ou  nulle,  pour  chacune  de  ces  valeurs. 

En  efï'et,  dire  que  la  fonction  est  croissante  dans  l'intervalle  [a,  b), 
c'est  dire  que,  pour  tout  couple  de  nombres  x  et  x  -\-  h  de  rinlervalle, 
on  a  (n"  45)  : 

f(x^h)-f{x)^ 

h  ^"■ 

Si  on  passe  à  la  limite  en  laissant  x  fixe  et  en  faisant  tendre  h  vers 
zéro,  on  en  conclut,  puisque  le  premier  membre  tend,  par  hypothèse, 
vers  la  dérivée  fix).  l'inégalité  : 

f'{x)^0. 

Ce  qui  démontre  le  théorème. 

TuÉORÈME  2.  —  Si  une  fonction  f{x),  décroissante  dans  l'intervalle 
(a,  b),  a  une  dérivée  dans  cet  intervalle,  cette  dérivée  est  négative,  ou 
nulle,  pour  chaque  valeur  x  de  rinlervalle. 

Même  démonstration  :  le  sens  des  inégalités  est,  seulement,  renversé. 

152.  Réciproque  1.  —  Si  une  fonction  f(x)  a  une  dérivée  positive  pour 
toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  a  et  b,  cette  fonction  est  croissante 
dans  l'intervalle  {a,  b)  '". 

(1)  Cette  proposition  n'est  pas  strictement  la  réciproque  du  théorème  1.  La  même 
remarque  s'applique  au  Ihéoràinc  2  et  à  la  récipro'iue  2. 
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Soient,  en  effet,  x  qI  x-^h  deux  valeurs  quelconques  de  l'intervalle 
(a,  b).  On  peut,  d'après  les  hypothèses,  leur  appliquer  la  formule  des 
accroissements  finis  (n°  126)  : 

f^'^^^\-f^'^=r{x-^^^h). 

Or  x  -\-  OA,  étant  compris  entre  a;  et  a? -h h,  est  compris  entre  n  ai  b\ 
donc  le  second  membre  est  positif,  par  hypothèse;  il  en  est  donc  de 
même  du  premier,  ce  (jui  exprime  que  la  fonction  est  croissante  dans 
l'intervalle  (a,  b).  (Voir  n"  45.) 

Remarque  I .  —  Si  une  fonction  est  croissante  dans  deux  intervalles 
consécutifs  {a,  c),  (c,  b),  elle  est  croissante  dans  l'intervalle  total  (a,  b). 

Soit,  en  effet,  deux  nombres  quelconques  x^  et  x^  de  l'intervalle 
(a,  b),  et  soit  x^  <  .r^.  Il  faut  prouver  que  f{x^)  <  f{x.^).  Cela  résulte  de 
l'hypothèse,  si  x^  et  x.^  appartiennent  au  même  intervalle  partiel  (a,  c) 
ou  {r,  b);  et  s'ils  appartiennent  à  des  intervalles  différents,  cela  résulte 
de  ce  qu'on  a  f{x^)  <  f{c)  et  f{c)  <  /"(x,)  en  vertu  de  l'hypothèse. 

On  en  conclut  que,  dans  la  réciproque  précédente,  on  peut  admettre 
que  la  dérivée  s'annule  pour  une  ou  plusieurs  valeurs  de  Vintervalle; 
pourvu  quelle  soit  positive  pour  toutes  les  autres  valeurs. 

Réciproque  2.  —  5j  une  fonction  f{x)  a  une  dérivée  négative  pour 
toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  a  et  b,  cette  fonction  est  décrois- 
sante dans  l'intervalle  (a,  b). 

Même  démonstration.  —  Remarque  analogue  :  on  peut  admettre  que 
la  dérivée  s'annule  pour  une  ou  plusieurs  valeurs  de  l'intervalle  pourvu 
quelle  soit  négative  pour  toutes  les  autres  valeurs. 

153.  Application  à  l'étude  des  variations  des  fonctions.  —  Étudier 
les  variations  d'une  fonction  f{x]  c'est  d'abord  chercher  le  sens  de  ces 
variations;  c'est-à-dire  décomposer  l'intervalle,  ou  les  intervalles, 
dans  lesquels  cette  fonction  est  définie,  en  intervalles  partiels  (aussi 
étendus  que  possible),  tels  que,  dans  chacun  d'eux,  la  fonction  varie 
dans  le  même  sens,  et  distinguer  ceux  de  ces  intervalles  où  elle  est 
croissante  de  ceux  où  elle  est  décroissante. 

D'après  ce  qui  précède,  cette  étude  se  ramène  à  celle  du  signe  de  la 
dérivée.  Doù,  conformément  aux  indications  du  numéro  25,  la  règle 
suivante  : 

Règle.  —  Pour  chaque  intervalle  {a,  b)  où  la  fonction  est  définie, 
on  détermine  :  —  1°  les  valeurs  pour  lesquelles  elle  cesse  d'être 
continue;  —  2"  les  valeurs  pour  lesquelles  sa  dérivée  s'annule,   ou 
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cesse  d'être  continue.  En  rangeant  toutes  ces  valeurs,  et  les  nombres 
o.  h,  par  ordre  de  grandeur  croissante,  on  détermine  les  intervalles 
partiels  cherchés.  Le  signe  de  la  dérivée  indique,  pour  chacun,  d'après 
les  théorèmes  réciproques  précédents,  si  la  fonction  y  est  croissante 
(dérivée  positive)  ou  décroissante  (dérivée  négative). 

On  fait  un  tableau  des  résultats  obtenus,  en  y  inscrivant  les  valeurs 
(linies  ou  infinies)  de  la  fonction,  aux  bornes  de  chacun  des  intervalles 
partiels  considérés.  Et  l'on  peut  alors,  en  suivant  les  indications  de  ce 
tableau,  figurer  l'allure  des  arcs  de  courbe  successifs  qui  représentent 
la  fonction  dans  ces  divers  intervalles;  car  on  a  pour  chacun  d'eux  le 
point  de  départ  et  le  point  d'arrivée,  et  le  trait  monte,  ou  descend 
constamment  de  l'un  de  ces  points  à  l'autre. 

On  déterminera,  de  plus,  au  moyen  de  la  dérivée,  les  tangentes  en 
ceux  de  ces  points  qui  sont  à  distance  finie. 


\  arialions  de  y  =  1/ ' ; 


154.  Exemple  1 „^  ,  _  ,,  .     - 

^  ■'       \        X-  —  1 

Nous  désiguerons  par  u  la  fraction  sous  le  radical.  Son  numérateur  est  toujours 

positif;  elle  est  donc  positive  dans  les  intervalles  (— oo,  —1),  (1,  +oo),  qui  sont 

par  conséquent  ceux  où  y  est  définie.  On  a  ensuite  y  =  \u,  donc  y'  =  -.^;  de 

2    vu 
sorte  que  le  signe  de  y'  est  le  même  que  celui  de  u'. 

On  trouve  pour  cette  dérivée  u',  ,         j 

(x-i-\)t      —      ^       (a;2-l)2       • 


Parmi  les  valeurs  qui  la  font  changer  de  signe,  la  valeur  —  3  tombe  seule  dans  les 
intervalles  à  considérer.  On  dresse  alors  sans  difficulté  le  tableau  ')  suivant. 


y' 


yz^ 


y^; 


\^ 


On   doit   perfectionner  le  tracé  en  calculant  les  coordonnées  de  quelques  points 
particuliers,  tels  que  ceux  dont  l'abscisse  est  x^l,5;  2;  3.  La  courbe  coupe  son 

asymptote,  lorsque  x  est  tel  que  y=:\^%,  ce  qui  donne  x  =  —  q.    La    tangente  en 

A,  (x  =  —  3),  est  parallèle  à  l'axe  des  x  (dérivée  nulle). 

On  trouvera  à  la  page  suivante  la  courbe  ainsi  déterminée. 


(1)  Dans  ce  tableau  et  les  suivants,  les  flèches  qui  montent  de  gauche  à  droite 
indiquent  les  intervalles  où  la  fonction  est  croissante;  les  flèches  qui  descendent  de 
gauche  à  droite  indiquent  les  intervalles  où  la  fonction  est  décroissante;  elles 
indiquent  ainsi  l'allure  schématique  du  trait  de  courbe  correspondant. 
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155.  Remarque.  —  La  recherche  des  valeurs  de  la  fonction,  aux 
bornes  des  intervalles,  est  souvent  une  recherche  de  vraies  valeurs. 
Aux  indications,  précédemment  données  à  cet  effet  (n''^  116,  120,  122, 
141,  142),  nous  joignons  la  suivante  : 

Formes  indéterminées  de  u''.  —  On  a  (n''  91)  w  =  e'"^'".  Donc  u-  devient 
indéterminé,  si  l'un  des  facteurs  v,  logu  devient  nul  et  l'autre  infini. 
D"où  les  formes  dindétermination  : 

1*     {v  =  'x,  u  =  i); 
0"      (y  =  0,    u  =  0); 
00°      {v=zO,    u^x). 
On  les  étudie  du  reste  en  mettant  u''  sous  la  forme  même 

et   en   appliquant   à   l'exposant   ylo^u  les  méthodes  précédemment 
données. 


156.  Exemple  2.  —  Variations  de  y=zx^. 

Cette  fonction  est  définie  pour  j  >  0.  Pour  calculer  la  dérivée,  nous  écrivons 

(1)  y  =  e^^'-'ë^. 
D'où 

(2)  /  =  e^'«--^.(logx+l). 

Cette  dérivée  change  de  signe  pour  log.c  =  —  1,  c'est-à-dire  .r  =  <'-'  =     =0  368 

L  ^ 

La   valeur  correspondante  de  y  est  v  =  ^-V.  On  la  calcule  nu  moyen  des  loga- 
lilhmes.  , 

log  vulgy  =  ^  log  vulg;^  =  -  ^  log  vulge  =  -  "^f^  =  -  O.IGO  =  l,8iO 


y  =  0,692. 


2,718 
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Pour  X  infini,  les  formules  (I)  et  (2)  iiiKiUrent  que 
j  et  y'  sont  infinis. 

Lorsque  x  tend  vers  zéro,  x  logx  tend  vers  zéro 
^n"  122).  Donc  v  tend  vers  l  et  y'  est  infini  népalif. 

On  remarquera  que  pour  x  =  1 ,  on  a  y  =  e°  =  I . 
Pour  X  =  2,  y  =  4  ;  pour  x  =  3,  y  =  27.  La  courbe 
se  relève  très  rapidement.  On  a  donc  le  tableau 
et  le  tracé  ci-joints. 


OC 

0 

/ 
e 

+  oo 

y 

—  oo 

— 

o 

+ 

-l-OO 

j/ 

/ 

\ 

(i)i 

/ 

-f  oo 

^  3.  —  ÉTUDE  DUNE   FONCTION   AU   VOISINAGE  DUNE   VALEUR 
DE    LA    \ARL\BLE 

157.  Généralités.  —  Étudier  une  fonction  /(x)  dans  le  voisinage 
d'une  valeur  x=^a  de  la  variable,  c'est  préciser  la  forme  de  la  courbe 
y  =  f{x)  dans  le  voisinage  du  point  A  de  cette  courbe  qui  a  pour 
abscisse  x=::a. 

Une  première  indication  sera  donnée  par  la  position  de  la  courbe 
par  rapport  à  la  tangente  en  A. 

Cette  tangente  TT,  supposée  indéfiniment  prolongée,  sépare  le  plan 
en  deux  demi-plans  :  l'un  contient  les  points,  d'abscisses  finies,  dont 
los  ordonnées  sont  infinies  et  positives;  on  l'appelle  la  région  des  y 
posilifs;  pour  abréger,  nous  dirons  la  région  positive. 

Si  on  considère  Or/  comme  vertical  et  dirigé  vers  le  haut,  elle  est 
composée  de  tous  les  points  qui  sont,  sur  chaque  parallèle  à  Oy,  au- 
dessus  de  la  tangente  T'T. 

L'autre  demi-plan  est  dit  la  région  des  y  négatifs,  ou  région  négative. 
Au  point  A  aboutissent  d'autre  part  deux  arcs  de  la  courbe  y  =  f{x), 
obtenus  en  faisant  tendre  x  vers  a,  respectivement,  par  valeurs  plus 
petites  que  a  (arcC'A),  et  par  valeurs  plus  grandes  que  a  (arc.\C). 
D'une  manière  plus  précise,  l'arc  C'A  représente  la  fonction  dans  l'in- 
tervalle (a  —  î,  a),  et  l'arc  .\C  la  représente  dans  l'intervalle  (a,  a  +  e); 
et  £  est  un  nombre  positif  qui  pourra  être  choisi  aussi  petit  que  nous 
voudrons. 

Cela  posé,  si,  pour  e  suffisamment  petit^^\  les  deux  arcs  C'A  et  AC  sont 


(1)  En  langage  ordinaire,  au  lieu  de  dire  «  pour  z  suffisamment  petit 
rait  :  «  Si,  dans  le  voisinage  du  point  A,  etc.. . .  • 


on  énonce- 
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dans  la  région  positive,  on  dit  que  la  courbe  tourne,  au  point  A,  .s'« 
concavité  oers  le.s  y  positifs  (vers  le  haut,  si  ()//  esl  vertical  et  dirigé 
vers  le  haut). 

.*^i,  piiur  £  suffisannni'iil.  petit,  les  deux  arcs  C'A  et  AG  sont  dans  la 


y 

i 

1 

î 

'/^ 

■^ 

^A 

C^ 

T'y^ 

i 
1 

! 

1 

0 

CL-t 

a. 

a. 

.+£ 

X 


y 

T 

'    3^ 

^ 

C 

T'y 

/^'     ! 

.-r. 

0 

CL-t       ce 

co+t 

0   cL-t     ci      <x+£ 


_JC 


y 

i 

1 

•)       y^ 

J'^ 

^^ 

'y 

t 

^4 
i 

0 

a-l 

a 

ce 

+£ 

JC 


rérfion  négative,  on  dit  que  la  courbe  tourne,  au  point  A,  sa  concavité 
vers  les  y  négatifs^  (vers  le  bas,  si  Oy  est  vertical  et  dirigé  vers  le  haut). 
Si,  pour  s  suffisamment  petit,  les  deux  arcs  C'A  et  AC  sont  de  part  et 
d'autre  de  la  tangente,  on  dit  quil  y  a  en  A  un  point  d'inflexion.  La 
courbe  traverse  la  tangente  en  ce  point,  en  passant  de  la  région  négative 
à  la  7'égion  positive,  ou  inversement. 


158.  Maxima  et  minime.  —  On  dit  que  la  fonction  f{x)  passe  par  un 
maximum  pour  x  =  a,  si  la  valeur  f{a)  est  supérieure  à  toutes  les 
valeurs  voisines.  D'une  manière  précise,  cela  signifie  qu'i/  existe  un 
nombre  positif  e  assez  petit  pour  que  l'on  ait  f(a)  >  f{x)  pour  toutes  les 
valeurs  x  de  Vintervalle  {a  —  i^  a-h  e),  autres  que  a. 

De  même  f(x)  passe  par  un  minimum  pour  x=  a,  si  la  valeur  f{a) 
est  inférieure  à  toutes  les  valeurs  voisines;  c'est-à-dire,  s'il  existe  un 
nombre  positif  z  assez  petit  pour  que  l'on  ail  /"(//)  <  f(x)  pour  toutes  les 
valeurs  x  de  l'intervalle  {a  —  e,  a-he),  autres  que  a. 
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Théorème.  —  ^'i  la  valeur  j.=a  correspond  à  un  maximum  ou  à  un 
minimum  de  f[T),  et  si  cette  fonction  a,  pour  .i=a,  une  dérivre,  celle 
dérivée  f  {a)  est  nulle. 

Supposons,  par  exemple,  qu'il  s'agisse  d'un  maximum.  Pour  //  intini- 
menl  petit,  on  aura,  par  hypothèse,  fia^h)  —  f{a)<0.  Le  rapport 

f(a-^-h)-f(a) 
h 

est  donc  négatif,  pour  ^  >  0,  de  sorte  que  sa  limite  f'{a)  ne  peut  être 
positive;  et  ce  rapport  est  positif,  pour  h  <  0,  de  sorte  que  sa  limite 
fia)  ne  peut  être  négative.  Donc  /*'(«),  qui  n'est  ni  positif,  ni  négatif, 
est  nul.  (C.  Q.  F.  D.) 

Remarque  i.  —  Sous  l'hypothèse  faite  de  l'existence  de  la  dérivée 
/"(a),  la  courbe  y  =  f(x)  a  donc,  au  point  A  dabscisse  a,  une  tangente 


parallèle  à  l'axe  des  x,  si  x=:a  correspond  à  un  maximum  ou  à  un 
minimum.  C'est  ce  qu'indique  la  figure.  Elle  montre  aussi  pourquoi 
la  valeur  de  la  fonction,  en  uu  maximum  ou  un  minimum,  ne  possède 
la  propriété  d'être  la  plus  grande,  ou  la  plus  petite,  des  valeurs  de  la 
fonction  que  relativement  aux  valeurs  voisines. 

Le  maximum  Aj  est,  par  exemple,  plus  petit  que  le  minimum  A^. 

Il  ne  faut  donc  pas  confondre  la  notion  actuelle  avec  celle  de 
maximum  ou  de  minimum  absolu  dans  un  intervalle  (n"  24). 

.\ussi,  appelle-t-on  souvent  les  maxima  et  minima  que  nous  consi- 
dérons ici,  maxima  et  minima  relatifs. 

Un  maximum  relatif  n'est  maximum  absolu  que  pour  un  intervalle 
(a  —  e,  a  H- £)  d'amplitude  2;  suffisamment  petite. 

Remarque  2.  —  Sous  cette  réserve,  on  remarquera  (jue  la  démons- 
tration du  théorème  précédent  se  trouve  déjà,  incidemment,  dans 
celle  du  théorème  de  Rolle  (n°  106). 
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Remarque  3 .  —  La  figure  ci-après 
donne  un  exemple  (rebrousse- 
menl)  d'un  maximum,  pour  lequel 
la  dérivée  de  la  fonction  n'est  pas 
nulle.  En  l'ait,  la  fonction  n'a  pas 
de  dérivée  en  ce  point  (n"  84); 
on  ne  peut  même  pas  dire  qu'elle 
a  une  dérivée  infinie  (n°  106, 
remarque  3). 

Remarque  4.  —  La  règle  donnée  au  num.éro  153  pour  étudier  les 
variations  d'une  fonction  fournit  tous  les  maxima  et  minima,  que  la 
dérivée  y  soit  nulle  ou  qu'elle  devienne  infinie,  ou  indéterminée, 
lorsque  x  tend  vers  les  valeurs  correspondantes. 

Dans  l'application  de  cette  règle.  f(x)  passe,  pour  x=^a,  par  un 
maximum,  si  a  est  borne  commune  de  deux  intervalles,  la  fonction 
étant  croissante  dans  le  premier,  décroissante  dans  le  second.  Il  faut, 
de  plus,  que  la  fonction  reste  finie  pour  x  =  a,  et  que  f{a  —  0)  soit 
égal  à  f(a-+-0).  (Voir  n°  27.) 

D'une  manière  abrégée,  on  peut  dire  :  il  y  a  maximum  quand  la 
fonction  cesse  de  croître  pour  commencer  à  décroître;  il  y  a  ininimum, 
quand  la  fonction  cesse  de  décroître  pour  commencer  à  croître. 

159.  Étude  de  la  concavité  ^' .  —  Soit,  comme  au  numéro  lo7,  A,  un 
point  quelconque  de  la  courbe  y  :=  f{x)  et  soit  x  =  a  son  abscisse. 
Menons  en  A  la  tangente  T'T  à  la  courbe.  Soit  M  un  point  de  la  courbe, 
voisin  de  A,  et  R  le  point  de  la  tangente  qui  a  même  abscisse  x  =  a-^h 
que  lui.  Le  point  M  sera,  par  rapport  à  la  tangente  T'T,  dans  la  région 
positive,  ou  dans  la  région  négative,  suivant  que  la  valeur  algébrique 

du  vecteur  RM  sera  positive  ou  négative. 

Cette  valeur  algébrique  RM  est  une  fonction  de  l'abscisse  x  =  a->rh. 
qui  devient  infiniment  petite,  lorsque  h,  infiniment  petit  principal, 
tend  vers  zéro.  Pour  étudier  son  signe,  nous  cherchons  sa  partie  prin- 
cipale. Partons,  à  cet  effet,  de  la  formule  KM  =  y  —  yi,  où  y  est 
l'ordonnée  de  M,  et  y,  l'ordonnée  du  point  R  de  la  tangente  T'T  (voir 
n°  77)  ;  el  appliquons  la  méthode  du  numéro  118. 

La  lettre  y  désigne  la  fonction  f{x).  Quant  à  i/(,  c'est  une  fonction 
du  premier  degré  de  x  (n"  1-49).  Pour  x  =  a\  elle  est  égale  à  U.\  =  /'(«); 
et  sa  dérivée  qui  est  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  (puisque 
celle-ci   est  à  elle-même  sa   piopre   tangente)  est  égale  à  /"(«  ;  ses 


(1)  Voir  la  flguie  à  la  page  suivante. 
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dérivéos  d'ordre  supérieur  sont  nulles,  puisqu'elle  est  un  binôme  du 
premier  degré. 

Donc  KM:=,i/  —  7,  s'annule  pour  x^a,  ainsi  que  sa  dérivée  pre- 


y 

/' 

m/  ^ 

y> 

^ 

J^ 

c. 

T'-^ 

a. 

CL  +  h 

0 

u 

•    ^ 

niièrc;  et  ses  dérivées  successives,  d'ordre  supérieur  à  1,  sont  égales 
aux  dérivées  /""(«),  /'"(«),  ...  de  la  fonction  considérée  y  =  f{x). 

Soit  alors  /"''(a),  (A; ^2),  la  première  de  ces  dérivées  qui  n'est  pas 
nulle.  Ce  sera  la  première  des  dérivées  de  RM  qui  ne  s'annulera  pas 
pour  x  =  a.  Nous  conclurons  donc  du  corollaire  du  numéro  118  que 
la  partie  principale  de  KM  est 


(1) 


h'' 


f^'ia)  étant  la  première  des  dérivées  f"(a).  f"'{a).  ....  qui  n'est  pas  nulle. 

Comme  le  signe  de  RM  est.  pour  h  suffisamment  petit,  celui  de 
cette  partie  principale,  on  en  conclut  : 

Si  la  première  des  dérivées  f",  f".  . .  .  qui  ne  s'annule  pas  au  point  .\ 
est  d'' ordre  pair,  la  concavité  en  X  est  tournée  vers  les  y  positifs,  ou  vers 
les  y  négatifs,  suivant  que  cette  dérivée  est  positive,  ou  négative. 

Si  la  première  des  dérivées  f",  f",  . . .  qui  ne  s'annule  pas  est  d'ordre 
impair,  il  y  a  inflexion.  Si  cette  dérivée  est  positive,  le  point  M,  quand 
il  traverse  A  de  gauche  à  droite,  traverse  la  tangente  de  bas  en  haut; 
c'est  l'inverse  si  cette  dérivée  est  négative. 

En  eiTet,  dans  le  premier  cas,  l'expression  (1)  est  du  signe  de  f"'  [a), 
quel  que  soit  le  signe  de  h;  dans  le  second  cas,  elle  est  du  signe  de 
f"  {a}  pour  h  positif,  et  de  signe  contraire  pour  h  négatif. 
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Hmianiue  I.  —  Les  abscisses  des  points  d'inflexion  sont  donc  racines 
de  Véquation  f"{x)  =  0.  obtenue  en  égalant  à  zéro  la  dérivée  seconde  de 
l'ordonnée  (par  rapport  à  l'abscisse).  Mais  les  racines  de  celte  équation 
ne  fournissent  pas  nécessairement  de  véritables  inflexions  puisque  la 
forme  de  la  courbe  dépend,  d'après  ce  qui  précède,  des  dérivées 
f"",  p\  . . .,  lorsque  f"  s'annule. 

Remarque  2.  —  Au  lieu  de  faire  appel  au  corollaire  du  numéro  IIS, 
on  peut  se  servir  de  la  formule  de  Taylor  (n"  125).  En  tenant  compte 
de  ce  que  EÏM  est  une  fonction  de  x  qui  s'annule  pour  x=za  ainsi  que 
ses  dérivées  successives  jusqu'à  l'ordre  [k  —  1),  et  qui  a  pour  dérivée 
d'ordre  k  la  dérivée  f''(x),  cette  formule  donne  : 

Et  on  peut  écrire,  si  on  suppose,  comme  on  l'a  fait  plus  haut  implici- 
tement, la  continuité  de  /"*'' (a?), 

T,  tendant  vers  zéro  avec  h.  Le  fait  que  la  partie  principale  de  RM  est 

u  .  ,   .  , 

j-wp''  {a)  est  ainsi  mis  en  évidence. 
k  ! 

160.  Recherche  des  maxima  et  minima.  —  D'après  les  généralités 


y 

A 

9 

' 

0 

a. 

-£ 

c 

t      a+t 

y 

\ 

C^> 

/ 

.TT. 

0 

a. 

-t     œ      a. 

+  £ 

du  numéro  158,  les  maxima  et  minima  '"  se 
trouvent  parmi  les  valeurs  de  a?  pour  lesquelles 
la  dérivée  de  la  fonction  considérée  change 
de  signe  (remarque  4). 

En  ce  qui  concerne  les  zéros  de  la  dérivée, 
l'étude  de  la  concavité  fournit  le  moyen  de 
reconnaître  si  l'un  d'eux  fournil  efîeclivemenl 
un    maximum  ou  un    minimum.   Les   figures 


2/ 

C 

V- 

A 

i| 

< 

0 

a. 

-t 

a. 

a. 

♦-£ 

JC 


(1)  Nous  entendons  par  là,  lonime  on  le  fait  souvent  pour  abréger,  les  valeurs 
de  X  pour  lesquelles /{x)  passe  par  un  maximum  ou  un  minimum. 
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ci-joinles  monirenl.  en  effet,  qu'il  y  a  maximum  si  la  courbe  y  =  f{x) 
tourne,  au  point  A  qui  correspond  à  une  racine  x^a  de  la  dérivée,  sa 
concavité  vers  les  y  négatifs;  il  y  a  minimum  si  la  courbe  tourne  sa 
concavité  vers  les  y  positifs.  Enlln  il  ny  a  ni  maximum,  ni  minimum, 
si  A  est  un  point  d'inilexion. 

Les  résultats  du  numéro  159  fournissent  donc  le  critérium  suivant  : 

Soila  une  racine  de  la  dérivée  f'{jc)  de  la  fonction  f{x)  : 

1°  iSj  la  première  des  dérivées  f"{a).  f"'{a).  .. . .  qui  n'est  pas  nulle  est 

d'ordre  impair,  f{x)  n'a  ni  maximum  ni  minimum  pour  x=a;  la  fonction 

est  croissante  dans  le  voisinage  de  cr  =  fl  si  celle  dérivée  est  positive, 

décroissante  si  elle  est  négative; 

2"  5J  la  première  des  dérivées  f"{a).  f"'{a),  . . .  qui  n'est  pas  nulle  est 
d'ordre  pair,  f{x)  a,  pour  x^a,  un  maximum  ou  un  minimum,  suivant 
que  celte  dérivée  est  négative  ou  positive. 


Exemple.  —  Problème  de  In  réfraction  (Fermât).  —  On  imagine  doux  milieux  trans- 
parents homogènes  séparés  par  une  surTace  plane.  Soit  v  la  vitesse  de  la  lumière, 

supposée  uniforme,  dans  le 
premier  de  ces  milieux;  soit 
i'',  de  môme,  sn  vitesse  dans 
le  second.  Quel  chemin  suivra- 
t-elle  pour  aller  d'un  point  A 
du  premier  milieu  à  un  point 
B  du  second,  étant  supposé 
que  la  durée  du  trajet  doit  être 
minima  ? 

Soit   0  et  G  les  projections 
de  A  et  B  sur  le  plan  de  sépa- 
ration ;    Oc    et    Oy    les    demi- 
droites,  d'origine  0,  qui  passent 
par  A  et  par  G;  Ox  une  demi- 
droite    perpendiculaire    à   ces 
deux-là.   Le  plan   séparant  les 
deux  milieux  est  le  plan  xOy; 
le  plan    yOz    est   le    plan   qui 
passe  en  A  et  B  et  qui  est  per- 
pendiculaire à  ce  plan  de  sépa- 
ration. 
Soit   -M    le    point   ou  se  fera  le  passage  du  premier  milieu  au  second.  Dans  un 
même  milieu  le  trajet  de  durée  tninima  entre  deux  points  est  celui  dont  la  longueur 
est   minima.   puisque  la  vitesse   est  uniforme  dans  ce  milieu.   Le   trajet  de  durée 
minima  entre  A  et  B  se  composera  donc  des  deux  segments  rectilignes  AM  et  MB. 

Je  dis  de  plus  que  M  se  trouve  sur  yy'.  Supposons,  en  effet,  que  cela  ne  soit  pas; 
et  soit  R  la  projection  de  .M  sur  y'y.  Les  deux  plans  xOv  et  yOz  étant  perpendiculaires, 
MB,  abaissée  du  point  M  du  premier  sur  leur  intersection  v'v,  perpendiculairement 
a  celle-ci,  est  perpendiculaire  au  plan  yOz.  Donc  MR  est  perpendiculaire  à  AR  et 
à  RB;  et.  dans  les  triangles  rectangles  AR.M.  BHM.  les  hypoténuses  AM.  MB  sont 
plus  longues  que  les  côtés  AR,  RR.  Par  suite  le  trajet  ARB  serait  de  durée  moindre 
(jue  le  trajet  AMB,  puisque  la  lumière  irait  plus  vite  de  A  en  R  ([ue  de  .\  en  M,  et 
de  R  en  15  que  de  M  en  B. 
Tout  revient  donc  à  déterminer  le  point  R  de  y'y  tel  que  le  trajet  ARB  soit  de  durée 
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iiiiniina.   Posons   OA  =  a,    OC  =  c,   GB  =  6,    et,  en  valeur  algébrique,    (JR  =  j';  de 
sorte  (jue  KC  =  c  —  y.  On  a  ainsi 


l  la  durée  de  trajet  est 

1    ,__ — -  ,    1 


t  =  g  Va-  +  y-  +  {,'■  sa-  +  (c  -  yr-. 
Les  dérivées  sont  : 


La  dérivée  première  t'  est  déterminée  pour  toute  valeur  de  j;  la  dérivée  seconde  l" 
est  toujours  positive.  Donc  la  fonction  t'  de  y  est  toujours  croissante;  elle  est  négative 
pour  y  =  Q,  et  positive  pour  y  =  c,  elle  s'annule  donc  entre  ces  valeurs;  et  ne 
s'annule  qu'une  fois,  étant  toujours  croissante. 

A  celle  racine  unique  de  l ,  comprise  entre  0  et  C  correspond  bien  un  minimum 
de  t,  puisque  la  dérivée  seconde  est  positive  pour  cette  valeur.  On  le  conclurait  aussi 
du  fait  que,  d'après  ce  qui  précède,  t'  passe  du  signe  ( — )  au  signe  (+),  quand  x 
passe  en  croissant  par  celle  racine. 

11  y  a  donc  minimum  pour  le  point  R,  situé  entre  0  et  G,  pour  lequel 


sini  =  —  sinr. 


\a--!  +  v^       v' \Jb-2 -}- {c  —  y) 

c'est-à-dire,  puisque  y  et  c  —  y  sont  positifs 

OR_u    RG 

AK  "~  v'  '  HB  '        "' 

Sous  cette  dernière  forme,  on  retrouve  la  loi  de  la  réfraction,  les  angles  t  =  OAR  et 

r^GBR  étant  les  angles  que  forment,  avec  la  normale  en  R  au  plan  xOy,  le  rayon 

incident  AR  et  le  rayon  réfracté  RB.  Il  suffit  de  poser  -7:=n  pour  obtenir  la  relation 

classique  sini  =  n  sinr,  n  étant  Vindice  de  réfraction. 

La  première  partie  de  notre  analyse  prouvait,  d'autre  part,  que  le  rayon  incident 
et  le  rayon  réfracté  sont  dans  un  même  plan  normal  au  plan  qui  sépare  les  deux 
milieu.\. 

161.  Application.  —  Courbes  de  Van  der  Waals.  —  Soit  v  le  volume  spécifique 
d'une  masse  fluide,  p  sa  pression,  T  sa  température  absolue.  Yan  der  Waals  a  pro- 
posé, pour  exprimer  la  dépendance  de  ces  trois  variables,  la  formule  : 


OÙ,  a,  6,  R  sont  trois  constantes  positives,  caractéristiques  du  fluide  considéré.  La 
valeur  v  =  b,  ou  covolume,  est  le  volume  limite  vers  lequel  tend  l'unité  de  masse  du 
fluide,  pour  p  infini.  On  supposera  donc  u  >  6. 

Supposons  T  constant,  et  cherchons  les  maxima  et  minima  de  p. 

Nous  écrivons,  pour  abréger  l'écriture  : 

d'où  : 

Pour  étudier  les  racines  de  p',  nous  remarquons  qu'elles  sont  racines  de  : 


KTl  DE    DE    LA    VARIATION    DES    FONCTIONS 


el  sont,  par  suite,  les  abscisses  des  points  d'intersection  de  la  courbe 


(*) 


u;  =  2 


(u  -  6)2 


avec   la  droite   t/'  =  fc;    à   condition    d'interpréter   v  comme  abscisse  et  w   comme 
ordonnée.  Cette  courbe  (4)  se  construit  sans  peine,  la  dérivée  de  it' étant  donnée  par  : 


_^(i,_b)[2»  — 3(i;  — 6)]       2(«  — b)(36  — ») 


n'oii  le  tableau  et  la  courbe  ci-dessous  (unité  de  longueur  :  3b). 


l' 

b 

:]b 

—  oc 

w' 

0 

4- 

(1 

- 

II 

w 

0 

y' 

s     1 
27 '6 

iiKixirninii 

\ 

0 

Comme  on  peut  écrire  p'  =- — :   ,(w  —  k),  on  voit  que  p'  est  positif,  ou  négatif, 

suivant  que  la  courbe  est  au-dessus,  ou  au-dessous,  de  la  droite  w  =  k.  Il  y  a  donc 
un  maximum  et  un  minimum  tant  que  k  est  plus  petit  que  /cq  =  .j^;  tandis  que  p 

décroît  constamment  pour  k^  k^. 

La  valeur  de  T  qui  correspond  an  cas  limite  k  ^=  kf,  s'appelle  lemi>érature  critique. 
La  dérivée  p'  s'annule,  dans  ce  cas,  pour  d  =  .36.  qu'on  appelle  le  volume  critique;  la 
valeur  correspondante  de  p  s'appelle  pression  critique. 

Ces  constantes  critiques  sont  donc  : 

,-.  _  3  _     r        1      I      8       1  1  _    a  T   _  «'fn  _    8a 

(3'         ^'o  — î'        ^0  —  «  L~  9P  ■+■  276  •  26j  ~  276Î  '         '"~R— 276K" 

Kemarque.  —  Puisque,  pour /£^feo< '^ '"''cine  u  =  36  de  p'  =  0  ne  donne  ni  maximum 
ni  minimum,  elle  doit  annuler  aussi  p".  La  valeur  critique  kz=kQ  est  donc  celle 
pour  laquelle  les  équations  p' =  0,  p"  =  0  ont  une  solution  commune  en  v,  et  cette 
racine  commune  est  le  volume  critique  l'o  =  36. 

On  vériUe,  en  effet,  que,  les  équations  simullanées  p'  =  0,  p"  =  0,  s'écrivant 


2(0  —  6)2       3(u_6)3 


u« 


=  k 


donnent  2y  =  3(v  —  6),  c'est-à-dire  u  =  36;  et,  par  suite,  k  = 


276 
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Formule  réduite.  —  Si  l'ou  pose  : 

(<>)  X  =  — ,         y  =  —  ,         ;  =  ,-pr  ' 

ces  variables,  dites  variabU-s  réduites  (volume,  pression,  température),  sont  liées  par 
une  relation  (jui  est  la  même  pour  tous  les  lluides  {principe  des  états  correspondants); 
a.  savoir  : 

Saz 
ay___     a      ,        276 
276--!  ~       962x2"^3tj.r  — 6' 
ou.  on  simplifiant. 

Isothermes.  —  Nous  allons  discuter  la  forme  des  courbes  représentées  par  cette 
équation,  pour  les  diverses  valeurs  de  r.  Nous  emploierons  la  même  méttiode  que 
ci-dessus  pour  étudier,  à  cet  elTet,  les  racines  de  y  et  de  ses  dérivées  r'  et  y".  Nous 
écrivons  : 

,._  --^    r3(3x-l) 
•'"3J- 


S    r3(3j-l)        ]        ,_       24       r(3x-l)^       ]        „_  —144  r(3j;-l)3        l 
-iL      Sx-^  ^\-     ^  ~(3.r— 1)4     4j:-3         'J'     ^        3a:;— 1)4     Sx*         *J' 

et  nous  construisons  les  courbes  auxiliaires  : 

3 (33-  —  1  )  „  _  (3a;— 1)2  _  (3x  —  1  )3 

8x^        '  '~       4a;-'       '  -  ""       Sx^ 

Les  points  d'intersection,  qui  seront  utiles,  résultent  des  formules  : 

,.      ,.  _(3x  — 1)(2— 3x)      ..       ,,       (ijx— 1)2(1— ce)      ,.     ,,      — (Sec- l)(Ga;2— 6x+l) 

On   remarquera  que  le   trinôme  6x2  —  6x -f- 1    a  une  seule   racine   supérieure    à 

1  1 

x  =  .^;  et  que,  d'après  ce  qui  précède,  nous  devons  supposer  a;>-7j.  Celte  racine  est 


i{'+t 


0,79.. 


2 
elle  est  comprise  entre  ^  et  1. 

Pour  construire  ces  courbes  au.xiliaires,  on  a,  de  plus,  pour  les  dérivées  des  trois 
fonctions, 

^'  =  sh^^-^'^^^        Y;  =  j|^(3x-1)(1-x),        y.;  =  ^(3x-l)2(4-3x). 

On  a  ainsi  le  tableau,  et  les  courbes  de  la  page  224. 

On   voit  que,  pour  -•<^»  l'isotherme  a  successivement  un  zéro,  un  minimum, 

une  inflexion,  un  zéro,  un  maximum,  une  inllexion;  pour  ^,<iz<i\,  l'isotherme 

ne  coupe  plus  Ox.  et  a  successivement  un  minimum,  une  inflexion,  un  maximum, 
,2187 
-2048' 


2  187 
une  inllexion;  pour  1  <^ :r  < .^        ,  il  n'y  a  plus  ni  maximum  ni  minimum,  mais  deux 


indexions;  pour  ^  >  g  lUx  ''  ° -^  '^  P'"*  d'inllexion,  et  la  courbe  se  rapproche  de  la 
forme  d'une  branche  d'hyperbole  équilatère. 

Pour  r  =  1,  on  a  l'isotherme  critique  avec  une  inflexion  à  tangente  parallèle  à  Ox . 

Ces  courbes  auxiliaires  donnent,  de  plus,  approximativement,  les  abscisses  des 
points  d'intersection  avec  Ox,  des  maxima  et  minima,  et  des  indexions  des  diverses 
isothermes. 


•2-24 
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On  peut  alors  tracer  l'une  quelconque  de  ces  courbes 
isothermes.  La  ligure  ci-jointe  représente  celles  qui  cor- 
respondent à 

1  27  7  j  9 
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225 


y 


o 


Remarque.  —  On  sait  que  chaque  isothcrmi-,  ainsi  tracée,  doit  être  com- 
plétée par  le  segment  rectili^ue  BDF,  (jui  satisfait  à  la  condition  que  les 
aires  ombrées  BGD  et  DEF  soient  équivalentes. 


./L,.7r;;^<W/^^^^^^^^:^^.7^  F 


oc 


L'arc  AB  correspond  à  l'état  liquide,  l'arc  FG  à  l'état  gazeux,  la  droite  BDF  à  la 
liquéfaction,  c'est-à-diie  à  un  mélange  de  liquide  et  de  vapeur.  L'arc  BG  correspond 
aux  cas  de  retard  à  la  vaporisation,  de  même  que  l'arc  EF  correspond  au  cas  de 
retard  à  la  li((uéfaction.  Les  arcs  situés  au-dessous  de  Oj;  (pressions  négatives) 
peuvent  aussi  s'interpréter  par  des  expériences  où  la  pression  est  remplacée  par 
une  traction. 


i;  4.  —  ETUDE  DES  BRANCHES  INFLNIES 

162.  Recherche  des  asymptotes.  —  Considérons  une  fonction  y=f{x) 
qui  devient  infinie  avec  .r.  par  exemple,  pour  a7  =  -|-oc  .    La  courbe 


—  X 


qui  la  représente  aura  une  branche  infinie  (C).  Cherchons  à  quelle 
condition  une  droite  u'u,  ayant  pour  équation  (n"  149) 

(1)  xj  =  mx  -+-  b, 


(I)  Tout  ce  qui  suit  s'applique,  sans  modification,  au  cas  de  x  =^  —  co  . 

MATH.   GÉNÉUALES.    —    I.  15 
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sera  asymptote  à  collo  branche.  Cela  siguilie  (n"  26)  que  la  distance  MH 
du  poinl  courant  M  de  (C)  à  cette  droite  îi'u  tend  vers  zéro  lorsque 
l'abscisso  x  de  ce  poinl  M  augmente  indéfiniment  par  valeurs  positives. 
Mais  cette  dislance  MH  varie  proportionnellement  au  segment  MR, 
R  étant  le  poinl  de  un  qui  a  même  abcisse  x  que  M;  car,  lorsque  M 
varie,  le  triangle  MHR  reste  semblable  à  lui-même,  puisque  ses  côtés 
ont  des  directions  constantes.  Tout  revient  donc  à  exprimer  que  MR 

— V 

ItMul  vers  zéro,  pour  .r  =  -f-  oc.  Or.  la  valeur  algébrique  du  vecteur  MR 
s'obtient  en  relranchanl  l'ordonnée  de  R.  qui  est,  d'après  (1),  mx-hb, 
de  l'ordonnée  de  M  qui  est  f{x);  de  sorte  que  Ton  a  : 

(2)  RU  =  f{x)  —  mx  —  b- 
ce  qu'on  peut  écrire  aussi 

(3)  RM  =  y  —  mx  —  b, 

si  on  considère,  dans  cotte  formule,  la  lettre  y  comme  désignant  la 
fonction  f{x),  ce  que  nous  supposerons  dans  ce  qui  suit. 

Donc,  pour  que  la  droite  (1)  soit  asymptote  à  la  branche  (G),  il  faut  et 
il  suffit  que  la  fonction  (3)  tende  iiers  zéro  pour  x  =  -^x. 

Déplus,  RM  est  positif  si  (G)  est  au-dessus  de  lasymptote  (c'est-à- 
dire,  par  rapporl  à  u'u,  dans  la  région  des  y  positifs)  et  négatif  dans 
le  cas  contraire. 

Donc,  la  branche  (G)  est  au-dessus^  ou  au-dessous  de  lasymptote, 
suivant  que  la  fonction  (3)  est  positive,  ou  négative. 

Pour  appliquer  ces  résultats  à  la  recherche  des  as\  niplotes,  il  n'y  a 
plus  qu"à  employer  la  méthode  des  coefficients  indéterminés,  c'est-à- 
dire  à  déterminer  les  coefficients  inconnus  m  et  b,  si  cela  est  possible, 
de  manière  que  l'on  ait  : 

(4)  .  y  —  mx  —  h  =  s, 

£  étant  infiniment  petit  pour  x  =  ~  x. 

1"  Recherche  du  coefficient  angulaire.  —  L'identité  (4)  s'écrit  : 
(o)  ^z=m-\ 1 

^    '  XXX 

Sous  celte  forme,  on  voit  que,  pour  x=z-\-  x,-  tend  vers  m,  puisque 
-  et  -  tendent  vers  zéro. 

X         X 

Donc,  si  la  branche  considérée  a  une  asymptote.,  le  coefficient  angulaire 
de  cette  asymptote  est  donné  par  la  formule  : 

(6)  m  =  lim^. 
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2"  Recherche  de  l'ordonnée  à  l'origine.  —  Il  ne  peut  donc  y  avoir 

d'asymptote  que  si  -  tend  vers  une  limite  pour  x  =  -hzc.  Supposons 

donc  qu'il  en  soit  ainsi,  et  soit  ///  cette  limite.  Écrivons  alors  l'iden- 
tilé  (i) 

(7)  y  —  rnx  =z  h  ~\-  z. 

Sous  cette  forme,  elle  exprime  que  y  —  mx  tend  vers/j,  pour  >r=:-i-  x. 

Donc,  si  la  branche  considérée  a  une  asymptote  de  coefficient  angulaire 

m,  l'ordonnée  à  l'origine  de  cette  asymptote  est  donnée  par  la  formule  : 

(8)  0  =  \im(y  —  mx). 

Réciproquement.  —  Si  m  ei  h  ont  pu  être  calculés  par  les  règles 
précédentes,  exprimées  par  les  formules  (6)  et  (8),  la  formule  (7)  a 
lieu;  car  elle  est  équivalente  à  (8\  La  fonction  (3)  satisfait  donc  à  (4), 
qui  est  une  conséquence  de  (8),  et  la  droite  (Ij  est  bien  asymptote  à 
la  courbe. 

Remarque.  —  La  formule  (6)  indique  que,  si  la  branche  considérée  a 
une  asymptote,  le  coeflicient  angulaire  de  cette  asymptote  définit  ce 
que  nous  avons  appelé  (n"  121)  la  direction  asymptotique  de  la  branche. 

Pour  une  direction  asymptotique  m,  il  peut  arriver  que  (y  —  mx)  ne 
tende  pas  vers  une  limite.  Si  (y  —  mx)  devient  infini,  on  dit  que  la 
branche  a  une  asymptote  rejetée  à  l'infini,  ou  que  c'est  une  branche 
parabolique. 

C'est  ce  qui  arrive  toujours,  si  m  est  nul,  puisqu'on  suppose  que  y 
est  infini  avec  x.  La  direction  asymptotique  est  alors  celle  de  Taxe 
des  r. 

On  voit,  par  suite,  en  échangeant  les  rôles  des  axes  de  coordonnées, 
quil  y  a  aussi  branche  parabolique  si  la  direction  asymptotique  est 
celle  de  l'axe  des  y,  c'est-à-dire  si  m  est  infini,  ou,  plus  exactement, 

si  -  devient  infini  avec  x. 

X 

163.  Exemple  1.  —  Si,  dans  la  formule  de  Van  der  Waals  (n"  161, 
équation  (1))  on  suppose  p  constant,  la  courbe  qui  représente  la  rela- 
tion entre  v  et  t  prend  le  nom  cVi.sobare. 

Construisons,  à  titre  d'exemplo,  en  employant  les  variables  réduites  (n°  161,  éfjua- 
tion  (7)),  l'isobare  crilicjue,  qui  correspond  à  la  valeur  y  =  l.  Son  é(iuation  est  : 


1,0         n   I   3    .3a-  —  1  /     ^  1  \ 


La  fonction  r  est  ici  sous  la  forme  :  ^  mx  -\-  b  -\-  z,  puisque  le  second  terme 
du  second  membre  tend  vers  zéro,  pour  x  infini.  On  a  donc,  sans  calcul,  la^ymp- 
lote  :  =  mx  -\-  b,  c'est-à-dire  : 

r  =  l(3x-l). 


228 


ETUDE    DE    LA    VAIUATION    ItF.S    FONCTIONS 


Elle  joiul  les  points  i  =  ,,,  r  =  0  et  x  =  3,  r  =  1.  Et,  lomme 

,  3.r  —  1 

e  =  o :; — 

.r- 

est  positif,  car  on  suppose  x>si  la  courbe  est  nu-dessus  de  son  asymptote. 
On  a  de  plus,  par  un  calcul  facile, 


8.'  =  l(x.-3.  +  2)  =  '"--'';'--^'; 


18 


x  —  l 


La  fonction  est  donc  toujours  croissante;  et  la  courbe  a  une  inflexion  à  tangente 


z 

• 

^^^"^ 

f 

^\     ^ 

i 

À^ 

oc 

0 

3 

1 

^' 

parallèle  à  Ox.  pour  x  =  l,z=l.  'Valeurs  qui  correspondent  au  volume  et  à  la 
température  critiques.) 


Exemple  2.      y  =  2  y  x^  —  2x. 

Cette  fonction  est  définie  pour  x  <  0,  et  x  >  2.  La  dérivée  est  y'  =  •'<^~  ')  .  La 

\x'-  —  2x 
fonction  est  par  suite  décroissante 
dans  rintervalle  ( — oo,  0),  et  crois- 
sante dans  l'intervalle  (2, -f-cc).  Elle 
est  nulle  pour  x  =  0  et  x  =  2,  et  les 
tangentes  sont,  aux  points  corres- 
pondants, parallèles  à  Oj.  Enfin  y 
est  infini  pourx  =  ±oc.  Cherchons 
les  asymptotes  : 
1°  Soit  X  =  -f-  oo  .  Posons  X  := 


t 


^  =  2t^/X-  —  2-  =  2  \T 
X  \  fi      "  t       -  ^  ' 


2t. 


Donc   lin». -^2;    et  la  direction 

X 

asymptotique  est   m  =:  2.    On  a  en- 
suite : 


/ 1         ')       9  v'I  21 


ou,  en  multipliant  et  divisant  par  \1  — 2l-\-\,  (juanlité  conjuguée  ilu  numérateur 

„    (1  —  20—  1  —4 

y  —  mx  =  2  '■ =:: 

t{\\—2l  +  i)       yl— 2<  +  l 
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Donc  lim(y  —  mx)  =  —  2.  L'asymptote  est  donc 

y  —  2x  =  —  2        ou        yz=2{x—i). 
Enlin,  pour  i)lnrer  la  branche  par  rapport  à  l'asymptote,  il  faut  étudier  le  signe  de 


^y_2x  +  2=     _:Z_* +  2  =  2^»-2'-*-'>  -2' 


V/l_2(  +  l  yi_2«+l  (v'i_2<4-l)« 

Donc  E  est  négatif,  puisfjue  t  est  positif;  la  courbe  est  au-dessous  de  l'asymptote. 

2"  Soit  x  =  —  oo .  On  posera  x  =  —  -.  On  trouve  par  un  calcul  analogue  au  pré- 
cédent : 

y 


=  —  2lK/y,  +  'j  =  —  2\\  +21,        donc        m  =  lim^^  =  — 2 

lim{y  —  mx)  ^  2. 
L'asymptote  est  donc  }•  ;=  —  2(x  —  1).  Enliii,  pour  placer  la  branche,  on  a  : 


;y  +  2(x— l)=y+2x  — 2^  *  o_o  1       \l+2«„o  2< 


\l+2<  +  l  vi+2<+l  (VI +2*4- 1)2 

ce  qui  est  négatif,  t  étant  positif.  La  courbe  est  encore  au-dessous  de  l'asymptote. 

164.  Emploi  des  développements  en  série.  —  En  développant  y  =  f  x) 

en  série  suivant  les  puissances  croissantes  de  x=z~    on  obtient  à  la 

fois  l'asymptote,  s'il  y  en  a  une,  et  la  position  de  la  branche  par 
rapport  à  cette  asymptote.  En  effet,  en  gardant  les  notations  précé- 
dentes, on  a  : 

y  —  mx  —  0  =  e,         c'est-ù-dire         ^  =  y  —  '''  •  7  —  ^• 

Comme  e  s'annule  avec  /,  le  développement,  s'il  est  possible,  four- 
nira pour  £  une  série  entière  en  t  sans  terme  constant  :  z  =  ct-{-  .... 
On  aura  donc  : 

y  =  j  ^b-\-ct-h 

Et  réciproquement,  dès  qu'on  aura  mis  y  sous  cette  forme,  on 
pourra  affirmer  que  y  =  mx~b  est  l'asymptote,  car  on  aura  : 

V  —  wx  —  b  =  ct-T-  .  .  ..         ou         u  —  7nx  —  b  =  ~  -+-  ... 

■'  X 

et  le  second  membre  tend  vers  zéro  pour  x  infini.  Le  premier  terme 

non  nul  de  ce  second  membre  donnera  de  plus  le  signe  de 

£  =  t/  —  7nx  —  b  =  et  -+-  . . . , 

c'est-à-dire  la  position  de  la  courbe  par  rapport  à  l'asymptote. 


Exemple.  —  Reprenons  la  courbe  y  =  2  \x-  —  2x,  pour  x  =  -f-  00  par  e.xemple 


d'où 


.  =  2y/i-.-=?„-20=  =  j[>-^2,  +  ?l43l^.,.<)=+...]: 


-  _  9 

t 
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c'csi-n-dire 

v  =  2a;  — 2  — -  +  .... 

X 

Donc  l'asyiiiptote  es{y  =  2x  —  2,  et  comme  x  est  positif,  la  branche  est  nu-dessous 
de  l'asymplote. 

î;  5.  —   DISCUSSION   ET   RÉSOLUTION   DES   ÉQU.VTIONS 

165.  Séparation  des  racines.  —  1"  Pour  reconnaître  combien  une 
équation  f[.r)  =  {)  a  de  racines,  on  peut  construire  la  courbe  y  =  f{x) 
qui  représente  les  variations  de  la  fonction  f{x).  Les  racines  sont  les 
abscisses  'des  points  pour  lesquels  i/  est  nul,  c'est-à-dire  des  points 
d'intersection  de  la  courbe  avec  l'axe  des  x. 

On  dit  que  les  racines  sont  séparées,  lorsque  l'on  peut,  pour  chacune 
d'elles,  fixer  deux  nombres  a,  6,  entre  lesquels  soit  comprise  celle 
racine,  et  celle-là  seulement. 

2"  Lorsque  l'équation  contient  un  paramètre  arbitraire  A,  le  nombre 
des  racines  peut  dépendre  de  la  valeur  de  ce  paramètre.  Il  y  a  alors 
avantage,  en  général,  à  résoudre  l'équation  par  rapport  à  ce  para- 
mètre, en  la  mettant  sous  la  forme  f(x):=k.  On  construit  la  courbe 
i/=:f(x),  et  les  racines  sont  les  abscisses  des  points  de  celle  courbe 
pour  lesquels  i/  a  la  valeur  k;  c'est-à-dire  des  points  oii  la  courbe 
est  coupée  par  la  droite  ?/  =  />,  parallèle  à  l'axe  des  x,  qui  a  pour 
ordonnée  à  l'origine  k. 

On  doit  donc  examiner  combien  il  y  a  de  ces  points  dinlersection, 
pour  les  diverses  positions  de  celte  parallèle  à  Ox,  y=^k. 

C'est  ce  que  nous  avons  fait  au  numéro  161,  dans  la  recherche  des 
zéros,  des  maxima  et  n)inima,  et  des  inflexions  des  courbes  de  Van 
der  Waals. 

3"  Plus  généralement,  il  y  a  souvent  avantage  à  mettre  l'équation 
sous  la  forme  f(x)=zg{x);  et  à  construire  les  deux  courbes  y^f{x) 
et  y  =  g{x).  Les  racines  de  l'équation  donnée  sont  les  abscisses  des 
points  qui  appartiennent  à  la  fois  aux  deux  courbes.  En  effet,  les 
coordonnées  des  points  communs  aux  deux  courbes  sont  les  solutions 
dïi  système  : 

y  =  f{x),         y  =  g{x), 

qui  est  équivalent  au  système 

f{x)  =  g{x),         y  =  fix); 

de  sorte  qu'à  toute  solution  de  l'équation  f(x)=^g{x)  correspond  un 
point  commun  aux  deux  courbes,  et  réciproquement. 

Tout  revient  donc  à  examiner,  d'après  le  tracé  des  deux  courbes, 
combien  elles  ont  de  points  d'intersection. 
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166.  Exemple  1.  —  t^ijiuilion  du  iwisirtne  degré. 
Considérons  d'abord  l'équation  : 

(1)  x'^-^-px-hq  =  0. 

Nous  la  discuterons  en  étudiant  l'intersection  de  la  courbe 


.V 


px, 


et  de  la  droite 

(3)  U  =  ~9- 

Pour  construire  la  courbe  (iî),  il  suflit  de  remarquer  que  : 
y'  =z3x--i'  p,         y"=:Qx. 

Le  cas  oii  p^Q  est  sans  difficulté,  car  l'équation  est  alors  x^  =  —  r/, 
et  se  résout  par  x  =  \^  —  q. 

11  y  a  donc  deux  cas  à  distinguer  : 
p  >  0  et  /)  <  0. 

Z'^'"  cas  :  p  >  0.  —  La  dérivée  est 
toujours  positive.  Donc  y  est  tou- 
jours croissante,  et  est  égale  à  d-  x  , 
pour  :r  =  ±2c  (respectivement]. 
Comme  c'est  une  fonction  impaire, 
la  courbe  passe  à  l'origine,  et  l'ori- 
gine est  pour  elle  un  centre  de  sy- 
métrie. Il  en  résulte  que  ce  doit 
être  UD  point  d'inflexion;  et  etïec- 
tivement,  la  dérivée  y"  est  nulle 
pour  x  =  0. 

Toute  parallèle  à  l'axe  des  x  coupe  la  courbe  en  un  point  et  un  seul. 
Donc  l'équation  (1) 
a  une  racine  et  une 
seule,  et  on  voit 
que  cette  racine  est 
de  signe  contraire 
à  celui  de  q. 

2"-  cas  :  p  <  0. 
—  L'origine  étant 
centre  de  symétrie 
on  pourra  se  borner 
à  faire  varier  x  de 
0  à  H-  3c  et  com- 
pléter ensuite  la 
courbe  par  symé- 
trie.   La   dérivée,    d'abord   négative,    s'annule   pour    x=\/ — ^^,    et 
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devient    positive;    ce   qui   donne    un   minimum,   dont   la   valeur  est 


x(..+p)=v/-f.?i^=-'-v/-ë- 

La  courbe  coupe  Ox  pour  x=:\,  —  p.  On  peut  entîn  remarquer  que  le 
coeflicient  angulaire  de  la  tangente  à  l'origine  est  p. 

•Les  parallèles  à  Taxe  des  x,  comprises  entre  les  droites  un  et  v'o, 
qui  ont  pour  ordonnées 

coupent  donc  seules  la  courbe  en  trois  points. 

Donc,  pour  qu'il  y  ait  trois  racines,  il  faut  et  il  suffit  que  Ton  ait, 
en  même  temps  que  p  <  0, 

!,|<-2V/^        ou        9^<-É. 

Mais  si  cette  dernière  condition  est  remplie,  on  ne  peut  avoir  p^O, 
puisque    -.     nest   pas  négatif.   Par  conséquent,    la  seule   condition 

4  ^  27  ^  " 
suffit  pour  qu'il  y  ait  trois  racines. 

Donc, /90i</'  que  l'équation  x^-+-px-hq  =  0  ait  trois  racines,  il  faut 
et  il  suffit  que  Con  ait  ïp^  -+-  ^Iq-  <  0. 

On  remarquera  ([ue  si  4p^  +  21q^  =  0,  la  droite  y  =  —  q  est  l'une  des  droites  u'u, 
v'v  tangentes  à  la  courbe  ;  lune  des  racines  est  Pabscisse  du  point  de  contact,  (A  ou 

B);  elle  est  donc  égale  à  +  \/ — §,  ou  à  — i/  —  ^,  suivant  que  q  est  positif  ou 
négatif.  Si  on  suppose,  par  exemple. 

ç  =  — 2  v/— §=  =  -j  i/— |,         ce  qui  entraine         i/— 1='-5 


2p 


cette  racine  est  donc  x=^—  ^  ■  0^  trouve  la  même  expression  pour 


^='\l-'i 


On  retrouve  plus  facilement  ce  résultat  en  remarquant  qu'une  racine  double 
annule  à  la  fois  la  fonction  et  sa  dérivée  (n"  130).  —  On  a  donc  ici,  à  la  fois,  pour 
la  racine  cherchée, 

x'^  -\-  px  -\-  q=:b,         3x-  -)-  p  ==  0. 

En  multipliant  les  deux  membres  de  la  première  égalité  par  3,  les  deux  membres 
de  la  seconde  par  —  x,  et  ajoutant,  on  obtient  immédiatement  : 

2px  +  3g  =  0,        d'où        x  =  —  ?5  • 
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Pour  calculer  l'autre  racine,  on  reinaniue  (juc,  si  réquation  admel  trois  racines 
X,,  Xj,  X3,  on  a  identiquement  '   : 

j'  +  px  +  7  =  IX  —  X,)  (x  —  Xj)  (x  —  Xj) ; 
d'où  on  conclut,  en  identillant  les  deux  meml)res, 

a^l  +  -Ti  +  X3  =  0,  XjXj  +  XjX,  4-  XiX.,  =  p.  X,X.^X3  =  —  «/. 

Si  donc  on  a  Xj  =  x^  ^  —  .^  ,  on  conclut  Xj  ^  —  (Xj  -}-  Xo)  =  —  • 

/{emarquc.  —  Supposons  maintenant  une  équation  complète 

(4)  a;'  4-  'Sax-  -f-  36a?  -+-  c  =  0 ; 

on  la  ramènera  à  la  forme  (1),  en  faisant  un  changement  d'inconnue 

x  =  \~ir-h, 
où  on  déterminera  h  de  manière  qu'il  n'y  ait  pas  de  terme  en  X-  dans 
la  nouvelle  équation.  Celle-ci  s'écrit  : 

On  voit  qu'il  faut  prendre  h  =  —  //,  c'est-à-dire  poser 

(5)  x  =  \  —  a. 

Exemple  2.     tg.r  —  mx  =  0.     (?n  >  0). 

La  fonction  tgx  —  inx  étant  impaire,  les  racines  sont  deux  à  deux  égales  et  de 


(1)  Cela  résulte  des  propositions  rappelées  au  numéro  23,  si  l'équation  a  trois 
racines  distinctes.  Si  l'équation  a  une  racine  double,  et  une  racine  simple,  ou  une 
racine  triple,  l'identité  s'applique  encore,  d'après  la  définition  du  numéro  130,  en 
supposant  que  deux  des  trois  nombres  x,,  Xj,  Xj  sont  égaux  dans  le  premier  cas,  et 
que  ces  trois  nombres  sont  égaux,  dans  le  second  cas. 
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sigiios  coiilrairos.  Eu  dehors  dv  la  racine  .r  =  0,  on  peut  donc  se  liornor  à  chercher 
les  racines  posilives. 
Considérons  les  deux  courbes 

_v  =  t^JT,         V  =  iiuv; 

les  racines  de   léquation  donnée  sont  les  abscisses  de  leurs  points  d'inlersection. 
Figurons  la  courbe  bien  connue,  y  =  lgx,  el  la  bissectrice  0»  de  l'anfrle  yOx.   La 
droite  v  =  mx  est  la  droite,  de  coefllcient  angulaire  m,  passant  par  0.  Pour  m  =  1, 
c'est  Ou,  qui  est  tangente  à  la  courbe  en  0. 
On  voit  donc  que,  quel  que  soit  m,  il  y  a  une  racine  et  une  seule  dans  chacun  des 

intervalles  l'~,  -:^),  I'.,"'   -vf);  •••.  cramplitude  ::.  La  racine  située  dans  l'inter- 
valle  l^^  +  Zf-,  ^ +  /.■::)   tend  rapidemcnl  vers  la  borne  supérieure  de  Tinlervalle, 
lorsque  k  augmente. 
De  plus,  il  y  a  une  racine  dans  l'intervalle  (0,  !^  ) ,  pour  m>  1. 


167.  Calcul  d'une  racine.  —  Méthode  graphique.  —  1°  Supposons 
que  l'on  ail  séparé  une  racine  de  l'équation  f\x)=:[).  On  sait  donc 
qu'elle  est  comprise  entre  deux  nombres  a  et  6,  [a  <  b)\  donc  a  est 

une  valeur  approchée  par  défaut, 
B ,'  et  6  une  valeur  approchée  par 

excès. 

,  L"arc  de  courbe  AB  qui  repré- 
sente, dans  l'intervalle  (a,  b),  la 
fonction  y  =  /"(a?),  coupe  Taxe 
des  X  au  point  R  dont  l'abscisse 
est  la  racine  cherchée.  En  con- 
struisant cet  arc  de  courbe,  sur 
du  papier  quadrillé  au  millimè- 
tre, on  obtiendra  pour  le  point  W  une  abscisse  approximative  x^\ 
et  x^  sera  une  nouvelle  valeur  approchée  de  la  racine. 

Il  est  entendu  que  l'on  aura,  par  des  tâtonnements  préliminaires, 
resserré  assez  rintervalle  {a,  b),  pour  que  l'arc  AB  puiss  eêtre  tracé, 
sans  trop  d'indétermination,  au  moyen  des  points  A  et  B,  et  des  tan- 
gentes en  ces  points.  Le  tracé  général  de  la  courbe  ij  =  f(x)  pourra 
servir  pour  le  choix  de  cet  intervalle  initial  (a,  b).  On  devra  éviter,  en 
particulier,  qu'il  contienne  des  inflexions  de  la  courbe.  Mais  il  est 
surtout  indispensable  que  la  dérivée  f  (x)  soit  de  signe  constant  dans 
l'intervalle  a,  h),  pour  que  l'arc  AB  y  soit  ascendant,  ou  descendant, 
d'un  bout  à  l'autre. 

On  devra  faire  le  graphique  à  une  échelle  telle  que  les  points  de  x'x 
qui  représentent  les  valeurs  a  et  6  soient  distants  de  5  à  10  centi- 
mètres. On  place  arbitrairement  le  point  a,  et  on  en  déduit  la  position 
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du  point  b  au  moyen  de  son  abscisse  relative  b  —  a,  par  rapporta  ce 
premier  point  a. 

Pour  que  les  points  A,  H  soient  à  une  dislance  de'  x'j;  du  même 
ordre  de  grandeur  "  que  la  demi- 
dislance  ab,  on  sera  conduit,  en  gé- 
néral, à  adopter  des  échelles  dillë- 
rentes  pour  les  abscisses  et  pour  les 
ordonnées.  Mais,  d'après  les  remar- 
ques faites  au  chapitre  VI  (§  1  et  ijâ), 
cela  ne  soulève  aucune  difficulté,  pas 
plus  pour  la  construction  des  tan- 
gentes en  A  et  B,  que  pour  la  mise 
en  place  de  ces  points. 

Voici,   en  elïet,  comment  on  construira  la   tangente  au  point  M, 
d'abscisse  x,  de  la  courbe  y=zf{x). 

Le  coefficient  angulaire  de  cette  tangente  est  )j'  =  f'{x). 

o   •    8  , 

Soit  '-  sa  valeur  numérique  -    :  on  pourra  prendre  y.  et  ^  comme 

coefficients  de  direction  de  la  tangente.  La  direction  de  la  tangente 

sera  donc  celle  du  vecteur  MT  dont  les  composantes,  relatives  aux 
deux  axes,  sont  iMS  =  a,  Sl=p;  ces  composantes  étant  mesurées 
respectivement  avec  les  unités  de  longueur  adoptées  pour  les  abscisses 
et  pour  les  ordonnées. 

La  règle  à  appliquer  est  donc  la  suivante  : 

Règle  pour  le  tracé  des  tangentes.  —  Si  f'{x)  =  ^  on  trace,  en  parlant 

du  point  M  considéré,  le  contour  MST  parallèle  aux  axes,  MS  étant 
mesuré  par  a,  avec  l'unité  graphique  OU  adoptée  pour  les  abscisses; 

et  ST  étant  mesuré  par  ,'i,  avec  l'unité  graphique  OV  adoptée  pour  les 
ordonnées. 

Le  vecteur  MT  donne  la  direction  de  la  tangente  en  M. 

2°  Ayant  obtenu  la  valeur  a^^,  il  faut  contrôler  son  degré  dapproxi- 
malion    par   rapport   à    la    racine    inconnue    .r,    et    le    sens  de   celle 


(1)  C'est  une  nouvelle  condiliun  tju'on  s'impose  pour  rendre  le  tracé  praliiiue. 

(2)  Cette  valeur  numérique  peut  être  mise  d'une  infinité  de  manières  sous  celte 

forme  '-;  on  choisira  la  plus  commode  pour  l'application  graphi(iue  de  la  règle  qui 
suit.  On  peut,  en  particulier,  supposer  a  =  1,  ^=:f(x). 
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approximation.  Posons  .r^.r, -|-/i.  Nous  avc^ns  /\x)  =  0,  par  hypo- 
thèse. Donc,  en  appliquant  la  formule  des  accroissements  Unis, 

0  =  f{x,  -h  h)  =  /•(.r,)  +  hf'ix,  +  0/0, 
d'où  : 


(1) 


/•(^J 


(0  <  0  <  1). 


/■'K-hO/0 

En  vertu  des  précautions  prises,  le  dénominateur,  quoique  0  ne  soit 
pas  connu,  est  de  signe  connu.  Le  calcul  de  f{x^)  donne  donc  le  signe 
de  h.  De  plus,  on  peut  évaluer,  puisque  f'{x)  ne  s'annule  pas  dans 
l'intervalle  (a,  />),  un  nombre  positif  m^  inférieur  au  module  de  cette 
dérivée  f'(x)  dans  l'intervalle;  on  le  prendra  aussi  grand  que  possible. 
On  conclut  alors  de  (1) 

(2).  'h\<^I^'  =  U. 

C'est  cette  formule  qui  donne  une  borne  supérieure  H  de  l'erreur  h 
commise  en  prenant  x^  pour  x.  On  saura  que  la  racine  esi  comprise 
dans  un  des  deux  intervalles  (Jj  —  H,  x^)  et  {x^,  x^-hlï),  et  on  saura 
dans  lequel. 

3°  On  a  donc  un  nouvel  intervalle  («p  h^),  d'amplitude  h^  —  a^:=li, 
dans  lequel  est  la  racine.  Si  l'approximation  ainsi  obtenue  n'est  pas 
suffisante,  on  opérera  sur  cet  intervalle,  comme  on  Ta  faU  sur  l'inter- 
valle (a,  b),  en  prenant,  naturellement,  des  échelles  plus  grandes  pour 
le  nouveau  graphique.  Et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  qu'on  ail  obtenu 
l'approximation  désirée. 

Remaniue.  —  Le  calcul  des  valeurs  de  la  fonction  et  de  sa  dérivée,  nécessaires 
pour  la  construction  d'un  des  graphiques,  devra  se  faire  avec  le  degré  d'approxima- 
tion que  comporte  ce  graphique. 

Mais  il  peut  se  faire  que  ces  calculs  ne  puissent  se  faire  qu'avec  une  appro.ximation 
limitée,  par  e.xemple  s'ils  exigent  l'emploi  de  tables  trigonométriques.  Sil  arrive 
alors  que,  avec  ce  degré  maximum  d'exactitude  des  données,  l'un  des  graphiques 
devienne  rectiligne  (c'est-à-dire  que  Tune  des  tangentes  aux  extrémités  de  l'arc  se 
confonde  avec  la  corde  de  l'arc),  les  opérations  se  trouveront  arrêtées.  —  (Comparez 
la  règle  suivante.) 

168.  Régie  de  fausse  posi- 
tion, ou  méthode  des  parties 
proportionnelles.  —  Lorsque 
a  et  /j  sont  assez  voisins, 
l'arc  AB  diffère  peu  de  sa 
corde.  On  s'en  aperçoit  à  ce 
fait  que  les  tangentes  en  A 
et  Bout,  sensiblement,  même 
coefficientangulaire.  On  peut 
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alors,  au  lieu  de  chercher  \o  point  R,  chercher  le  point  C  où  la  corde 
coupe  x'x. 

Dans  tous  les  cas,  cette  abscisse  x\  est  une  valeur  approchée  de  la 
racine  x,  de  même  sens  que  celui  des  deux  nombres  a  et  b  qui  donne, 


sur  l'axe  des  x.  un  point  situé  dans  la  concavité  de  l'arc  AB;  et  elle 
est  plus  approchée  que  lui. 

En  faisant  les  quatre  ligures  ci-dessus,  qui  correspondent  aux  quatre 
cas  possibles,  on  voit  que  x,,  pourra  remplacer  a  si  lare  de  courbe  est 
ascendant  et  à  concavité  tournée  vers  le  haut,  ou  descendant  et  à 
concavité  tournée  vers  le  bas;  c'est-à-dire  si  f'io)  et  fio)  sont  de 
même  signe;  ou  encore,  si  f'(a)  et  fia)  sont  de  signes  contraires  '  . 

Donc  Vabscisse  x.  du  point  C  remplacera  celui  des  deux  nombres  a  ou 
b.  pour  lequel  /et  /""  sont  de  signes  contraires. 

Pour  calculer  cette  abscisse,  on  écrira  que  le  vecteur  AC  a  ses 
composantes  proportionnelles  à  celles  du  vecteur  AB.  Donc 

X, — a  b  —  a  ih  —  a)f(a) 


ou 


Xc  =  a 


U_/(a)       f[b)-t\ay         ""         -^----fyb)-f{a\ 

Cette  formule  sera  utilisée  si  a-,,  est  approché  dans  le  même  sens  que 
a.  Dans  l'autre  cas,  on  emploiera  de  préférence  la  formule  analogue, 
qui  s'obtient  de  même  : 

_^       ib-a)f{b) 

Remarque.  —  Sur  cette  valeur  .r,,  on  opérera  comme  on  l'a  indiqué 
ci-dessus  pour  la  valeur  x,  ;  et  on  pourra  opérer  sur  le  nouvel  intervalle 
(Op  éj  ainsi  obtenu,  comme  sur  l'intervalle  (a,  b),  et  ainsi  de  suite. 

Cette  méthode  s'appelle  méthode  des  parties  proportionnelles;  la 
règle  qui  en  est  le  principe  (substitution  de  la  corde  à  Tare)  est  dite 
règle  de  fausse  position. 

(l)  Il  est  entendu  que.  d'après  les  liypothèses  faites  sur  l'intervalle  (a,  l),  f  et/" 
lie  s'annulent  pas  dans  cet  intervalle. 
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169.  Méthode^ de  Newton.  —  Lorsque  o  et  b  sont  assez  voisins, 
Turc  AH  dillère  peu  de  la  tangente  à  lune  ou  l'aulre  de  ses  extrémités. 
On  peut  alors,  au  lieu  de  cliercher  le  point  U,  chercher  le  point  T,  où 
celle  tangente  coupe  x'x. 


Kn  faisant  de  nouveau  les  figures  schématiques  pour  les  quatre  cas 
possibles,  on  voit  que  l'abscisse  x,  du  point  T  sera  une  valeur  appro- 
chée de  la  racine  x.  de  même  sens  que  celui  des  nombres  a  et  è  qui  est 
l'abscisse  d'un  point  de  l'axe  des  x  non  situé  dans  la  concavité  de  l'arc 
AB.  et  «lu'elle  sera  plus  approchée  que  lui,  pourvu  qu'on  applique  la 

règle  suivante,  dite  : 

Règle  de  Fourier.  —  ()n  mène  l<i  tan- 
gente en  celui  des  deux  'points  k  et  ^ 
pour  lequel  f  et  f"  sont  de  même  signe. 
Mais  il  n'est  nullement  indispensable 
d'appliquer  cette  règle  ;  et  la  valeur 
obtenue  peut  être  plus  approchée  en 
s'adressant  à  celui  des  deux  points 
qu'elle  ne  désigne  pas  (voir  la  figure 
ci-contre).  Ici  encore,  c'est  la  forme 
de  la  courbe  qui  sera  le  meilleur  guide;  et  on  doit  toujours  contrôler 
les  procédés  arithmétiques  par  les  figures  qui  leur  correspondent. 

Remarquons  cependant  que  l'emploi  simultané  de  la  règle  de  fausse 
position  et  de  la  règle  de  Fourier  fournit  d'emblée  un  nouvel  intervalle 
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(Oj.  ^,),  co)it>'nu  dans  (a,  h),  et  rompii-nanl  la  racine.  Cola  résulte  de  la 
comparaison  des  deux  règles,  qui  correspondent  respectivement,  au 
signe  —  et  au  signe  -H  pour  le  produit  ff". 

Correction  de  yeirton.  —  Supposons,  par  exemple,  qu'on  applique 
la  méthode  au  point  A.  Désignons  par  (/r=^  (y)  léquation  de  la  tangente 
en  A  ;  et  par  a  -+-  n  l'abscisse  du  point  T  où  elle  coupe  x'x.  On  a  donc  : 

0  =  g  {a  -h  u)  =  g  (a  )-hug'  (a), 
le  développement  de  Taylor  n'ayant  que  deux  termes  puisque  g(x)  est 
du  premier  degré.  On  a,  de  plus,  g{a)=f{a)  et  g'{x)  =  f'{a),  puisque 
la  courbe  y  =  f{x)  et  sa  tangente  xj  =  g(x)  ont  en  A  même  ordonnée  et 
même  coefficient  angulaire  pour  leur  tangente.  L'équation  en  u  est  donc  : 

(1)  f(a)-huf'(a)=0. 

On  Vobtient  en  égalant  à  zéro  Vensemble  des  deux  premier  termes  du 
déreloppeinent  de  f(a  -h  u),  effectué  suivant  la  formule  de  Taglor.  On  en 
conclut  pour  la  correction  u  dont  il  faut  affecter  a  pour  obtenir  la 
nouvelle  valeur  approchée  qui  en  résulte  : 

m  «=-^. 

Limite  de  Vcrreur.  —  On  pourra  contrôler,  comme  on  l'a  fait  au 
numéro  167,  le  degré  d'exactitude  de  la  valeur  de  la  racine  qu'on  aura 
ainsi  obtenue.  Comme,  en  général,  on  ne  peut  calculer,  par  la  formule  (2), 
qu'une  valeur  approchée  de  u,  on  n'aura,  en  fait,  qu'une  valeur  appro- 
chée de  X:=^a^u,  et  le  sens  même  dans  lequel  celte  valeur  calculée .Tj 
sera  approchée  peut  dépendre  de  l'erreur  commise  dans  ce  calcul  auxi- 
liaire. Le  contrôle  indiqué  sera  donc,  en  pareil  cas,  indispensable. 

En  ce  qui  concerne  la  valeur  exacte  de  u,  on  peut  faire  la  remarque 
suivante.  Soit  x  la  racine  exacte.  Elle  satisfait,  eu  posant,  comme 
précédemment,  x  =  a-i-  h,  a.  l'équation  : 

0  =  f(a  ^  h)  =  fia)  4-  h  fia)  -+-  |V"(«  +  ^^'O, 

en  employant  la  formule  de  Taylor  à  trois  termes.  Donc,  on  peut 
écrire  * 

"—      fia)       2'       f'{a) 


et,  par  suite 
(3) 


h^   f"(a-^()h} 
2-       /■'(«)       • 

Si    donc    M^   est   une    borne    supérieure  du  module  de  la  dérivée 
seconde  f"{x)  dans  l'intervalle  où  on  opère,  on  a  : 


(■4)  \h  —  u\  < 


2|/'(a)    ^2    m. 
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Or,  Il  —  »  =  (a-^/j)  —  (rt-f-i/)  =  .r  —  x,  est  Terreur  commise  en 
substiluanl  x,  à  x:  ci  /i^{a~hli)  —  a=x  —  a  est  Terrear  analogue 
relative  à  a. 

On  voit  donc  que  l'erreur  nouvelle  est  de  Tordre  du  carré  de  Terreur 

ancienne.  S'il  arrive  que  -r-^  soit  inférieur  à  1,  et  si  j  AI  est  inférieur 
^      2m, 

1  1 

à  j^,  \h  —  u\  sera  inférieur  a  j^ ,  c'est-à-dire  que  la  correction  aura 

doublé  le  nombre  des  chiffres  décimaux  exacts  de  la  racine. 

169'"^  Méthode  des  approximations  successives  ou  itération.  — 
Quand  une  équation  est  mise  sous  la  forme  x  =  f{x),  on  peut  utiliser 
souvent  le  procédé  de  calcul,  très  simple,  que  voici  : 

Soit  j-,)  une  valeur  approchée  de  la  racine  cherchée.  Posons  : 

(1)  X,  =  /'(Xo),  X,  =  f{x^),  X^  =  f{x.^,...,X„=f{Xn-i),.... 

Dans  les  cas  que  nous  allons  indiquer,  .r„,  tend,  pour  n^±  ,  vers  la 
racine  cherchée. 

/"  cas.  —  On  a  constamment  0  <  f  ix)  <  1  dans  un  intervalle  (a,  b), 
contenant  la  racine  inconnue  c  et  n'en  contenant  pas  d'autre. 


a,  c      oûjj     Xj  jù^   oo,     JCg         0 

Nous  supposons  x^  choisi  dans  cet  intervalle  (a,  b).  Il  est  alors 
facile  de  voir  que  x^  est  compris  entre  x,^  et  c.  En  effet,  en  remarquant 
que  f(c)  =  c,  puisque  c  est  racine,  on  a,  d'après  la  formule  des  accrois- 
sements finis,  en  désignant  par  l^  unnombre  compris  entre  c  et  x^, 

(2)  :,^^c  =  fix,)-f(c)  =  (x,-c)r{l,). 

Donc  {x^  —  c)  est  du  signe  de  (x^  —  c),  et  plus  petit  en  valeur 
absolue,  puisque,  par  hypothèse,  /'(Co)  est  positif  et  inférieure  1. 

Le  même  raisonnement  prouve  que  a?,  est  entre  x^  et  c,  x.^  entre  x.^ 
et  c,  et  ainsi  de  suite.  Donc  les  nombres  x^,  x^,  a?^,  . . . ,  a?„,  . . . ,  forment 
une  suite  croissante,  ou  décroissante,  bornée  par  a  et  b.  Ils  tendent 
donc  vers  une  limite  /,  appartenant  à  l'intervalle  (a,  b)  (n°  33). 

En  passant  alors  à  la  limite  dans  la  formule  Xn  =  f(xn-^i),  on  en 
conclut  l  =  f{l).  Donc  /  est  une  racine  de  x=f{x),  contenue  dans 
l'intervalle  (a,  b);  et  comme  c  est  par  hypothèse  la  seule  racine,  dans 
cet  intervalle,  on  a /  =  c.  (C.Q.F.D.) 

2"  cas.  —  On  a  constamment  — l</"(aî)<0  dans  un  intervalle 
{a,  b)  contenant  la  racine  inconnue  c,  et  n'en  contenant  pas  d'autre. 
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La  formule  (2)  montre  ici  que  x^  — c  est  de  signe  contraire  à  celui 
de  0*0 —  r,  et  lui  est  inférieur  en  valeur  absolue.  Donc  a^j  et  x^  sont  de 
part  et  d'autre  de  c,  mais  j-,  est  plus  près  que  x^^. 

• '■ — • — • •         » • • * — 

CL  OC.      CCt  C  CC^         z  ^  "^ 

De  même  x^  et  x^  sont  de  part  et  d'autre  de  c,  et  x.^  est  plus  près  que 
x^.  Donc  .r^  est  entre  x„  et  c. 

On  verra  de  même  que  .^3  est  entre  x^^  et  c,  et  ainsi  de  suite. 

Par  un  raisonnement  analogue  à  celui  du  cas  précédent,  on  peut 
alors  montrer  que.  si  ./•„  est  supérieur  à  la  racine  c  cherchée  x^,  x^,  a--, 
. . .,  a*i,,^i,  . .  . ,  tendent  en  croissant  vers  celte  racine;  tandis  que  a?,,  x^, 
^0'  •  •  •  '  -^i/"  •  •  •  '  l-Pn^lent  vers  cette  racine  en  décroissant.  C'est  l'inverse 
si  Xq  est  inférieur  à  la  racine  cherchée. 

Supposons,  en  oiïet,  par  exemple,  a?,,  >•  c.  Les  nombres  x^,  x^,  -r-,  ...,  or^p-i,  .... 
forment  une  suite  croissante  bornée  supérieurement  par  b;  et  tendent  par  suite  vers 
une  limite  /.  Les  nombres  a-»,  x^,  x^,  ....j-.,^,,  ...,  forment  une  suite  décroissante, 
bornée  infcrieurement  par  a;  et  tendent  par  suite  vers  une  limite  l'- 

Je  dis  que  lz=l'.  En  eiïet,  en  passant  à  la  limite,  pourp  =  io,  dans  les  deux 
égalités 

X.2,,  =zf{Xip-l),  Xi,,  ^  1  =  f{Xip), 

on  conclut  : 

/'=//),      /=/(/').      d'où      ;  +  /(/)  =  r+/(i'). 

Or,  cette  dernière  égaliti-  est  impossible,  pour  l^V.  Car  la  fonction  x-{-f{x)  a, 
pour  dérivée,  1  -^j'[x),  qui  est  positive,  en  vertu  de  l'hypothèse /'(x)  > —  1,  dans 
l'intervalle  (a,  b).  Elle  ne  pourrait  donc  pas  avoir  la  même  valeur  pour  deux  valeurs 
différentes  de  cet  intervalle,  ./•  =  /  et  x  =  /',  puisqu'elle  est  croissante  dans  cet  inter- 
valle. 

On  a  donc  1=1',  c'est-à-dire  que,  comme  dans  le  cas  précédent,  .rj,  x.^,  x^,  x^, 
....  xn,  ...,  tendent,  pour  n  =  ao,  vers  une  limite  L  On  en  conclut,  dès  lors, 
comme  dans  le  cas  précédent,  que  cette  limite  n'est  autre  que  la  racine  c. 

liemarque  I .  —  Dans  le  premier  cas,  on  pourra  contrôler  l'approxi- 
mation au  moyen  de  la  valeur  de  x^  —  f{x„)  =  Xn  —  x^^i,  en  appli- 
quant à  F(x)  =  x  —  fix)  la  règle  du  numéro  167.  Dans  le  second  cas 
x„  —  c  est  inférieur  à  x^  —  a-„_i,  les  valeurs  successives  calculées  étant, 
alternativement,  par  excès  et  par  défaut.  Ceci  suppose  toutefois  qu'elles 
soient  calculées  exactement. 

Quand  on  ne  peut  calculer  x^,  x.,,  . . . ,  x,,,  . . .  que  par  approximation, 
il  n'y  a  pas  lieu  de  s'en  inquiéter,  tout  se  passant,  pour  une  opération 
quelconque,  comme  si  la  valeur  qu'on  emploie  était  une  valeur  appro- 
chée initiale  arbitraire. 

Praliquement,  on  arrête  les  opérations  lorsque,  à  l'approximation  à 
laquelle  on  opère,  a:^„_i  serait  égal  à  .r„. 

MATH.    OÉNKHALKS.    —    I.  *0 
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Remarque  2.  —  Si  la  valeur  absolue  de  f\x)  est,  dans  rintervalle 
{a,  h),  inférieure  à  un  nombre  k,  inférieur  à  1,  on  conclut,  de  la  for- 
mule [ÎL),  ,0",  —  c\<k  \x^  —  c\\  et,  de  même,  \x^  —  c\<  k\x^  —  c|;  et 
ainsi  de  suite.  On  aura  donc,  de  proche  en  proche, 

ki  — cK^'l^o  — c|,         \x^  —  c\<k^\x^  —  c\,   ..., 

ix„  — c|<  A-»|Xj,— c|,   

Cela  montre  immédiatement  que  x„  —  c  tend  vers  zéro  ;  car  A"  tend 
vers  zéro,  puisque  A-  est  un  nombre  positif  inférieur  à  1.  On  en  conclut 
donc  que  x„  tend  vers  la  racine  c  cherchée. 

On  en  déduit  aussi  une  limite  supérieure  de  Terreur  |a"„  —  c  |, 
puisqu'on  aura  : 

I  j-„  —  c  !  <  A"  \x^  —  c\<  k"  ib  —  a). 

Cette  erreur  décroit  en  progression  géométrique  de  raison  A;  et  la 
méthode  est  d'autant  plus  avantageuse  que  A  est  plus  petit'". 

?;   6.    —  NOTIONS   SLU    LES   DIFFÉRENCES 

170.  Définitions.  —  La  différence  \f{x)  d'une  fonction  /(a?),  pour 
une  différence  arbitraire  Aa?  =  A  de  la  variable  indépendante,  est,  par 
définition,  l'accroissement  de  cette  fonclion,  pour  l'accroissement  Ix 
donné  à  la  variable,  à  partir  de  la  valeur  x.  Donc 

(1)  \  f{x)  =  f{x -h  h) — f{x),         pour         lx  =  h. 

Remarque  1 .  —  D'après  cette  formule  (1),  à,f{x-\-a)  peut  être  inter- 
prété :  soit  comme  le  résultat  obtenu  en  remplaçant  x  par  x-{-a  dans 
\f{x)\  soit  comme  la  différence  de  la  fonction  f{x-\-a)  de  x.  Il  n'y  a 
pas  à  cela  d'inconvénient,  car  ces  deux  interprétations  conduisent  à 
la  même  valeur  pour  A /"(a: -h  a  . 

On  a,  en  effet,  dans  la  première  hypothèse, 

lf{x  -+-  a)  =  f[x-^u  -h  h)  —  f{x  H-  a)  z=  f{x  -^-  a  -^  h)  —  f{x  -h  a)  ; 
et,  dans  la  seconde  hypothèse, 


Ifx  -ha)^  f(x  -h  h -h  a)  —  f{x  +  a)  =  f{x  -+-  h-+-a)  —  f{x  -\-  a). 

Remarque  2.  —  On  verrait  sans  peine  :  1°  que  la  différence  dune 
constante  est  nulle;  2°  que  la  différence  de  C/'(.r)  est  C\f{x),  C  étant 
une  constante;  3"  que  la  différence  d'une  somme  est  la  somme  des 
différences  de  ses  termes;  4"  que  la  difTêrence  de  C/,(x)-t-  . . .  -{-Ci/i,{x) 
est  C, .  A/",(j?) -h  . .  .  -h  C„A/"„(a?);  5°  que,  en  particulier,  la  difTêrence 
de  f{x)  —  g  {x)  est  A  f{x)  —  ^g(x). 

(1)  Un  tel  nombre  k  existe  toujours  s\f'(x)  est  continue  dans  l'intervalle  considéré; 
car  i/'(x)j  passe  alors  par  un  maximum  absolu,  qui,  comme  ses  autres  valeurs,  est 
inférieur  à  1  dans  les  deux  cas  envisagés. 
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Différences  successives.  —  La  différence  seconde  ^-f{x)  est  la  diffé- 
rence de  A/'(a"),  qui  est  dite,  par  opposition,  différence  première.  La 
différence  troisième  ^^f{x)  est  la  différence  de  la  différence  seconde;  et 
ainsi  de  suite.  Donc  (en  tenant  compte  des  remarques  précédentes), 

A^f{x)  =  if{x-hh)  —  \f{x),       ^'f{x)  =  ^'f{x-hh)  —  ^'-f{x),  .... 

La  différence  »"""'  A" /"(a?)  sera  la  différence  de  la  différence  {n  —  i)"""-^ 
A""'/"!-^)»  ^  savoir  : 

A"/"(^)  =  A"-'/'(a^  -+-  h)  —  A" -'/"(a?). 

Tableau  des  différences  successives.  —  Le  calcul  de  ■^fix^)  nécessite 
le  calcul  préalable  de  f{Xg-^h).  Celui  de  AY(a?o),  faisant  intervenir 
^f{xQ-\-  /t),  suppose  en  plus  le  calculde/(a;„H- Ah- A)  =  /"(a7oH-2^).  De 
même,  pour  avoir  AY(a7o)>  '1  faudra  connaître  A-/'(a7o-f- A),  et,  par 
conséquent,  calculer  d'abord  /"(.ToH-^/h- /i)  =  /'(X(,  +  3A);  et  ainsi  de 
suite.  On  est  ainsi  conduit  à  considérer  les  valeurs  de  x,  en  progres- 
sion arithmétique  de  raison  h, 

x^,         x^^-hh,         Xg-h'^h,  ...,x^-{'nh,  ... 
■e[  à  imaginer  le  tableau  suivant,  à  double  entrée  : 


(T) 


Chaque  nombre  de  ce  tableau,  dans  les  lignes  A/",  A-/".  , . .,  s'obtient, 
en  retranchant  le  nombre  qui  est  au-dessus  de  lui  de  celui  qui  est  à  la 
droite  de  celui-là.  Il  s'obtient  donc  inversement  en  ajoutant  le  nombre 
qui  est  à  sa  gauche  à  celui  qui  est  au-dessous  de  celui-là.  Si  on  connaît 
(jj-hl)  nombres  consécutifs  de  la  première  ligne  (ligne  des  /),  on  en 
déduit,  par  des  soustractions,  n  nombres  de  la  ligne  des  A,  n  —  1 
nombres  de  la  ligne  des  A^,  et  ainsi  de  suite.  On  connaît  donc  une 
colonne  formée  du  premier  des  nombres  donnés  et  les  n  nombres  qui 
sont  au-dessous  de  lui  (différences  A,  A^,  . . .,  A").  Si,  inversement,  on 
connaît  les  (uH-l)  premiers  nombres  d'une  colonne  if.  A/",  ....A"/") 
on  en  déduit,  par  des  additions,  les  n  nombres  de  la  première  ligne 
qui  suivent  le  premier  nombre  de  cette  colonne. 

171.  Théorè.me.  —  La  différence  n"'""^  d'un  polynôme  de  degré  m, 
A-x"-}-  . . .,  est  constante  et  égale  à  1.2. .  .n .Xh'^. 


x 

Xo 

x 

,  +  ft 

Xq 

-h2/i    .. 

Xq 

+  nh    ... 

f 

f{x» 

/(Xc 

+  h) 

/(^. 

+  2/1)  . 

f[Xo 

-\-  nh)  .  .  . 

y 

A/ia-o) 

V(^o 

4-/1) 

^f[x. 

-^2/1)  . 

A/lXo 

+  nh)  ... 

AY 

A-/(^o) 

■^7(^0 

+  h) 

AV(^o 

+  2/t)  . 

A7v^o 

-fn/i)  ... 

^"  \f 

A" 

-7(^o) 

A" 

-YK 

-^h) 

A" 

-7(^0 

-f  2/i)  . 

.  A" 

-7(^0 

+  nh)  .  . . 

A»  r 

A« 

/(iCo) 

A" 

/(^o 

+  h) 

A' 

/(^o 

-h  2/1)  . . 

.   A» 

f[x. 

+  nh)  . . . 
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A,a"~'-|-  ....  On  a,  d'après  la  formule 


Soit,  on  efl'el,  f[x}:=\x" 
de  Taylor. 

A  f(.r)  =  f\x  -+-  h)  -  f{x)  =  hf\x)  +  f^n^) 

Donc  la  différence  première  est  un  polynôme  de  degré  [n  —  1), 
dont  le  premier  terme  est  celui  de  hf'ix),  c'est-à-dire  nAhx"'\ 

En  appliquant  ce  résultat  à  ce  polynôme  A/'(a?),  on  voit  que  ^^f{x) 
est  un  polynôme  de  degré  (n  —  i  —  1)  =  n  —  2,  dont  le  premier  terme 
est  (n  —  \).  {nkh)h.x"''-  =  {n  —  {)nkh'^x"--.  On  en  déduira  de  même, 
à^f{x)  =  {n  —  2)(n — l)«A/i'a?"-^-|- . . .  ;  et  ainsi  de  suite.  Donc  A"/'(a!') 
est  un  polynôme  de  degré  zéro,  dont  le  terme  unique  est 

1.2.3...(h  — l)»î.U".  (C.  Q.  F.  D.) 

Remarque.  —  Il  en  résulte  que  la  diirérence  (nH-  1)'^'"*  d'un  polynôme 
de  degré  n  est  nulle,  ainsi  que  toutes  les  différences  suivantes. 

Application.  —  Subslilulion  de  valeurs  de  x  en  progression  arithmé- 
tique, dans  un  pobjnôme  entier  en  x. 

Il  s'agit  de  calculer  la  première  ligne  du  tableau  (T).  On  connaît, 
par  le  théorème  précédent,  la  (n  -h  l)"^"'^  Il  suffira  donc  de  calculer 
directement  les  n  premiers  termes  de  la  première  ligne  : 

A^o)i  A^o  +  ^)>  •  •  • ,  A^o  +  '^  — 1  •  ^)- 

On  en  déduira,  par  des  soustractions,  ^f{x^,  A2/"(.rJ,  ,  .  .,  ^"^-^  f[x^). 
Connaissant  alors  la  ligne  des  A"/",  et  le  premier  terme  de  la  ligne  des 
A"  '/"'  oû  pourra,  par  des  additions,  calculer  autant  de  termes  que 
l'on  voudra  dans  cette  ligne  des  A""^/",  puis,  de  même,  autant  de 
termes  que  l'on  voudra  dans  la  ligne  des  A""-/";  et  ainsi  de  suite, 
jusqu'à  In  litrne  des  valeurs  de  /  elle-même. 


Exemple.  —  Formation  dune  table  de  cubes. 
Cherctions  les  cubes  des  nombres  1  ;  1,1  ;  1,2; 
suivaut,  ea  remarquant  que  nous  avons  ici  : 

f{x)  =  x^,        fi  =  0.\,         \-f{x)=^[.2.i.h-i 


;  1,9.  Nous  obtiendrons  le  ta'  !   au 
0,006. 


X 

1 

1,1 

1,2 

1,3 

1,4 

1,5 

1,6 

1,7 

1,8 

1 
1,9 

A 

A» 

A3 

1,000 
0,331 
0,066 

1,331 
0,397 

1.728 

2,197 
0,347 
0,084 
0,006 

2,744 
0,631 
0,090 
0,006 

3,375 
0,721 
0,096 
0,006 

4,096 
0,817 
0,102 
0,006 

4,913 
0,919 
0,108 

5,832 
1,027 

6,859 

0.469 
0,078 
0,006 

0,072 
0,006 

0,006 
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On  a  séparé  à  gauche  les  termes  qui  ont  dû  (Hre  calculés  d'abord,  en  descendant 
de  la  première  li^ine  à  la  troiâième,  avant  d'appliquer  le  calcul  par  additions  qui 
fait  remonter  de  la  quatrième  à  la  première. 

172.  Formule  d  interpolation  de  Newton.  —  On  peut  donner,  pour 
reprôsenler  un  polynôme  f{x)  de  degré  //,  au  moyen  des  valeurs  de 
ce  polynôme  et  de  ses  différences  successives  pour  une  valeur  particu- 
lière de  X,  x^x,^,  une  formule  analogue  à  la  formule  de  Taylor 
(n°  l-2o)  qui  eu  donne  l'expression  au  moyen  des  valeurs  du  polynôme 
et  de  ses  dérivées  successives.  C'est  la  formule  d'interpolation  de 
Newton. 

Elle  porte  ce  nom  parce  que,  au  lieu  de  se  donner  les  valeurs 
f{x^).  A/'(a:J,  ^-fix^),  .  . .,  A"/'(xj,  il  revient  au  même,  d'après  la  loi 
de  formation  du  tableau  (T),  du  numéro  170,  de  se  donner  les  valeurs 
fi^o)  =  !/u.  /'K  -+-fi)=  y„  f[.r,  ^n)  =  y.,,   .  .  . ,  f{x^  -H-  7lh)  =  j/„ 

que  prend  le  polynôme  pour  les  valeurs  x^,  x^-i-h,  x^-j-^h,  ...  X(,-hnh 
de  la  variable  x.  La  formule  permettra  donc  de  calculer  la  valeur  f{x) 
du  polynôme,  pour  une  valeur  x  quelconque  de  la  variable,  connais- 
sant les  valeurs  qu'il  prend  pour  n  ~\- \.  valeurs  de  cette  variable, 
supposées  en  progression  arithmétique. 

On  l'utilise,  plus  généralement,  pour  résoudre  le  problème  de  l'inter- 
polaiioii  :  Connaissant  les  valeurs  y^,  y^,  .  .  .",  t/„,  que  prend  une  fonc- 
tion inconnue,  pour  les  valeurs  x„,  x^,  ...,  x„,  de  la  variable  indépen- 
dante, calculer  les  valeurs  qu'il  convient  de  lui  attribuer  pour  les 
valeurs    de    la    variable   qui   appartiennent   aux    intervalles    (a?^,    x^), 

\  '^i  »  ''■■2  '  '      •  •  •  1     \"^/i  —  1  j   ■^n  /  • 

Tant  qu'on  ne  connaît  rien  autre  sur  la  fonction  inconnue  que  les 
valeurs  numériques  données,  le  problème  ne  comporte  que  des  solu- 
tions approchées^",  d'un  caractère  évidemment  arbitraire.  La  plus 
naturelle  consiste  à  le  résoudre  en  substituant  à  la  fonction  inconnue 
la  fonction  la  plus  simple  qui  satisfasse  aux  données,  c'est-à-dire  un 
polynôme  entier  de  degré  aussi  faible  que  possible  '**. 

(1)  Quand  les  nombres  sur  lesquels  on  opère  n'ont  (jue  deux  ou  trois  chiirres,  le 
procédé  graphique  fournit  une  solution  rapide.  Sur  du  papier  (juadrillé  au  millimètre, 
on  place  les  points  {Xq,  y^),  (x^,  y^),  ...,  (xn,  yn);  on  trace  une  courbe,  de  forme 
aussi  simple  et  aussi  régulière  que  possible,  passant  par  ces  points;  et  on  adopte 
cette  courbe  pour  représenter  la  fonction  inconnue  y  =  f(x).  Lorsque  les  données 
résultent  d'expériences  et  peuvent,  par  suite,  être  alTectées  d'erreurs  (non  systéma- 
tiques), on  s'impose  seulement  la  condition  de  faire  passer  la  courbe  à  proximité 
des  points  marqués,  de  manière  à  éliminer,  par  la  régularité  du  trait,  les  irrégula- 
rités qui  résulteraient  des  erreurs  expérimentales. 

(2)  Dans  les  calculs  de  logarithmes,  on  sait  qu'on  interpole  en  admettant  que, 
dans  l'intervalle  compris  entre  deux  entiers  consécutifs  x  =  N,  et  a;  =  N  -f-  I,  logx 
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Bornons-nous,  pour  le  momonl,  au  cas  où  les  valeurs  x^,  ar^,  . . .,  a:,, 
sont  en  progression  arilliinéticiue  (de  raison  h,  d'après  les  nota- 
tions précédenles).  La  formule  de  Newton  va  nous  montrer  qu'il 
existe  un  polynôme  d'interpolation  de  degré  n  au  plus.  Nous  prouve- 
rons d'abord  que  c'est  la  solution  la  plus  simple  du  problème  de 
l'interpolation,  en  démontrant  qu'il  ne  peut  y  avoir  deux  polynômes 
distincts  de  degré  au  plus  égal  à  n,  satisfaisant  à  la  question. 

Soit,  en  effet,  f{x)  et  g{x)  deux  tels  polynômes.  Leur  différence 
f{x)  —  g{x)  qui  est  un  polynôme  de  degré  n  au  plus,  s'annule  pour 
chacune  des  valeurs  a?^,  x„,  .  .  ar,,  puisqu'on  a,  par  hypothèse,  pour 
i  =  0,  1,  2,  ...,  n,  f{x/^)=:g{xh)  =  yk  Elle  est  donc  identiquement 
nulle,  puisque  c'est  ainsi  un  polynôme  de  degré  n  au  plus,  qui  a  plus 
de  u  racines  différentes  (n°  23).  Donc  f\x)  est  identique  à  'j{x). 

(C.  Q.  F.  D.). 

La  formule  d'interpolation  de  Neivlon  est  : 

f{x)  =  f{x,)  +  lif{x,)-^^-^^^y-f{x,)^... 

,    :(:-l)(2-2)...(r-A-+l)    , 
^  1.2.3. ../t  "^  A-^o)+  ••• 

'^)  <  .    ziz-l)...{z-n+i) 


1.2.. .n  '^"^(^o), 


avec 


h 

Pour  la  vérifier,  nous  devons  considérer  les  coefficients  comme  des 
nombres  donnés  à  l'avance 

AY(a?J  =  *,,    ...,         A"/Ùo)  =  6n; 
et  constater  que  pour  x  =  x^  la  fonction 

.   z(:  — 1)  ...  (z  — n+1) 
"^    "  1.2...n 

varie  proportionnel lemeut  à  x.  Cela  équivaut  à  prendre  un  polynôme  d'approxima- 
tion du  premier  degré,  qui  est,  conformément  à  l.i  formule  (N),  qui  fait  l'objet  de  ce 
numéro  : 

/(jî)  =  logN  +  (a:-N)AlogN, 

A  logN  étant  la  différence  tabulaire.  Au  point  de  vue  graphique,  cela  revient  à 
remplacer,  entre  les  deux  points  d'abscisses  a;  =  N  et  x  =  N  +  l,  la  courbe  y  =  loga; 
par  la  droite  qui  joint  les  deux  points.  (Comparez  avec  le  numéro  168.) 

Cette  remarque  s'applique,  naturellement,  à  toute  fonction  à  laquelle  on  applique 
le  procédé  d'inlerpolation  par  parties  proportionnelles,  employé  pour  logx,  que  nous 
venons  de  rappeler. 
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OÙ  3  =  ^""--",  se  réduit,  ainsi  que  ses  diflerences  successives,  aux 

valeurs  données  respectives  b^,  6p  . . . ,  ^„. 

Comme  3  augmente  de  1,  quand  x  augmente  de  h;  et  que  z  est  nul 
pour  x=zx^,  on  pourra  opérer  sur  la  variable  3,  avec  A3=  1,  pour  le 
calcul  des  diflerences,  et  y  faire  ensuite  3  =  0.  Il  est  déjà  visible  que, 
pour  3  =  0,  on  a  bien  ij  =  b^. 

Pour  abréger  récriture,  nous  poserons 

3(3-1).  .■(3-/V  +  1) 

^'  —  1.2... A-  ' 

ce  qui  permet  d'écrire  simplement 

y  =  /7„  -f-  /^iZj  -(-  bj.,  -f-  .  .  .  -^  bi,Zi,  4-  .  .  .  +  6„Z„. 
Remarquons  ce  fait  essentiel  que  AZa=Z/,_i,  car 

_(34-l)3(z— i)  ...  (3  — Â:  +  2)        3(3  — !).■.  .  (z  — ^-f-2)(3  — /£  +  !) 

^'~  1.2.3.../£  1.2. 3... A; 

_3(3-l)...(3-^-+2)  ^  3(3-1)... (3-A-+2) 

1.2.3. ../v l(-+1)     (-     ^^+1)]-     i.i2...(yt-l)A-     •'*' 

ce  qui  se  réduit  bien  à  Z/,_i. 

Prenant  ensuite  les  dififérences  terme  à  terme,  nous  obtenons  succes- 
sivement, 

A  (/  =  6,  -h  /a^Zj  h-  . . .         +  />/.Z/,_i  +  .  .  .  +  6„Z„  _i, 
A-î/  =  A,  +  63Z,  +  .  . .  +  è/,ZA_o  +  . . .  +  6„Z„^.2, 


A'')/  =  /^,,  +  /^/,  +  iZ,  -I-  .  .  .  -i-  é„Z„_/,, 

A„7  =  6„; 

et,  ,en  faisant  3  =  0,  ce  qui  annule  tous  les  Z/,,  nous  retrouvons  bien 
les  valeurs  données  : 

A  y  =  /v, ,  A-^  y  =  b,,  .  .  . ,  A''  7/  =  6,,  .  .  . ,  A"  y  =  6„. 

173.  Formule  d'interpolation  de  Lagrange.  —  Dans  le  cas  où  les 
valeurs  de  la  variable  x  considérées,  x^,  x^,  . . .,  .x„,  sont  quelconques, 
le  polynôme  d'interpolation  est  donné  par  la  formule  de  Lagrange  : 

(  {x—x^){x—x.,) . . . (.r— 3?„)    ^        {x—Xo){x—X2)...{x^x„) 

\  ■'      ■'%x,—x,){x—x.^...{x,—x,,)     ^\x—x,){x—x^)...{x—x„) 

I  ^  -hy        (-^  —  ^0^  i^  —  X,)  .  .  .  (x  —  Xn-i) 

[Xn        •'^'ojl'^u        «^ij  •  •  •  \'^n        37„_|j 

Elle  fait  intervenir  tous  les  binômes  {x  —  X/,),  pour  A  =  0,  1,2,  ...,».. 
Le  coefficient  de  y^  a  pour  numérateur  le  produit  de  tous  ces  binômes 
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;\  l'oxcoplion  de  (.v  — .»/,);  et  son  clnioininaU'iir  so  iloduit  du  numéra- 
teur en  y  faisant  .r  =:  x,,. 

Donc,  pour  x  =  Xk,  le  numérateur  du  coeflicient  de  j//,  prend  la 
valeur  de  son  dénominateur;  ce  coefficient  devient  égal  à  1,  et  le 
terme  en  j/a  se  réduit  à  7/,.  En  même  temps  tous  les  autres  termes 
s'annulent,  car  ils  contiennent  le  facteur  {x  —  x  ).  Donc  y  se  réduit  à  i/k. 

Le  polynôme,  de   degré  ti  au  plus,  donné  par  cette  formule  (L), 
satisfait  donc  bien  à  la  condition  de  prendre  les  valeurs  respectives 
Vo'  ?/r   •••5  'Jn^   pour  j-^a'p.  x^,  ...,  x^.   C'est,  de  plus,   d'après  le' 
raisonnement  fait  plus  haut,  le  seul  polynôme,  de  degré  n  au  plus,  qui 
satisfasse  à  cette  condition. 

Remarijuc.  —  Si  on  poçe,  pour  le  produit  de  tous  les  binômes  {x  —  a?/,), 
cp  {x)  =  {x  —  x^)  [x  —  x^)  {x  —  x.^...  {x  —  a7„), 

le  coefficient  de  j/;,,  dans  la  formule  (L),  est  — — ~.  Lorsque  x  tend 

X Xf^ 

vers  x^,  ceci  tend,  d'après  la  règle  de  L'Hôpital  (n°  116)  vers 

La  formule  peut  donc  s'écrire  : 
z>{x)  9(3?)  ■  (^{x) 

y-y'{x-x,)o'(x,y'^y^{x-x,y:.'{x;)~^"-^y^{x-x,,)-:;{xS 

EXERCICES   sua   LE   CHAPITRE  X 

1.  —  La  courbe  y^x{x  —  af  est  coupée  en  trois  points  par  la 
droite  y  =  7a-x.  Trouver  les  équations  des  tangentes  en  ces  trois 
points;  et  chercher  les  points,  autres  que  leurs  points  de  contact,  où 
elles  rencontrent  encore  la  courbe.  Montrer  que  ces  trois  points  sont 
sur  une  même  droite,  dont  on  calculera  le  coefficient  angulaire  et 
l'ordonnée  à  l'origine. 

2.  —  Étudier  les  variations  de  y  =  (1  4-  a?')  {x  —  7)-. 

3.  —  Etudier  les  variations  de  y  = ^. .  Asymptotes  de  la  courbe. 

4.  —  Étudier  les  variations  de  j/  =  \x^  —  'Sx  -+- 1.  Asymptotes  de  la 
courbe.  Inflexions. 

"j.  —  I^ltudier  les  variations  de  y=^x  —  Iog,,a?.  Dans  quels  systèmes 
de  logarithmes  y  a-t-il  des  nombres  égaux  à  leurs  logarithmes? 

6.  —  Maximum  de  l'aire  totale  d'un  ci'me  de  révolution  qui  a  son 
sommet  sur  une  sphère  donnée,  et  dont  la  base  est  un  cercle  situé  sur 
cette  sphère. 
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7.  —  Etudier  la  famille  des  isobares  de  Van  der  Waals. 

8.  —  Trouver  le  minimum  de  la  dislance  du  point  (x^,  y^)  aux  divers 
points  de  la  droite  y  =  inx-\-b.  —  (Distance  dun  point  à  une  droite.)' 

9.  —  Un  point  lumineux  L  est  mobile  sur  la  circonférence  d'un  cercle 
donné;  il  éclaire  une  surface  inliniinent 
petite  co  dont  le  plan  est  perpendiculaire 
à  celui  du  cercle  et  passe  par  son   cen- 
tre 0.  Cette  surface  pouvant  être  regardée      Jc^..\_^ ., \ ? 

comme  située  en  un  point  P  de  l'inter- 
section x'x  des  deux  plans,  et  intérieure 
au  cercle,  on  demande  la  position  que 
doit  occuper  le  point  L  pour  que  la  surface  o  en  reçoive  un  éclaire- 
ment  maximum. 

On  rappelle  que  l'éclairement  est  proportionnel  au  sinus  de  l'angle 
des  rayons  lumineux  avec  la  surface  éclairée,  et  en  raison  inverse  du 
carré  de  la  distance  du  point  lumineux  à  cette  surface. 

10.  —  Appliquer  la  méthode  d'approximation  de  Newton  au  calcul 
des  racines  carrées,  c'est-à-dire  à  une  équation  de  la  forme  x^  =  X.  On 
fera  les  calculs  avec  N  =  396  854,  en  partant  de  la  valeur  approchée 
a=:600.  On  trouve  a- =  629  963  après  deux  opérations. 

11.  —  Appliquer  les  diverses  méthodes  da^proximation  à  la  réso- 
lution de  l'équation  x'^  —  a?-  —  2x-r-i^0.  Pour  la  racine  comprise 
entre  1  et  2  on  .trouve  :  a?  r=  1,80193. 

12.  —  Même  question  pour  l'équation  ;r=:cos.r,  (racine  comprise 
entre  0  et  |).   On   trouve   a?  =  42" 20' 47". 2.   Appliquer  aussi  ici  la 

méthode  par  itération. 

13.  —  Former  la  table  des  valeurs  de  x-'  —  x-  —  2ar-t-l,  pour  les 
valeurs  de  0  à  1,  de  dixième  en  dixième,  en  employant  la  théorie  des 
ditl'erences. 

14.  —  On  donne 

log3,14  =  0,4969296,         log3,lo  =  0,4983106, 
log3,16  =  0,4996871.         log3,17  =  0,5010593. 

Ed  déduire,  par  interpolation,  la  valeur  de  log3, 14159. 

15.  —  Le  volume  d'un  kilogramme  d'eau,  à  x  degrés  centigrades, 
étant  écrit  V  =  1  000 -f-//,  (en  centimètres  cubes),  on  a  trouvé  : 

pour  x=10;  30;  60;  80  les  valeurs  i/  =  0,270;  4,33;  16,9;  28,9. 
En   déduire    la    représentation   de   V   par    un    polynôme    en   x   du 
troisième  degré. 


CHAFIÏUE  XI 

DÉRIVÉES  PARTIELLES.  —  DIFFÉRENTIELLES. 
FONCTIONS  DE  PLUSIEURS  VARIABLES 

^  1.  —  DÉIUVÉES  PARTIELLES 

174.  Limites  et  continuité,  dans  le  cas  de  plusieurs  variables 
indépendantes.  —  Les  notions  dinlinimenL  petit,  de  limite,  de  conti- 
nuité s'étendent  d'elles-mêmes  au  cas  de  plusleur.s  variables  indépen- 
dantes, X,  y,  z,  par  exemple. 

Dire  que  x,  y,  z  tendent  simultanément  vers  zéro,  ou  sont,  simulta- 
nément, infiniment  petits,  c'est  dire  que  le  plus  grand  des  modules 
X  |,  1  ?/ 1,  I  z  I  tend  vers  zéro. 

Dire  que  f{x,  y,  z)  est  infiniment  petite,  en  même  temps  que  x,  y,  z, 
ou  tend  vers  zéro  lorsque  x,  y,  z,  tendent  simultanément  vers  zéro, 
c'est  dire  que  f{x,  y,  z)\  est  aussi  petit  que  l'on  veut,  dès  que  le  plus 
grand  des  modules  \  x  \,  '  y  \,  \  z  \  est  suffisamment  petit. 

Dire  que  x,  y,  z  tendent  simultanément,  et  respectivement,  vers 
a,  b,  c,  c'est  dire  que  [x  —  a),  (y  —  b).  {z  —  c)  tendent  simultanément 
vers  zéro.  i 

Dire  que  f(x,  y,  :)  tend  vers  /,  lorS([ue  x,  y,  z,  tendent  simultané-  j^. 

ment  et  respectivement  vers  a,  b,  c,  c'est  dire  que    /  —  f{x,  y.  z)\  est  j 

aussi  petit  que  l'on  veut,  pourvu  que  la  plus  grande  des  différences 
\x  —  a\,  y  —  b\,\z  —  c\,  soit  suffisamment  petite;  ou,  plus  briève- 
ment, que  /  —  f{x,  y,  z)  est  infiniment  petite  quand  x  —  a,  y  —  b,  z  —  c, 
le  sont  simultanément. 

Dire  que  f[x,  y,  z)  est  continue  pour  x  =  a,  y  =  b.  z  =  r.,  c'est  dire 
que  /"(x,  y,  z)  tend  vers  f(a,  b,c),  lorsque'^,  »/,  :,  tendent  simultané- 
ment, et  respectivement,  vers  a,  6,  c. 
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Cela  revient  à  dire  que  C accroissement  de  la  fonction 
f{x,  y,  z)  —  f{a,  b,  c) 

tend  vers  zéro,  en  m«'Miie  temps  que  les  accroissements  des  variables 
indépendantes  :  x  —  a,  y  —  b,  z  —  c. 

Les  théorèmes  fondamentaux  sur  les  infiniment  petits,  sur  les 
limites  et  sur  la  continuité  sélendent  sans  peine  au  cas  de  plusieurs 
variables  indépendantes. 

En  particulier,  tout  polynôme  entier  à  plusieurs  variables  est  fonc- 
tion continue  de  ces  variables,  pour  tout  système  de  valeurs  attribué 
à  ces  variables.  Le  quotient  de  deux  polynômes  entiers  (fonction 
rationnelle)  est  continu  pour  tout  système  de  valeurs  des  variables  qui 
n'annulent  pas  sou  dénoaiinaleur. 

175.  Dérivées  partielles.  —  Dans  une  fonction  de  plusieurs  variables 
indépendantes,  de  trois,  par  exemple,  f\x,  y,  z),  on  .peut  laisser  des 
valeurs  constantes  à  toutes  les  variables  sauf  une,  x  par  exemple. 
Celle-ci  variant  seule,  la  fonction  considérée  f{x,  y,  z)  n'est  plus,  à  ce 
point  de  vue,  qu'une  fonction  de  celte  seule  variable  x;  car  y  et  - 
jouent  le  rôle  de  constantes.  La  dérivée  de  celte  fonction  de  ajsappelle 
la  dérivée  partielle  de  f(x,  y,  z)  par  rapport  à  .r,  et  se  représente  par 
la  notation  f'j,{x,  y,  z).  Cela  revient  à  dire  que,  par  définition, 

fÂ^^  y^  z)  =  lim^-^ '-^^_ '-^^^ — ^. 

11  y  a  autant  de  dérivées  partielles,  pour  une  fonction  donnée,  que 
de  variables  indépendantes.  Pour  la  fonction  f{x,  y,  s),  il  y  en  a  trois, 
f'xf  fyy  f'z-,  définies  par  la  formule  précédente  et  par  les  deux  formules 
analogues  : 

f{x,  y-^l^y,  z)—f{x,  y,  z) 


/■;,(^.  y, -)  =  !im  ^y 


f, ,            .       ,.     f[x,y^z-^-  ^z)  —  f{x,y,z) 
fjx,  y,  s)  =  lim^^      ■" r4 '- — '-^ — i. 


A3=K) 


Si  la  fonction  est  représentée,  pour  abréger,  par  une  seule  lettre, 
si  on  pose  par  exemple  u  =  f{x,  y,  z),  les  dérivées  partielles  se  dési- 
gneront par  w/,  u'y,  m'.  <". 

Calcul  des  dérivées  partielles.  —  D'après  la  définition  des  dérivées 
partielles,  elles  se  calculeront  par  les  règles  du  calcul  des  dérivées  des 
fonctions  d'une  variable,  puisque,  dans  le  calcul  de  f'^  par  exemple,  il 
n'y  a  qu'à  considérer  les  variables  y  et  ::  comme  des  constantes. 

(1)  On  lit  :  /  prime  x,  /  prime  y,  ...  ;  u  prime  a-,  u  prime  y,  etc. 
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Exemples.  —  1"  Les  dorivées  partielles  du  tiiuùino  homogène 

f{x,y)  =  \x'-  +  2Bxy  +  Cr^ 
sont  ; 

/;  =  2{Aj-  +  By),       S'y  =  2(Bic  +  C.r). 

2"  Les  dérivées  partielles  de  la  fonction  du  second  degré 

f{x,  y)  =  Xx-^  +  2Bxy  +  Cyi  +  2Ua;  -}-  2Ey  -j-  F 
sont  : 

/•;  =  2(.Vx  +  By  +  0),        /;  =  2(Bx  +  Cy  +  E). 

3"  Les  dérivées  partielles  du  polynùme  liomogène  du  second  degré  à  trois 
variables  : 

/(x,  y,  .-)  =  Aj-2  +  A'y2  _|.  a".-'-  +  2Byc  +  2B'r.r  +  2B".ry 
■  sont  : 

/.  =  2 (Ax  +  B"y  +  B-c),        4  =  2 (B"x  +  A'y  +  B.),        f,  =  2 (Bx  +  By  +  K"z).  ■ 

4"  Les  dérivées  partielles  de  la  fonction 

u  =  arctg- 
"x 

sont  : 

' 1  —  y —  y  ' 1  I  X 

"■^  ~  ,  _l_  /y  \-  ■  ^  ~ a;^  -f  y-  '        "'^  ~  i  _j_  il  Y  ■  X  ~ x=î  +  y^\ 

176.  Fonctions  composées.  —  La  notion  de  fonction  composée  est 
une  généralisation  de  celle  de  fonction  de  fonction.  Si,  dans  une  fonc- 
tion de  plusieurs  variables  indépendantes,  /"(w,  t\  >r)  par  exemple,  on 
remplace  ces  variables  u,  v,  w  par  des  fonctions  n^=o{x),  y  =  ']/(a?), 
w  =^  /  [x)  d'une  même  variable  indépendante  x,  elle  devient  une  fonction 
y^f{u,  V,  iv)  de  cette  seule  variable  x.  On  dit  alors  que  y  est  fonction 
composée  de  x,  par  l'intermédiaire  des  fonctions  u,  i',  ii\ 

C'est  ce  qui  se  présente  dans  les  cas  simples  de  la  somme 
y  ^  u  -h  y  -h  ?''  et  du  produit  y  =  uvw  de  plusieurs  fonctions;  dans  le 

cas  du  quotient  y=^-\  de  deux  fonctions.  Un  autre  exemple  serait 

1 
yz=u'  \  ou  pour  préciser  davantage,  (/^(sina*)',  dans  le  cas  «  =  sin:£', 

X 

Continuité.  —  Si  la  fonction  f{u,  v,  ic)  est  fonction  continue  des 
variables  u,  v,  il\  et  si  on  y  remplace  ces  variables  par  des  fonctions 
continues  de  x,  on  obtient  une  fonction  continue  de  x. 

Soient,  en  effet,  «-{-Aw,  v-+-^v,  ?/'H-A?r,  les  valeurs  des  trois 
fonctions  intermédiaires,  pour  la  valeur  x-i-lx  de  la  variable  indé- 
pendante. Les  accroissements  Au,  Iv,  A«',  tendent,  par  hypothèse, 
vers  zéro,  en  même  temps  que  Ax.  Comme  ils  sont  en  nombre  limité,  le 
plus  grand   d'entre  eux,  en  valeur  absolue,  tend  vers  zéro  '".  Donc 

(1)  Car  son  module  ne  dépasse  pas  — "  ~*~     . .   '  ~*~ — ,  qui  tend  aussi  vers  zéro. 

(Comparez  n°  lo,  tli.  1.) 
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f{^l-4-^u,  t'-t-Au,  iv-hliv)  tend  vers  f{u,  v,  w),  puisque  /"est  une 
fonction  continue  des  trois  variables  ii,  v,  iv,  considérées  comme 
indépendantes. 

Théorème  des  fonctions  composées.  —  La  dérivée  d'une  fonction 
composée  est  la  somme  des  produits  obtenus  en  multipliant  chacune  des 
dérivées  partielles  de  cette  fonction,  prises  par  l'apport  aux  fonctions 
intermédiaires  (considérées  comme  des  variables  indépendantes  dans 
cette  partie  du  calcul),  par  la  dérivée  de  la  fonction  intermédiaire 
correspondante. 

Ainsi  pour  y^=f{u,  r,  w),  où  u,  v,  ic,  sont  des  fonctions  de  x,  a^ant 
pour  dérivées  u',  v\  /r',  la  dérivée  y'  est  : 

ll  =  u'fl{u,  V,  w)-\-v'f[.{v,  V,  iv)-hw'f;^{u,  u,  w). 

Pour  abréger  récriture,  nous  ferons  la  démonstration  dans  le  cas  de 
deux  fonctions  intermédiaires.  Soit  donc  :  y^f{u,  v)  la  fonction 
composée,  de  sorte  que  la  formule  y  =z  f{u,  v)  définit  la  valeur  de  y 
pour  une  valeur  de  x  quelconque. 

Si  nous  donnons  à  x  un  accroissement  Ax,  la  fonction  u  prendra 
une  valeur  nouvelle  u-h  Aw,  et  la  fonction  v  prendra  une  valeur  nou- 
velle u -h  A  r.  Par  définition,  la  valeur  nouvelle  de?/ sera /"(m  H- A  î(,  y+ Au) 
et  il  s'agit  de  trouver  la  limite,  pour  Ao'  infiniment  petit,  du  rapport  : 

A  y /'(m  H- Au,  v-\-^v)  —  f{u,  v) 

àx  Aa? . 

Le  numérateur  est  i accroissement  que  prend  la  fonction  f[u.  y), 
considérée  comme  fonction  des  variables  indépendantes  m,  u,  quand 
on  donne  à  ces  variables,  simultanément,  les  accroissements  Au  et  Ay. 
iS'ous  allons  le  considérer  comme  obtenu  en  augmentant  successi- 
vement chaque  variable  de  l'accroissement  correspondant,  et  en  faisant 
la  somme  des  accroissements  partiels  qui  en  résultent.  On  écrira  donc  : 

f{u  -h  A  u,  u  +  Au )  —  f{u,  v)  =  [f{u  4-  Am,  v)  —  f{u,  v)]  H- 
-+-[/"(«  + Am,  uH- Ai')  — /"(m  + Au,  v)], 

identité  dont  la  vérification  est  immédiate.  Puis  on  appliquera  à  chacun 
des  accroissements  partiels  la  formule  des  accroissements  finis,  ce  qui 
donne  : 

f{u  -h  Au,  u)  —  f{u,  v)  =  Am./";^.5^„(m  4-  ÔAu,  u), 

/"(m  H- Au,  y-t-Ar)  —  /"(uH-Am,  v),=  ^v .f'.^,^,^,{u  -+-  ^u,  u  +  OjAy), 

avec  0<  0  <  1,  O<0,  <  1. 
On  peut  donc  écrire  : 

1x1       Au,.,         .         , .         .    ,    A  u  ,.,         ,  .  r  <    \ 
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Ceci  suppose  l'existence  des  dérivées  partielles,  dans  le  voisinage 
du  système  de  valeurs  u,  i\  considéré.  Si  on  admet  de  plus  qu'elles 
sont  continues  pour  ce  système  de  valeurs,  et  que  les  fondions  inter- 
médiaires ont  des  dérivées  n\  r',  on  peut  passer  à  la  limite  dans  cette 
identité,  en  observant  que  A»  et  Ir  tendent  vers  zéro,  quand  A.r  tend 
vers  zéro;  et  on  obtient  la  formule  annoncée 

!/'  =  "'/"«(",  v)-hv'K{u,  V)- 
La  méthode  de  démonstration  employée  s'appliquerait,  sans  modi- 
fication, au  cas  d'un   nombre  quelconque  de  fonctions  composantes. 

Excmplr.  —  Dérivée  de  y  ^  u' .  —  Les  dérivées  partielles  sont  : 

donc  : 

?/'  =  vu'-hi'  H-  u'  v'  logu. 

Remarque.  —  Le  théorème  des  fonctions  composées  contient  comme 
cas  particulier  le  théorème  des  fonctions  de  fonctions;  il  contient 
aussi  les  théorèmes  sur  la  dérivée  d'une  somme,  d'un  produit,  d'un 
quotient  : 

i°     y  =  t< -h  y-hit;;       y^^  y|=  ?y',  :=  1  ;       y' =  i.u  -\- i  .v' -\-i.io' 

donc  : 

y'  =  w'-h  r'-h  iv' . 

2°  y  =  uvw  :         ?/,',  :=  rie  :         y[.  =  uw  ;         y[„  =z  uv  ; 

donc  : 

y'  =  vie  .u'  -+-  uiv.v'  -H  uv.w'. 

3°  y  ^=-=uv'*^;         y[^  =  r^'  ;         y[,  =  —  uv-  ; 

donc  : 

,         ,     ,         ,       ,       u'        ,u       vu'  —  uv' 
y  =u  v'^  —  V  uv~-  = V 


V  r'  v'' 


On  peut  donc  dire  que  tout  le  calcul  des  dérivées  est  contenu  dans 
les  formules  qui  donnent  les  dérivées  des  fonctions  Ca:,  x"\  œ",  loga?, 
cosx,  siua?,  et  dans  le  théorème  des  fonctions  composées.  Il  convient 
d'ajouter  le  théorème  des  fonctions  inverses,  si  on  ne  veut  pas  le 
considérer  comme  une  conséquence  du  théorème  des  fonctions  de 
fonctions. 

177.  Dérivées  secondes..  —  Considérons  d'abord  une  fonction  f{x,  y) 
de  deux  variables  indépendantes,  admettant  des  dérivées  partielles 
fj(x,  jy),  fy{x,  y).  Ces  dérivées  sont  elles-mêmes  des  fonctions  de  x  et 
y  ayant,  à  leur  tour,  des  dérivées  partielles  qui  sont  dites  du  second 
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ordre,  par  opposition  aux  précédentes,  les  dérivées  du  premier  ordre 

Pour  représenter  ces  dérivées  secondes,  on  double  l'accent  et  on 
écrit  en  indices  les  deux  lettres  des  variables  par  rapport  auxquelles 
on  a,  successivement,  pris  la  dérivée.  Ainsi  les  dérivées  partielles 
Je  /'l(a.-,  //)  sont  : 

la  dérivée  de  fi  par  rapport  à  r,  qu'on  note  /L(a^,  y),  ou,  plus  simple- 
ment, /x^la-,  ]j)\ 
la  dérivée  de  /'  par  rapport  à  y ,  qu'on  note  f'j,i{x,  y). 

Les  dérivées  partielles  de  /',  sont  : 

la  dérivée  de  /',  par  rapport  à  x,  qu'on  désigne  par /■''^(j;',  y); 

la  dérivée  de  f^  par  rapport  à  y,  qu'on  désigne  par  f'y„{-v,  y)  ou  f",j:{x,y). 

Exemple.  —  Soit  f{x,  y)  =  Ax''y-K 

/",;  =y.\x-  Y'^  f'v  =.SA:c'-'y?-i 

/"",=  (a  —  i)xk.x''-^-y",         f'^>j=  Sa  Aj?"— ij/?-i 
/•;,  =  afiAa?-»!/?-',  /;;,  =  (p  —  1)S A^  y?'-\ 

On  voit  que  les  dérivées  f'^y  et  fl^  sont  identiques;  et  il  en  résulte 
qu'il  en  sera  également  de  même  dans  le  cas  d'un  polynôme  entier 
en  X,  7/,  les  dérivées  se  prônant  terme  à  terme;  et,  par  suite,  pour  une 
fraction  rationnelle,  d'après  la  règle  pour  la  dérivée  d'un  quotient  ''. 

Ce  résultat  est  général,  et  on  peut  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Les  dérivées  f'^y  et  f'yj,  de  taule  fonction  f{x,  y)  sont  des 
fonctions  identiques. 

Démonstration.    —    Nous    allons    montrer,    en    eiret,    que    ces    deux    dérivées    se 
présentent  comme  la  limite  d'une  même  expression. 
Faisant  varier  d'abord  :c  seul,  nous  considérons  la  différence  pnrtirlle  : 

(1)  A.,/(a;,  y)  =f{x  +  h,  y)  -  f{x,  y)  =  c?  (y), 
où  h  désigne  l'accroissement  \x  =  h  donné  à  x. 

Nous    prenons   ensuite    la   difîérence    partielle   de   cette   première  difiérence,   par 
rapport  à  y  :  ce  sera,  si  k  est  l'accroissement  A3'  =  A-  donné  à  ,v, 

(2)  A.v  Ûx/(.T,  y)  =-^{y  +  k)-  ? ()')•  ' 

En  appliquant  la  formule  des  accroissements  finis,  nous  avons  : 

(3)  \.A-rf=b^,'(y+{i), 
[i  étant  compris  entre  0  et  /.-. 

U  If  l'",,,  "",,;  "r^'»+"»l'r  ^\''\, 

(1)  I>oury  =  -,  on  trouve,  en  eiïet.  v,„=     '■'    , — -' '  "    ,    ■'  "  +  2»— ,^^  d  où 

il  résulte  ([ue  le  théorème  est  vrai  pour     .  s'il  est  vrai  pour  u  et  pour  )•. 


256  DERIVEES    PARTIELLES 

Or.  d'après  la  définition  (2)  de  z){y), 

de  sorte  que  la  formule  (3)  devient 

(4)  A,  A./= fc[/;^.(x + /.,  V + |î)  -/;^,(x,  y + p)]. 

Or,  le  crochet  est  une  diiïèrence  relative  à  la  variable  x,  si  on  y  considère  (y+  p^ 
comme  une  constante;  et  on  peut  encore  lui  appliquer  la  formule  des  accroisse- 
ments finis,  qui  fera  intervenir  la  dérivée  /,  ,  ^  ^.{x,  y -{■  p). 

On  obtient  ainsi,  a  étant  un  nombre  compris  entre  0  et  h, 

f',+,(^  -\-lhy  +  ?)-  fl,.,(x,  y  +  li)  =  hfl^,^^^{x  +  «,  y  +  p) 
et  la  formule  i4^  devietit  : 

^y^.rfU\  y)  =  khf]^^^  ^^^{x  +  a,  j  +  fj). 
OU  en  se  rappelant  que  h  =  ^.x  et  k=^  ày, 

S,,l,f(x,y)=f"  , 

Si  on  fait  tendre  alors,  simultanément,  Aa;  =  /i  et  Ay  =  k  vers  zéro,  a  et  p  tenden*- 
aussi  vers  zéro  et  si  on  suppose  la  dérivée  /"  continue,  le  second  membre  tend 
reTsf,jj.{x,  y).  On  a  ainsi  ce  résultat  : 

,K\  /■"  /  1-  Ai/AxAi',  y) 

^^^  /yx(^.yi=  -^^^     a/a^    • 

On  aurait  obtenu  de  même,  en  supposant /^y  continu, 

Or,  les  seconds  membres  de  ces  deux  formules  sont  identiques,  car  on  déduit  de 
(2)  et  de  (1)  : 

àyàrfiX,  y)  =  ç  (y  +  /c)  -  5  {y)  =  [/{x  +  /l,  j  +  fc)  _/(x,  y  +  k)] 

-[nx  +  h,y)-fix,y)] 
=  f(x  +  h,y  +  k)  -f{x,  y^k)  -f(x  +  h,  y)+f(x,  y); 

et  la  symétrie  du  résultat  par  rapport  aux  lettres  x  et  y,  h  et  k,  prouve,  ce  qui  se 
vérifierait  immédiatement,  qu'on  aurait  trouvé  la  même  expression  pour  AxAy/(ic,  y). 

Les  dérivées  /^    et  /    ,  étant  limites  d'une  même  expression,  sont  donc  égales; 

(C.  Q.  F.  D.). 

On  observera  que  la  démonstration  suppose  la  continuité  de  ces  deux  dérivées. 

Remarque.  —  Les  formules  (5)  et  (6)  constituent  une  définition  directe  des  dérivées 
secondes  en  question,  analogue  à  la  définition  de  la  dérivée  d'une  fonction  d'une 

variable    :  /'(x)  =  lim  -^ — -.    On  pourrait  écrire  des  formules  analogues  pour  les 

Ar^Û     ■^X 

autres  dérivées  secondes  f^t  et  /',. 

178.  Dérivées  d'ordre  quelconque.  —  Les  dérivées  secondes  auront 
de  même  des  dérivées  partielles,  qui  seront  les  dérivées  du  troisième 
ordre  de  /",  et  ainsi  de  suite.  Il  en  sera  de  mêine  pour  une  fonction 
d'un  nombre  quelconque  de  variables;  on  pourra  prendre  la  dérivée  un 
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nombre  quelconque  de  fois,  laotùl  par  rapport  à  une  des  variables, 
tantôt  par  rapport  à  une  autre,  ce  que  l'on  indiquera  en  inscrivant  en 
indices  successifs  les  lettres  qui  désignent  les  variables  successives 
par  rapport  auxquelles  on  aura  pris  la  dérivée. 

Il  résulte  du  théorème  précédent  qu'on  peut,  sans  changer  la  dérivée 
obtenue,  intervertir  deux  indices  consécutifs,  dans  cette  suite  d'indices. 
Soient,  en  eflet,  x  el  y  ces  deux  indices  consécutifs,  et  comparons  les 
deux  dérivées  obtenues  en  les  laissant  dans  Tordre  x,  y,  et  en  les 
mettant  dans  Tordre  inverse,  y,  x  (les  autres  indices  de  dérivation 
étant  laissés  tels  quels)-''. 

1°  S'ils  sont  en  tête,  on  calculera  la  première  dérivée  en  formant 
d'abord  f"^,^,  et  en  elTectuant  ensuite  les  dérivations  indiquées  par  les 
indices  restants;  on  calculera  la  seconde  dérivée  en  formant  d'abord 
f'ij^  et  lui  appliquant  ensuite  les  mêmes  dérivations  que  dans  le  pre- 
mier cas.  Comme  /""^  et  f'y^  sont  identiques,  et  qu'on  leur  applique  les 
mêmes  opérations,  le  résultat  final  sera  le  même  dans  les  deux  cas. 

2°  Si  X  et  y  ne  sont  pas  en  tête,  avant  de  faire  les  dérivations  qui 
leur  correspondent,  on  a  fait,  dans  les  deux  cas,  des  dérivations 
préliminaires  identiques  :  elles  ont  conduit,  par  conséquent,  à  une 
même  dérivée,  qui  est  une  certaine  fonction  F(a?,  y).  On  a  donc  seule- 
ment à  elfectuer  sur  cette  fonction  Y{x,  y)  les  opérations  indiquées 
par  les  suites  d'indices  obtenues  en  barrant,  dans  les  suites  données, 
tous  les  indices  qui  précédent  les  indices  x,  y  considérés.  On  est  ainsi 
ramené  à  la  première  hypothèse,  ces  indices  x,  y  étant  alors  en  tête. 
Le  théorème  est  donc  établi. 

Puisque,  dans  la  suite  des  indices  de  dérivation,  on  peut  intervertir 
deux  indices  consécutifs  quelconques,  on  pourra  ranger  ces  indices 
dans  Tordre  que  Ton  voudra.  Le  plus  simple  sera  d'amener  les  indices 
x  en  tête,  puis  derrière  eux  tous  les  indices  t/,  puis  ensuite  tous  les 
indices  2,  et  ainsi  de  suite. 

Supposons,  par  exemple,  trois  variables  indépendantes  a?,  1/,  z.  On 
aura  une  même  dérivée  si  on  a  pris,  dans  un  ordre  quelconque,  les 
dérivées  a  fois  par  rapport  à  x,  'i  fois  par  rapport  à  j/,  v  fois  par 
rapport  à  z;  et  celte  dérivée  unique  se  désignera  par  : 

elle  sera  d'ordre  a  h-  p  +  y. 

(1)  S'il  n'y  avait  que  deux  indices  x,  v,  on  serait  dans  le  cas  du  théorème  f"   =  f" 
Nous  supposons  donc,  dans  ce  qui  suit,  qu'il  y  a  au  moins  trois  indices. 

MATH.    GÉNÉB.VLES.    —    I.  17 
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On  voit  par  là  qu'il  y  a  autant  de  dérivées  différentes  d'ordre  »?,  que 
de  termes  dans  {x-\-y  -+-  z)". 

Pour  deux  variables  indépendantes,  il  y  a  autant  de  dérivées 
d'ordre  jj,  différentes,  que  de  termes  dans  [x-\-yy\  c'est-à-dire  tt  -hl. 


^  2.  —  DIFFÉRENTIELLES 

179.  Définition.  —  Etant  donnée  une  fonction  y  =  /"(.r),  d'une  variable 
X,  et  un  accroissement  arbitraire  lx  =  h  donné  à  la  variable  indépen- 
dante à  partir  dune  valeur  initiale  quelconque  x,  le  produit 

hf  (x)=:  f'[x).^x=.  hy'  =  y'  .\x 

de  la  dérivée  de  la  fonction,  pour  la  valeur  de  x  considérée,  par  cet 
accroissement,  s'appelle  la  différentielle  de  la  fonction  yz=f[x),  prise 
pour  la  valeur  x  de  la  variable,  et  correspondante  à  r  accroissement 
^x  =  h  de  cette  variable. 

On  la  désigne  au  moyen  de  la  lettre  d,  placée  devant  la  lettre  qui 
représente  la  fonction.  On  écrira  donc  : 

(1)  dy  =  y'\x  =  hij'\         df(x)  =  hf'(x)=z  f'{x)lx. 

Remarque.  —  Dans  cette  définition,  l'accroissement  Ax  =  /i  est,  par 
rapport  à  x,  une  constante  arbitraire.  Sa  valeur  ne  dépend  pas  de 
celle  de  x  :  c'est,  en  fait,  une  variable  nouvelle,  indépendante  de  x. 

Différentielle  de  la  variable  indépendante.  —  Appliquons  la  définition 
précédente  à  la  fonction  y=zx.  Alors  î/'  =  1.  Nous  trouvons  donc  : 

dx  =  l.lx  =  hA  =  lx  =  /(. 

Ainsi,  la  différentielle  de  la  variable  indépendante  (par  rapport  à 
laquelle  on  prend  les  différentielles)  est  V accroissement  arbitraire 
donné  à  cette  variable. 

Formule  définitive.  —  Grâce  à  ce  résultat,  la  formule  (1)  de  définition 
des  différentielles  s'écrit  : 


(2) 


dy  =  y'dx,         df(x)  =  f  (x)  dx. 


180.  Tableau  des  différentielles  usuelles.  —  Calculer  la  différen- 
tielle d'une  fonction  s'appelle  différenlier.  Le  calcul  ne  diffère  de  celui 
de  la  dérivée  que  par  le  facteur  dx,  qu'on  doit  écrire  à  la  droite  du 
résultat'".  Nous  pouvons  donc  écrire  immédiatement  les  formules 
fondamentales  suivantes  (où  C  désigne  une  constante). 

(1)  CeUe  précaution  est  nécessaire,  pour  éviter  des  confusions  de  notations. 
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dC  =  0 

d(Cx)  =  Cds 

d(x")  =  n.v>>-^dx 

de^  =  e^  dx 

da^  =  a^  log  a  dx 
dx 


d\og\x 

d  loga  j  X 


dx 


X  [o":a 


d  sin  j"  =  cosxdx 
dx 


d  tgx  ■- 

dcOigX  : 


cos-j; 
dx 


d  ch x  =  sha^dr 
d  shx  =  cYïxdx 
dx 


d  th  a;  = 


d  Arc  si  Dr  = 
d  Arc  cosx  : 
d  Arc  t"-a-: 


dx 


S» 


■  x- 
dx 


M 

dx 


d  Ar^  chx  = 


d  ars  shx  : 


1  +x- 

dx 
\  X-  —  1 

rf.7- 


d  los 


2dx 


|a;+  1 


1' 


ch- j 

d  log  X  +  V  X-  +  c  I  =: 


d  arg  th  x  : 
dx 


dx 


i—x^ 


y/x'  +  c 

Notation  de  Leibnilz  pour  les  dérivées.  —  Inversement,  le  calcul  de  la 
difiFérentielle  d'une  fonction  fournit  la  dérivée  de  cette  fonction;  car 
les  formules  (2)  entraînent  : 

df(x) 


(3) 


f'i^) 


dx 


H  est  alors  inutile  de  garder  une  notation  spéciale  pour  la  dérivée 
d'une  fonction  (en  accentuant  la  lettre  qui  désigne  la  fonction).  La 

dérivée  de  y  =z  f{x)  se  représentera  par  --^,  ou     ',      ,  puisqu'elle  est  le 

quotient  de  la  différentielle  de  la  fonction  par  la  différentielle  de  la 
variable. 


181   Interprétation  des  différentielles. 

1"  Interprétation  au  point  de  vue  des  infiniment  petits.  On  a,  puisque 
Aa?  =  dx, 


\y \y       Ix Ay  1 

dy       à.x       dy       \x       (  'iy\^ 

dx 


dy 


à  condition  de  supposer  différente  de  zéro  la  dérivée  -r- .  Donc  la  limite 

A  Î7 

de  -T^  est,  sous  cette  hypothèse,  égale  à  1,  lorsque  \x:=dx  tend  vers 
zéro,  puisque  -r-^  tend'"  vers  -r^;  et  \y  et  dy  sont  des  infiniment  petits 

équivalents. 

Si  on  observe  que  dy  =  f'(x)dx  est  un  monôme  en  dx,  on  conclut 
donc  :  lorsque  la  dérivée  de  la  fonction  n'est  pas  nulle,  pour  la  valeur 
considérée  de  la  variable,  la  différentielle  est  la  partie  principale  de 

(1)  Il  ne  faut  pas  dire  que  Av  tend  vers  dy,  car  la  limite  d'une  quantité  variable 
doit  être,  par  détinition,  une  constante;  et  Ay  et  dy  varient  l'un  et  l'autre,  lorsqu'oa 
passe  à  la  limite.  Ils  tendent  l'un  et  l'autre  vers  zéro. 
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raccrohsemeul   de  la  foiiclio»   (l'accroissemenl  de  la  variable  élaut 
rinfiniment  petit  principal). 

Hemarque.  —  La  formule  de  Taylor,  qui  peut  s'écrire  : 


h" 


/("'(x+O/t), 


conduit  au  même  résultat,  la  partie  principale  du  second  membre 
étant  hf'U'),  si  on  suppose  /*'(.r)r2±0. 

Dans  le  c^s  où  f  (x)  est  nul,  soit  /"  (J*)  la  première  des  dérivées 
/■",  f'y  . . .  qui  ne  s'annule  pas.  La  formule  se  réduit  à  : 

e  étant  infiniment  petit  avec  h,  si  on  suppose  la  dérivée  f-"  {x)  continue. 
Donc,  la  partie  principale  de  r accroissement  \y  est 

h"        „  _  f'"'{x).dx'' 

1.2...  n'     '■^*—  1.2...  n  ' 

f^"^{x)  étant  la  première  des  dérivées  qui  ne  s'annule  pas  ^^K 

^°  Interprétation  géométrique.  —  Sur  la  courbe  y  =  f{x)^  qui  repré- 
sente les  variations  de  la  fonction  considérée,  soit  M  le  point  d'abs- 
cisse a;,  et  M' le  point  d'abscisse  x-h  h  =  x  -{-  dx.  Menons  les  ordonnées 
MU,  M'U';  la  tangente  MT  en  M,  qui  rencontre  M'U'  en  R;  et  menons 
enfin,  par  M,  la  parallèle  MS  à  Ox. 

Le  vecteur  MS  =  UU'  a  pour  valeur  algébrique  (n°  77)  : 

{x-\-h)  —  x  =  h  =  dx. 

Donc  ME=dx.  La  tangente 
MT  a  pour  coefficients  de  di- 
rection MS  et  SR  et  son  coef- 
ficient angulaire  est  y'  =  f'ix). 
On  a  donc  (n°^  79  et  80)  : 

,_SR_SR 
M  S      dx 


U  W  d'où 

SR  =  y'.rfx. 

Mais,  par  définition  (équat.  (2)),  y'dx  est  précisément  la  différentielle 

dy.  Donc  :  

MS  =  c/x,         SR  =  rft/. 

(1)  On  écrit  toujours,  comme  nous  venons  de  le  faire,  dx»  pour  désigner  la  puis- 
sance n''''ne  de  dx.  Ne  pas  confondre  avec  la  difforentielle  de  ce",  qu'on  doit  écrire 
(a;"),  comme  nous  l'avons  fait  sur  le  tableau  du  numéro  180. 
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En  résumé,  dy  est  le  coefficienl  de  direction  de  la  tangente  qui  est 
associé  à  dx.  Et  la  formule  y'  =  ^    ne   diffère   pas  de  la  relation 

m=i.,  qui  existe  entre  le  coeflicient  angulaire  m  de  la  tangente,  et 

un  système  de  coefficients  de  direction  quelconque  (a,  h)  de  cette 
même  tangente.  Comme  dx  =  h  est,  de  plus,  arbitraire,  les  différen- 
tielles dx  et  dy  constituent  un  système  quelconque  de  coefficients  de 
direction  de  la  tangente. 

Remarque.  —  L'accroissement  Ay  de  la  fonction  y,  pour  l'accroisse - 
ment  \x=i  h  =  dx  de  la  variable,  que  Ton  vient  de  considérer,  est  la 

mesure  du  vecteur  SM'.  Car 


SM'  =  U'M'  —  U'S  =  U'M'  —  UM  =  (y  -+-  Ay)  —  ?y  =  Ay . 

On  voit  ainsi  la  différence  qu'il  y  a  entre  Ay  r=  S.Vl'  et  dy  =  STÏ.  La 
différentielle  dy  joue  le  rôle  d'accroissement  pour  la  tangente,  et  non 
pour  la  courbe. 

182.  Fonctions  de  fonctions.  —  Supposons  que  y  =:  f(x)  soit  une 
fonction  de  fonction,  x  étant  une  fonction  x  =  '^{t)  d'une  autre  variable 
t,  et  calculons  la  différentielle  de  y  par  rapport  à  t.  C'est,  par  définition, 

dy  =  y',.di, 

et,  d'après  le  théorème  des  fonctions  de  fonctions  (n°  88), 

y:  =  f'{x).xy, 
donc  : 

dy  =  f  {x)  .x'i.dt  =  f'  {x) .  [x'i  .dt]. 

Mais,  par  définition  aussi,  on  a,  les  différentielles  étant  prises  par 
rapport  à  /, 

dx  ^x't.dt; 

de  sorte  que  la  formule  précédente  devient, 
(4)  dy  —  f'{x)dx. 

On  retombe  donc  sur  la  formule  (2),  qui  servait  de  définition  dans 
le  cas  où  les  différentielles  étaient  prises  par  rapport  à  x. 

Ainsi,  la  différentielle  d'une  fonction  f{x)  est  toujours  f'{x)dx,  que 
les  différentielles  soient  prises  par  rapport  à  x,  ou  par  rapport  à  une 
autre  variable  dont  x  est  fonction. 

Remarque  1 .  —  Dans  le  second  cas,  dx  n'est  plus  une  constante 
arbitraire,  mais  c'est  la  différentielle  :  dx=  '^'{t).dt  de  la  fonction 
x  =  ^{t);  et  c'est  dt  qui  est  une  constante  arbitraire. 

Remarque  2.  —  Ce  théorème  montre  qu'i/  y  a  avantage  à  calculer 
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avec  les  différentielles^  au  lieu  de  calculer  avec  les- dérivées.  Dans  les 
diflerenliations,  on  n'a  plus  alors  à  se  préoccuper  de  la  variable  par 
rapport  à  laquelle  on  dinV'renlie;  et  le  Ihôorème  des  fonctions  de 
fonctions  s'applique  aulomaliquement,  par  le  mécanisme  du  calcul, 
grâce  à  la  notation  difTérenticlle. 

liemarque  3.  —  En  particulier,  il  devient  inutile  de  faire  appel  au 
théorème  des  fonctions  inverses  ;  la  dérivée  de  y  par  rapport  à  x  étant 

^,   celle  de  x  par  rapport  à  y  est  -t- ,   quelle  que  soit  la  variable 

indépendante  par  rapport  à  laquelle  sont  prises  les  ditTérentielles. 

11  en  résulle.  du  reste,  que  le  produit  de  ces  doux  dérivées  -J^X-^ 

.  u-       -     1  X  I  ^  r  dx      dy 

est  bien  égal  à  1.  "^ 

Interprétation  géométrique.  —  L'interprétation   géométrique  rend 

compte  de  ce  qui  précède. 
Supposer  a?z=:cp(/)  dans 
y=zf(x}f  revient  à  consi- 
dérer la  courbe  y  =  f{x) 
comme  représentée  para- 
mélriquement  (n"  108)  par 
les  équations 

a>=cp(r), 

Nous   avons   vu  que  les 
coefficients  de  direction  de 
la  tangente  au  point  M,  qui  correspond  à  une  valeur  quelconque  l  du 

paramètre,  sont  les  dérivées  x[,  y[,  c'est-à-dire  -jj  ^^  ~ij  ^  les  différen- 
tielles étant  prises  par  rapport  à  t. 
On  peut  donc  prendre  aussi  comme  coefficients  de  direction  les 

quantités  proportionnelles  (n"  79),  -^xdt,  -JjX^^t^  c'est-à-dire  dx 
et  dy. 

Donc,  les  différentielles  dx  et  dy  prises  par  rapport  à  la  variable 
auxiliaire  /,  dont  le  choix  est  arbitraire,  sont,  connue  dans  le  cas  du 
numéro  181,  où  les  différentielles  étaient  prises  par  rapport  à  x,  un 
système  quelconque  de  coefficients  de  direction  de  la  tangente '^K 

(1)  Ce  sont,  en  dautres  termes,  les  composantes  Ms  et  SH  d'un  vecteur  MR  porté 
par  la  tangente.  On  peut  préciser  davantage  :  comme  jz  et  -tt  sont  les  composantes 
du  vrclfur  vitesse  MV  =  V,  dx  et  dy,  qui  en  résultent  par  multiplication  par  dt, 
sont  les  composantes  du  vecteur  \ .dt. 
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Le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  est  donc  encore  -r-,  quotient 

des  coeflîcicnls  de  direction  dx  et  dij.  Et  l'on  a  de  nouveau -^  =  /"'(x), 
ou  dij  =  f'{x)dx^  ce  qui  est  le  théorème  en  question. 

Remarque.  —  Au  point  de  vue  géométrique,  les  difierentielles  dx 
et  dy  ont,  sur  la  dérivée  f'{x),  le  même  avantage  que  les  coefficients  de 
direction  sur  le  coefficient  angulaire;  leur  emploi  rétablit,  en  parti- 
culier, la  symétrie  dans  le  rôle  des  deux  axes  de  coordonnées. 

183.  Fonctions  composées.  —  Supposons  maintenant  qu'on  ait  à 
différentier  une  fonction  i/  =  f{u,  v,  ir)  par  rapport  à  une  variable 
quelconque  x  dont  u,  v,  te,  sont  des  fonctions.  On  a,  en  vertu  du 
théorème  des  fonctions  composées,  en  utilisant,  d'après  ce  qui  précède, 
la  notation  différentielle  pour  représenter  les  dérivées, 

dy       f,  (  .du       r,,,  .dv^j.,,  ,dw 

d'où,  par  suppression  du  dénominateur  commun  dx, 

(5)       dy  =  /",' (w,  v,  tr) du  -h  f[. {u,  v,  iv) dv  -+-  /',  (u,  u,  w)dii\ 

Telle  est  la  forme  du  théorème  des  fonctions  composées,  pour  le 
calcul  des  différentielles. 

Elle  se  déduit  de  la  forme  primitive  du  théorème  (n°  ITG) 

y'  =  fû{'^^  ^'  "')"'  +  /".'(«,  y,  iv)v'  -^f[Xu,  V,  w)iv', 

en  remplaçant  les  dérivées  u' ,  v' ,  ic',  y'  par  les  difîérentielles  corres- 
pondantes du,  dv,  dtc,  dy. 

Application.  —  Il  en  sera  de  même,  par  suite',  pour  les  théorèmes 
fondamentaux  du  numéro  87  sur  le  calcul  des  dérivées,  qui  sont, 
(n°  176),  des  cas  particuliers  du  théorème  des  fonctions  composées.  Et 
on  aura  les  formules  suivantes  qui,  jointes  à  celles  du  numéro  180, 
contiennent  toutes  les  règles  essentielles  du  calcul  différentiel. 

Différentielle  d'une  somme  : 

d{u  4-  u  +  ir)  =  du  -h  dv~\-  dw  ; 

Différentielle  d'un  produit  : 

d  [uvu')  =  vw .  du  H-  uir  .dv-\~uv.  dw  ; 

Différentielle  d'un  quotient  : 

,/w\ vdu  —  udv 

\vj  v^ 
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On    peut    y    joindre    les    formules    pour   les    diff'croiticlles    loga- 
rithmiques — ,  qui  résultent  de  celles  du  numéro  93, 

d{uvi(') du       dv      dw 


4")         r, 

\vj du 


dv 

V 


d(u 


if)     \_ 

du  d"{u 1     du 


V  u         '"      " 


Exemple.  —  Soit  à  dilTérentier  v:=loir/tg  —  \ 

-\°^,'^-x■i)J 


dj  = 


.du 


tg 


Vl  —  X- 


\  1  -  .r^ 


Ig- 


\i  —x^ 


l—xi  ^l  —  X'2 


\  1  — X- 


\1  —  X2 


Or, 


t  =d   xn  —  .r2)    î.=(i—x^)    -^dx  —  ryXil—x-^)    ^d(l— x2) 

\i  —xi  ^ 


Donc  : 


=  (1— x2)    îrfa;  +  x2(l  —  ar2)    îdo;  = 


dx 


(l-x2)^ 


dy  = 


2dx 


(1  —  x2)2sin 


2x 


Vl  —  a;2 


^  3. 
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184.  Définition.  —  Considérons  une  fonction  de  plusieurs  variables, 
de  tro*îs  par  exemple  :  W  =  f{x,  y,  s}.  Soient  \x  =  h,  Ay  =  /.•,  Az  =  Z, 
des  accroissements  arbitraires  donnés  à  ces  variables,  à  partir  d'un 
système  de  valeurs  x,  y,  z  quelconque  de  ces  variables. 

On  appelle  différentielle  totale  de  cette  fonction,  pour  ce  système  de 
valeurs  des  variables  et  de  leurs  accroissements,  et  on  représente  par 
la  notation  d\\,  ou  df{x,  y,  z),  l'expression  : 

(1)     rf W  =  df{x,  V,  z)  =  hf^{x,  y,  z)  +  kflix,  y,  z)  +  lf'^{x,  y,  z). 

Elle  est  la  somme  des  différentielles  qu'on  obtiendrait,  d'après  la 
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définition  du  numéro  179,  si  on  faisait  varier  chacune  de  ces  Variables, 
en  laissant  toutes  les  autres  constantes.  Ces  termes 

(2)  hf:{x,y,z),         kfl{x,y,z),         If'A^.y,^^) 

s'appellent,  pour  cette  raison,  di/férentielles  partielles  de  la  fonction. 
La  différentielle  totale  est  donc  la  somme  des  différentielles  partielles. 

Différentielles  totales  des  variables  indépendantes.  —  Si  on  applique 
la  formule  de  définition  (1)  à  la  variable  x,  en  prenant  W  =  a7,  on  a  : 

/;:  =  i,      /;;  =  o,      /:=:0. 

Donc 

(/a?  = /i.  1 -1- A'.O  + /.O  = /«. 

Ainsi,  en  raisonnant  de  même  pour  les  autres  variables, 

(3)  dx=:li,         dy  =  k,         dz=l. 

Donc,  les  différentielles  totales  des  variables  indépendantes  sont  les 
accroissements  arbitraires  donnés  à  ces  variables  :  ce  sont  des  constantes 
arbitraires. 

Forme  définitive  de  la  différentielle  totale.  —  Ce  résultat  permet 
d'écrire  la  formule  de  définition  (1)  sous  sa  forme  définitive. 

(4)  d\\  =  df{x,  7/,  z)  =  f^{x,  y,  z)dx  +  f;^{x,  y,  z)dy  +  f[{x,  y,  s)of- 
Les  différentielles  partielles  s'écrivent,  en  même  temps, 

(5)  (/,/•=  /^(x,  y,  z)dx,       d/=  /;(a?,  y,  z)dij,       d-/=  f',{x,  y,  z)dz. 
Notation  pour  les  dérivées  partielles.  —  On  tire  de  ces  formules 

/;(^,  y.  =)-^,     n{^,  y.  -^)  =  ^.     /■:(^%  y,  ^)  =  ^- 

On  emploie,  pour  abréger,  les  notations 

(6)  f:{x,y,z)  =  ^^,         /;(a.,?/,.)-^,         /•>,.y,s)  =  f; 

mais  elles  peuvent  causer  des  erreurs,  car  les  trois  numérateurs 
désignent'  des  différentielles  partielles,  différentes,  par  le  même 
symbole  df. 

On  doit  donc,  en  pareil  cas,  s'abstenir  de  chasser  les  dénominaleiirs 
de  ces  formules  (G).  Pour  s'en  souvenir,  on  écrit  avec  des  c\  (dits  d 
ronds), 

(7,   /■;(.,,,,.)=?A|^,    /..„,y,,,=.V(^),    /.;(,,,y,,)='AïJM, 

les  seconds  membres  étant  considérés  dès  lors  comme  de  simples 
symboles,  et  non  comme  des  quotients. 
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Avec  ces  nolalions,  la  diirérenlielle  totale  s'écrira  dune  : 
[S)     li  \.i\  ij.  z)=:  '^     -^^    'dx-h  '^   '^'     dv-h  '       -^     'dz 
K.ctnipU.  —  Soit,  par  exemple,  f{x,  y,  z)  =  \j:-  +  y-  +  --•  On  a  : 

f'=        ^ ,     f'=        y /■'  =  -==!= 

■'       \xi+yi  +  2^-         '"       ^x^+y^-  +  z'-'        ''       sxï+j-i  +  rs 
Donc  : 


d  \  J--  +  y-  +  --=  ,  dx  +  ^  dy  +  '  dz  = 

Va;S  +  J.2  +  22  ^^..4.j,-._^-2  ^a,f  +  j,2  +  22 

arda-  +  ydy  +  zd: 

Va;2  4_  J,2  _j.  -.t 

Application.  —  Condition  pour  ijuune  fonction  de  plusieurs  variables 
se  réduise  à  une  constante. 

Théorème.  —  Pour  qu'une  fonction  de  plusieurs  variables  se  réduise  à 
une  constante,  il  faut  et  il  suffît  que  ses  dérivées  partielles  du  premier 
ordre  soit  nulles  identiquement. 

Démontrons-le,  par  exemple,  pour  une  fonction  f{x,  y)  de  deux 
variables. 

1°  Si  elle  est  constante,  elle  reste  constante,  a  fortiori,  quand  on  n'y 
fait  varier  qu'une  des  variables  à  la  fois,  c'est-à-dire  quand  on  y 
considère,  par  exemple,  x  comme  seule  variable.  Donc  sa  dérivée 
fx{x,  y)  est  nulle  identiquement,  puisque  c'est  la  dérivée  de  la  fonction 
de  X  ainsi  définie.  —  Même  démonstration  pour  f'yix,  y). 

2"  Si  les  deux  dérivées  partielles  sont  nulles  identiquement,  on  aura 
fix-h  ^x,-y)  =  f{x,  y),  puisque  x  varie  seul  quand  on  passe  du  second 
membre  au  premier,  et  que  f^{x.  y)  étant  nul  par  hypothèse,  f{x,  y), 
où  X  varie  seul,  est  une  constante. 

On  aura  de  même  fix-h  \x,  j/-4-  ly}  =  f(x-^  Ix,  y),  puisque  ici  y 
seul  varie,  et  que  la  dérivée  f'^(x-+-lx,  y)  est  nulle,  par  hypothèse, 
quel  que  soit  y. 

On  a  donc,  en  définitive, 

f(x  H-  A  X,  y-h^  y)  =  f(x-h^x,  y)  =  f{x,  y)  ; 

c'est-à-dire 

fix^lx,  y'T-ly)  =  fix,  y), 

ce  qui  exprime  bien  que  f{x,  y)  est  constant,  puisque  cela  équivaut  à 
dire  que  deux  valeurs  quelconques  de  la  fonction  sont  égales. 

Remarque.  —  Représentons,  comme  on  l'a  expliqué  au  numéro  G,  chaque  système 
de  valeurs  (x,  y)  par  le  point  M  qui  a  pour  coordonnées  x,  y,  par  rapport  à  des  axes 
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de  coordonnées  arbitrairement  choisis.  A  chaque  point  M  correspond  ainsi  la  valeur 
f{x,  y)  de  la  fonction  considérée;  et  on  dit  que  celle-ci  est  une  fonction  de  point.  On 
écrit  môme  souvent /(M)  pour  f(x,  y). 

Soit  alors  M  le  point  (x,  y).  M"  le  point  (x  -f-  i^^',  y).  M'  le  point  (x  -|-  A x,  y  +  ^j)- 
Le  raisonnement  revient  à  dire  (jue  la  fonction,  étant  constante  sur  chacun  des 
segments  MM"  el  M"M',  a  la  môme  valeur  sur  tout  le  contour  MM"M',  et  a,  par  suite, 
la  môme  valeur  en  M  et  M'.  On  pourrait  utiliser  de  même  le  contour  MM"'M'. 

Ceci  suppose  que  la  fonction,  qui  est  définie,  par  hypothèse,  en  M  et  M',  l'est  aussi 


y 


Af '"(oçy-^Ai/)  M '(x-tâcc.y *Ay) 


M 


M' 


fjc.y)  fJc-^Aoc.,1^) 


oc 


en  tous  les  points  du  contour  MM"M'.  Cela  n'aurait  pas  lieu,  par  exemple,  pour  une 
fonction  qui,  comme  la  fonction  \ a;2  -f  j2  _  \  -f  ^4_a;-2  —  j2,  ne  serait  définie  que 
dans  l'espace  annulaire  compris  entre  les  deux  cercles  de  rayons  1  et  2,  lorsque  l'on 
voudrait  considérer  deux  points  M  et  M'  placés  sur  un  même  diamètre.  Mais  le  rai- 
sonnement précédent  suffit  à  prouver  que  la  fonction  a,  dans  le  voisinage  de  M,  la 
môme  valeur  qu'en  M;  et  on  pourra  passer  de  M  en  M',  de  proche  en  proche,  par 
une  série  de  points  intermédiaires,  de  manière  que  le  raisonnement  s'applique  au 
passage  de  chaque  point  au  suivant.  La  fonction,  ne  changeant  pas  de  valeur  à 
chacun  de  ces  passages,  aura,  en  définitive,  la  même  valeur  au  point  de  départ  M 
et  au  point  d'arrivée  M'.  Le  théorème  se  trouve  ainsi  élabli  sans  restriction. 

Corollaire.  —  Pour  qu'une  fonction  de  plusieurs  variables  se  réduise 
à  une  constante,  il  faut  et  il  suffit  que  sa  différentielle  totale  soit  nulle 
identiquement. 

Car,  en  supposant  encore,  par  exemple,  le  cas  de  deux  variables, 
l'identité  df=0,  c'est-à-dire  f'/Jx -h  f'^dy  =: 0  entraîne  f^  =  0,  f'^  =  0, 
et  réciproquement. 


185.  Différentielle  totale  d'une  fonction  composée.  —  Supposons 
que  dans  la  fonction  \^'  =f{x,  7,  ::),  les  variables  x,  y,  z  soient  des 
fonctions  d'autres  variables  indépendantes,  en  nombre  quelconque, 
par  exemple  de  deux  variables  indépendantes  u  et  y  :  x  =  'j>{u,v)j 
yz=<li{u,  y),  z=zy{u,  v).  Alors  W  est  une  fonction  composée  de  u  et  v. 

Cherchons  la  différentielle  totale  par  rapport  a.  u  el  v. 


268  DIFFKRENTIELLF.S    TOTALES 

Le  théorème  des  fondions  composées  donne  : 

w:,=/;.x:,+/;.î/:,-hA:-=:. 

D'où  : 
(AV  =  W,;rf«  +  \\\xlv  =  /■; .  {x^^du  +  x',.dv)  -I-  f^^ .  [y^flu  +  ii[,dv)  H- 
H-/''..(:;,rfu-t-3y<;). 

Mais  les  coeriicienls  de  f'^,  f'y,  f.  sont,  par  définition,  les  différen- 
tielles totales  dx,  dy,  dz,  des  trois  fonctions  a;=:o(u,  v),  y:='l{u,  y), 
z  =  /(m,  v).  On  conclut  donc  : 

d\\  =  f'^{x,  y,  z)dx-^fy{x,  y,  z)dy-\-f[(x,  y,  s)(/z. 

C'est-à-dire  ^u'o/j  retrouve  la  formule  (4),  ai'ec  cei/e  seule  différence 
que  dx,  dy,  dz  sont  les  différentielles  totales  de  x,  y,  z  prises  par  rapport 
au  et  v;  et  non  plus  les  accroissements  arbitraires,  constants, 
de  X,  y,  z. 

Ce  résultat  comprend,  du  reste,  celui  du  numéro  183,  les  différen- 
tielles totales  se  réduisant  aux  différentielles  ordinaires  quand  il  n'y  a 
qu'une  seule  variable  indépendante,  par  rapport  à  laquelle  on  prend 
les  différentielles. 

Calcul  général  des  différentielles.  —  On  conclut  de  là,  en  raison- 
nant comme  au  numéro  183,  que  les  règles  de  calcul  des  différentielles 
ordinaires  s'appliquent  au  calcul  des  différentielles  totales  —  (diffé- 
rentielle d'une  somme,  d'un  produit,  d'un  quotient;  et  aussi  différen- 
tielles des  fonctions  élémentaires,  où  la  variable  est  fonction  d'un 
nombre  quelconque  de  variables  indépendantes).  On  peut  ainsi  diffé- 
rentier  totalement,  sans  se  préoccuper  de  calculer  séparément  les 
dérivées  partielles  qui  figurent  dans  la  formule  de  définition  (4). 

Exemple.  —  Quel  que  soil  le  nombre  des  variables  indépendantes 
dont  peuvent  dépendre  x  et  //,  on  aura  : 

(9)  rfarctg^== W.rf^  = i  xdy-ydx^xdy-ydx- 

■X      i-^(y\     ^      H-(^Y  a;- H- y' 

Application  au  calcul  des  dérivées  partielles. 

Si  on  a  ainsi  trouvé,  pour  la  différentielle  totale  d'une  fonction 
f{x,  y,'z)  de  trois  variables  x,  y,  z,  par  exemple,  {dans  le  cas  où  ce  sont 
les  variables  indépendantes  par  rapport  auxquelles  sont  pi'ises  les  diffé- 
rentielles), 

(10)  df=.\{x,  y,  z)dx-hB{x,  y,  z)dy  +  C{x,  y,  z)dz, 
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on  en  conclut 

(11)       \,/     '  =  Hx,y,z),    ^\,y      '=B{x,y,z),    "  ^^'   '  =  Cix,y,z). 
Car  on  a,  par  définition, 

HiA^Jh^dx  +  'li^^iy^hy  -+-  '"^-fe^l^c/z  ; 

'  ^X  ^1J  ^  c^Z  ' 

d'où,  à  cause  de  (10), 

(12)  Adx  +  M</  +  Cdz  =  [^  dx  +  ^^  rfy  +  '^  rfs . 

Mais  les  valeurs  de  ,r,  y,  z  étant  fixées,  dx,  dy,  dz  restent  des 
variables  indépendantes,  pouvant  prendre  des  valeurs  arbitraires;  et 
la  formule  (12)  est  une  identité  par  rapport  à  ces  variables  dx,  dy,  dz. 
On  en  conclut  (n"  21)  que  les  coefficients  de  dx,  dy,  dz  sont  égaux 
dans  les  deux  membres,  c'est-à-dire  qu'on  a  les  égalités  (11).  Et 
comme  cela  a  lieu  pour  tout  système  de  valeurs  attribuées  à  x,  y,  z, 
ces  égalités  (11)  sont  des  identités,  comme  on  l'avait  annoncé. 

Par  exemple,  l'identité  (9)  fournit  immédiatement,  par  un  calcul 
unique  de  différenlialion  totale,  les  deux  dérivées  partielles 

?W — y  cVW X 

:>x        cc^  -h  y-  '  i"^ y        x-  -+-  y- 


de  la  fonction 


W  =  arc  tg- • 
"a? 


§  4.  —  DIFFÉRENTIELLES  D'ORDRE  SUPÉRIEUR 

186.  Cas  d'une  seule  variable  indépendante.  —  Soit  la  fonction 
y  =  f{x).  La  différentielle  seconde  d'-y  est,  par  définition,  la  différen- 
tielle d{dy)  de  la  différentielle  première,  considérée  jusqu'ici.  La,  diffé- 
rentielle troisième  d^y  est,  de  même,  la  différentielle  d[d-y)  de  la  diffé- 
rentielle seconde;  et  ainsi  de  suite....  On  arrive  ainsi  à  une  différen- 
tielle ?i''™%  qu'on  note  o?"//. 

Faisons  le  calcul,  en  partant  de 

(1)  dy  =  f'{x}dx. 

Les  choses  se  passent  ici,  tout  différemment,  suivant  qu'on  va  diffé- 
rentier  par  rapport  à  x,  ou  par  rapport  à  une  autre  variable  t  dont  x 
serait  fonction  (cas  des  fonctions  de  fonctions). 

1°  Dans  le  premier  cas,  dx,  accroissement  arbitraire  de  x,  est  une 
constante  arbitraire;  et  on  a  : 

d-y  =  dx .  df  '  (x)  =  dx .  f"  {x)  dx  =  f"  (.r) .  dx^-. 
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Do  mémo,  iLv-  clanl  une  constante, 

d'y  =  dx^ .  df"  (x)  =  dx' .  f"  {x)  dx  =  f"'{x) .  dx'  ; 

et  ainsi  de  suite.  Cliaque  ditToronliation  introduit  une  dérivée  nouvelle, 
et  un  nouveau  facteur  dx.  De  sorte  qu'on  a,  en  général  <", 

(2)  d''y  =  f"'{x).dx"; 

et  on  en  conclut  la  formule 

(3) 


A-(-)  =  g 


qui  donne  la  représentation  des  dérivées  successives  par  des  quotients 
de  ditTéreutielles- 

2"  Dans  le  second  cas,  où  x  =  z,{t),  la  différentielle  dx  =  o'{l)dt  est 
une  fonction  de  t,  ayant  une  différentielle  d^x  non  nulle,  si  o'{t)  n'est 
pas  une  constante,  c'est-à-dire  si  z>{t)  n'est  pas  du  premier  degré  en  /. 

La  différentielle  du  second  membre  de  (1)  se  calculera  donc  comme 
différentielle  d'un  produit;  on  aura  : 

d'y  =  f"  {x)  dx^  -h  f  [x)  d^x  ; 

et   les   formules   iront   en   se   compliquant  à  chaque  différentiation 
nouvelle. 

11  en  sera  de  même  des  formules,  analogues  à  (3),  donnant  les  dérivées 
successives  de  f{x).  Par  exemple,  on  déduira  de 


par  différentiation, 
c'est-à-dire 


/•'w=â> 


f"{x)dx 


dxd-y  —  dyd-x 


dx' 
j.„,   ,       dxd-y  —  dyd^x 


dx^ 


Ainsi  la  formule  (3)  yi^cst  exacte  que  si  les  différentielles  son/  prises 
par  rapport  à  x. 

On  la  traite,  en  général,  pour  éviter  les  erreurs  quand  on  change  de 
variable  indépendante,  non  plus  comme  un  quotient,  mais  comme  un 
symbole  commode  pour  désigner  la  dérivée  n"'"^  de  y.  On  s'abstient 
donc  de  chasser  le  dénominateur  dx'^. 

187.  Cas  de  plusieurs  variables  indépendantes.  —  Les  différentielles 
totales  successives  se  définissent  comme  dans  le  cas  précédent  d'une 

il)  On  remarquera  que;  d'après  le  numéro  181,  lorsque  f"  (x)  est  la  première  des 
dérivées  qui  ne  s'annule  pas,  la  partie  principale  de  l'accroissement  A  y  est,  en  vertu 

de  la  formule  (2)  que  nous  obtenons,  7-9 •<^")'- 
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seule  variable;  et  il  faut,  de  nouveau,  distinguer  les  deux  hypothèses 
où  la  diiïérenliation  se  fait  par  rapport  aux  variables  qui  figurent  dans 
la  fonction,  ou  par  rapport  à  d'autres  (cas  des  fonctions  composées). 

Nous  ne  considérerons  que  le  premier  cas  pour  une  fonction  de 
deux  variables  fix,  y)\  c'est-à-dire  que  nous  prenons  les  différentielles 
totales  par  rapport  aux  variables  indépendantes  a;  et  y. 

On  obtient,  en  partant  de 

(5)  df=f'Jx^fld>/, 

et  remarquant  que  dx  et  dy  sont  des  constantes, 

d'f=  dx.df'^{x,  y)  -i-  dij.dfl^ix,  y) 
^  =dx[fldx  +  r^dy]  +  dy.[flJx 


^6) 


f'ydy] 


/  =f';,dx- 


(7) 


^f'^dxdy-^f;..dy\ 

en  se  rappelant  que  f"^^^  =  f'^Jn"  177). 
Puis,  de  même, 
dY=  dx' .  dfl  +  2dxdy .  dfl^  -^  dy' .  dfl. 

cjx' + ^n.dx'dy + 3r:y'dxdf + r^-dy'  ; 

en  tenant  compte  des  égalités  f'^„j  =  f'^,j^  et  f'^^,  =  f'y,^. 

Et  ainsi  de  suite. 

Pour  donner  à  ces  formules  une  forme  facile  à  retenir,  nous  intro- 
duirons pour  les  dérivées  partielles  d'ordre  supérieur  la  notation, 
analogue  à  celle  qui  a  été  introduite  pour  les  dérivées  du  premier 
ordre  (n°  184,  équation  (7))  : 


;>a?"Z'iy- 


et  nous  écrirons  symboliquement^  pour  (5),  (6)  et  (7)  : 

L'expression  mise  entre  parenthèses  s"éléve  à  une  puissance  quel- 
conque par  les  règles  du  calcul  algébrique.  :>,  ?Xy  ?j/,  dx,  dy  étant 
traitées  comme  autant  de  quantités  difTérentes.  Ainsi  on  aura  : 

—  dx  1    •  1  — du  )  ^^———z.dx'dy-, 
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en  ivuuissanl  en  une  seule  les  puissances  de  ."»;  et  en  groupant  celles 
de  ;>«F  et  de  ^y,  ainsi  que  celles  de  dx  et  de  dy. 

Les  puissances  indiquées  étant  ainsi  formées,  la  double  parenthèse 
indique  que  ce  sont  des  opérations  différenlielles  qu'on  doit  appliquer 
à  la  fonction  f\  ce  qui  revient  à  écrire  la  lettre  /"à  côté  delà  puissance 
de  ."*  qui  se  trouve  en  numérateur,  dans  chacun  des  formes. 

On  ohtieni  ainsi  les  formules  explicites 


(4) 


1     df=~dx-^['-du, 

d'f=  ^dx'  -h  2  -^  dxd>i  -\ 
,     '      :*x^  ?x:>y       •' 

f  >3  /•  >3  f 

'   d^f=U.dx^^3-^dx'-dy 


P^dy\ 


3. 


IL 

:>x:>y' 


,dxdy'- 


A  du'; 

:iy'    ^   ' 


qui  reproduisent  bien  les  formules  (5),  (6)  et  (7). 

On  démontrerait,  de  plus,  par  un  raisonnement  de  proche  en  proche, 
la  formule  générale  symbolique 


;iO) 


ê^f: 


—  dx 
:>x 


—dy 


f 


qui  pourra  s'expliciter  de  même,  au  moyen  de  la  formule  du  binôme 
de  Newton  (n°  71). 

Remarque.   —  L'extension   au  cas  de  trois   variables  se  ferait  en 
substituant,  à  l'opérateur  à  deux  termes  [[i;-dx-\-—dy\  j,  l'opérateur 

à  trois  termes  correspondant  ii^dx-\-~dy-\-^dz\\.  Et  de  même 
pour  un  nombre  quelconque  de  variables. 


§   0.  —  FORMULE   DES  ACCROISSEMENTS   FINIS 
ET   FORMULE   DE  'TAYLOR.   POUR   LE   CAS   DE   PLUSIEURS   VARIABLES 


188.  Formule  des  accroissements  finis,  pour  le  cas  de  plusieurs 
variables.  —  Considérons,  par  exemple,  le  cas  d'une  fonction  de  trois 
variables,  /(.r,  t/,  z).  Et  supposons  qu'on  donne  à  ces  variables  des 
accroissements  /i.  A:,  /.  Il  s'agit  de  trouver  une  expression  de  l'accrois- 
sement de  la  fonction 


(i) 


\f=f{x-hh,  y-hk,  z-hl)  —  f{x,  y,  z), 


qui  ait,  comme  dans  le  cas  d'une  seule  variable,  la  même  forme  que 
la  différentielle  totale  de  cette  fonction. 
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Nous  ramènerons  la  question  au  cas  d'une  seule  variable,  en  intro- 
duisant la  fonction  de  t 

(2)  >l>(t)  =  f{x-i-ht,y-^/d,  z-}-lt), 

dans  laquelle  x,  y,  z;  h,  k,  l  seront  considérées  comme  des  constantes 
données. 

On  a,  en  effet, 

^iO)  =  f(x,y,z),        .^(l)  =  /•(.r  +  /^J/  +  A^^+/),        A/'='J.(  l)-.I.(O). 

Il  suffit  donc  d'exprimer  l'accroissement  de  la  fonction  <I>,  qui  cor- 
respond au  passage  de  t=iO  h  t=:l,  en  se  servant  du  théorème  des 

accroissements  finis  pour  le  cas  d'une  seule  variable  (iV  126).  C'est  : 

'I'  (3)  —  'Uix)  =  (Ti  —  a)*'(0), 

0  étant  compris  entre  a  et  |i;  et  nous  devons  faire  a^O,  3  =  1;  donc 
^  —  z  =  i  et  0  sera  compris  entre  U  et  1.  , 

Nous  aurons  ainsi  : 

(3)  A/'='I.(1)  — 4'(Û)  =  'ï>'(0),         (0<0<lj. 

La  dérivée  4>'(^)  se  calcule  par  le  théorème  des  fonctions  composées, 
car 

<ly{t)=::  f{u,v,îv),         avec         u:=x-~-hl,        v  =  y-hkt,        ir=zz-\-lt. 

On  a  :  u'  =  h,  v'  =  k,  /r'  =  /,  les  dérivées  étant  prises  par  rapport  à  t; 
et,  par  suite, 

'ï>'  '.n = hf: + Af  ; + ^a:  ,     *'^^) = ^a;. + J^fi + in., 

avec 

X^=:X  -\-f)h,  y^=zy  -i-(jk,  z^rriSH-f)/. 

La  formule  cherchée  est  donc 

(  xf=f(xA-h,  y-j-k,  z-hl)  —  f(x,y,  z)  = 

(^)    ]  =  Vz,  (^11   î/l,  h)  +  Vy/^n  Vv   Zl)  +  lfx,i^V  Vi,  =1  )> 

f     x^  =  x^fih,         y,  =  )/-+- OA-,         z^  =  z-hf}l,         0  <  6  <  1. 

Remarque.  —  Les  nombres  x^,  y,,  -j  sont  des  nombres  qui  divisent, 
respectivement,  les  intervalles  [x,  x-h  h),  iy,  y -h  k),  (z,  z-^  l)  dans 
le  même  rapport. 

La  figure  donne,  en  effet, 

h           MM'  ^  ^,  oc*^h 

d'où  

MM'  — rZTÔ* 
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D'autre  part,  le  second  membre  de  la  formule  est  la  différentielle 
totale  de  la  fonction  /",  prise  pour  les  valeurs  x^,  y^,  z^. 

On  peut,  par  suite,  écrire  la  formule  sous  la  forme  condensée, 
facile  à  retenir, 

qui  indique  que  rnccroissemcnf  ait  cijal  à  la  di ffcreu liellc  totale,  cal- 
culée pour  un  sijsfème  fie  valeurs  x^,  j/,,  z^,  partageant  les  intervalles 
(j,  x-\-dx),  (y,  y-\-d>i),  {z,  z-hrf:),    dans  un  même  rapport. 
Nous  avons  écrit  ici  dx,  dy,  dz  h  la  place  do  h,  /.-,  /.  Donc, 

A /■=  f\x  -hdx,  y  -h  rfy,  z-hdz)  —  f{x,  y,  z) 

{af),  =  f'.^.dx  -^~  f^.dy  -^  r,^.dz  =  ^dx  -h  ^dy  -h^^dz. 

Ce  résultat  comprend,  bien  entendu,  comme  cas  particulier,  celui 
d'une  seule  variable,  la  différentielle  totale  étant  alors  une  différen- 
tielle ordinaire. 

189.  Formule  de  Taylor.  —  La  méthode  précédente,  qui  nous  a  permis 
d'étendre  la  forinuk'  des  accroissements  tinis  au  cas  de  plusieurs 
variables,  fournit  la  généralisation  analogue  de  la  formule  de  Taylor. 
Pour  abréger  l'écriture,  nous  nous  bornerons  au  cas  de  deux  variables; 
et  nous  allons  appliquer  la  formule  de  Mac-Laurin  (n°  124)  : 


«1.(/)  =  <D(0) 


t^ 


*(»-'>(0) 


'1>"(0) 
t" 


1.2 


'   1.2  ...  (n- 
pour  <:=  1,  à  la  fonction 

(6)  <^{t)  =  f{x-hht,y+-kt). 

La  formule  à  calculer  sera  donc 


*"  (ôO 


(') 


<l.(l):zz:.l.(0)-^j*'(0)-t-ji^*"(0) 


1.2...  (n-1) 


(0) 


1.2 


(ï.(n}(e) 


e  étant  compris  entre  0  et  1, 
Nous  avons 


(8)  .l.(l)=/-(a,  +  A,  J/H-A-),  •l.(0)r=/'(x,  y). 

Reste  à  calculer  'h'"'>{t).  Nous  écrirons,  à  cet  effet,  $(<)  =  f{u,  v),  avec 

(9)  u  =  x  -\-ht,         v  =  y-r-k(; 
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et  nous  appliquerons  le  théorème  des  fonctions  composées.  Or,  pour 
une  (onction  ^•^t^y^^^^^^ 

quelconque,  on  a.  puisque  w,'  =  h,  v\  =^  /••, 

c'est  dire  que  prendre  la  dérivée  par  rapport  à  t  équivaut  à  difleren- 
tier  totalement  par  rapport  aux  variables  u  et  v,  comme  si  c'étaient 
des  variables  indépendantes,  avec  les  accroissements  du:=heidv  =  k. 
Donc  '1'"'  (/)  sera  la  différentielle  totale  m'''"'"  de  fin,  v),  prise  dans  ces 
conditions;  de  sorte  que  l'on  a,  d'après  le  numéro  187,  la  formule 
symbolique 

(10)     ^'"'^(t)  =  (^Çh^^-^k^Jj"'f{u,v),     où     u  =  x-i-tli,     v  =  rj-^tk. 

Comme,  pour  /  =  0.  on  a  11=1  x,  v  =  y,  on  en  conclut 

(M)  *;- :(0).=  ((A^  +  /.-^))"V(a;,  y); 

et  pour  t=:(i 
(12)     ^i'"^{(i)=()^h-L^k^'jy  f{x^,y,),    avec    x,=x^f}h;  y,=y+bk. 

En  portant  les  valeurs  (8),  (U),  (12)  dans  la  formule  (7)  on  obtient 
la  formule  de  Taylor  cherchée  : 


avec 

x^  ■=  X  H-  0  /i ,  y^^y  -\-  0  /.'. 

/Remarque.  —  Si  on  fait  passer  le  terme  f{x,  y)  dans  le  premier 
membre,  on  peut  écrire  la  formule  sous  une  forme  condensée  analogue 
à  celle  que  nous  avons  indiquée  pour  la  formule  des  accroissements 
finis  (n°  188).  Nous  écrivons 

h  =  dx,         k  =  dy;         ^f=  fi^'  H-  dx,  y  -\-dy)  —  f[x,  y)  ; 
de  sorte  que 

(14)  :,f=df+±^J--f+.^i>f+... 

l'indice   1   indiquant  que,  dans  ce  dernier  terme  {terme  complémen- 
taire), on  doit  remplacer  x  et  y  par  x,  =:x-hOA,  y^^=y  -\-(ik. 

Cette  formule  s'applique  au  cas  d'un  nombre  quelconque  de  variables. 
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Dans  le  cas  particulier  d'une  seule  variable,  on  a  (n°  186), 

d"f=f"  (x)dx"  =  h"/'"  {x), 

puisqu'il  est  bien  entendu  qu'on  prend  les  différentielles  par  rapport 
aux  variables  qui  ligureut  sous  le  signe  f.  On  retrouve  donc  bien  la 
formule  de  Taylor  du  numéro  125. 

^   6.  —   FONCTIOiNS   HOMOGÈNES 

190.  Polynômes  entiers  homogènes.  —  On  sait  qu'un  polynôme 
entier  à  plusieurs  variables 

(1)  /"(a;,  y,  ;)  =  i:Cx«i/?zT(" 

est  dit  homogène  et  de  degré  m,  si,  pour  tous  les  termes, 

a -h  fi-h  "'=:  w. 

Si  nous  remplaçons  alors  x,  y,  z  respectivement  par  Ix,  ).y,  Xz, 
X  étant  un  facteur  arbitraire,  chaque  terme  sera  multiplié  par 

r+°+-  =  À"'. 

Donc,  le  polynôme  sera  multiplié  par  À'",  et  on  peut  écrire  l'identité 

(2)  f{\x,  ly,  lz)  =  l"'f{x,  y,  z). 

Béciproquement^  si  celte  identité  a  lieu,  elle  s'écrit,  sous  forme 
explicite, 

(3)  2À'"C .  x^yH--  =  SÀ"+>+-.-C .  a?«î/?Z' . 

Or,  on  peut  supposer  que,  sous  la  forme  (1)  du  polynôme,  les  termes 
semblables  ont  été  réduits  ensemble.  De  sorte  que  l'identité  (3)  exige 
l'égalité  des  coefficients  des  deux  membres,  c'est-à-dire  À'"  =  X"+°+'; 
d'où,  À  étant  arbitraire,  a-i- !5-i- y^?».  C'est-à-dire  que  si  un  poly- 
nôme satisfait  à  l'identité  (2),  il  est  homogène. 

Définition.  —  Une  fonction  de  plusieurs  variables  f{x,  y,  z)  est  dite 
homogène,  de  degré  m,  si  elle  satisfait  à  l'identité  (en  À,  x,  y,  z)  : 

(2)  f{lx,ly,y^z)  =  l''^f{x,y,z). 

D'après  ce  qui  précède,  cette  définition  équivaut  à  la  définition 
élémentaire  pour  le  cas  de  polynômes  entiers. 

(1)  Le  signe  S  indique,  suivant  l'usage,  une  somme  de  termes  analogues  au  terme 
écrit  :  ici  ces  termes  diffèrent  par  les  valeurs  de  C,  a,  ^,  y. 


c'esl-à-dire 
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Forme  générale  des  fonctions  homogènes.  —  Dans  l'idenlité  (2),  nous 
pouvons  poser,  en  particulier,  â  =  -,  ce  qui  donne 

A^,  y,  =)  =  ^'7"(i,|'5)- 

Or,  /Y  1,  ",  M  ne  dépend  de  x,  y,  z,  que  par  l'intermédiaire  des 
fonctions^,  -.  C'est  donc  une  fonction  composée 

XX 

Jyri\=fUyr\: 

' \x    xj       '  \   '  X    xj 
On  conclut  donc  que  f{x,  y,  z)  est  de  la  forme 

Réciproquement.  —  Toute  fonction  de  cette  forme,  (j  pouvant  être 
choisie  arbitrairement),    est   homogène   et   de   degré   m.    Car,  si    on 

remplace  x,  y,  z  par  ax,  Xy,  Xz,  les  quotients  -,  -  ne  changent  pas; 

donc  9  ne  change  pas,  et  le  second  membre  de  (4)  est  multiplié  par  >/", 
puisque  a?'"  devient  À'"x'". 

Fonctions  homogènes  de  degré  zéro.  —  Une  fonction  homogène, de 
degré  zéro  est,  d'après  sa  définition,  une  fonction  qui  ne  change  pas  de 
valeur  si  on  multiplie  les  variables  par  un  même  facteur  À  quelconque- 
Sa  forme  générale  est,  d'après  la  formule  (4),  pour  3  variables  par 
exemple  : 

(S)  A-.'7.=)  =  9(|.i)- 

Elle  ne  dépend  donc,  en  fait,  que  des  rapports  des  variables. 
On  a  de  pi  us  ;  pour  x=zi, 

^{y,z)  =  f(i,y,  z). 

Exemple.  —  Une  fonction  homogène  et  de  degré  zéro  en  cos<  et  sint  est  une  fonc- 
aint 
cost 
par  Igt. 


tion  de  -  =  tgt,  dont  on  obtient  l'expression  en  rempUiç.int  cos<  par    1,  et  sint 


191.  Propriétés  des  fonctions  homogènes. 

1°  Si  on  prend  la  dérivée  des  deux  membres  de  Tidentité  (2)  par 
rapport  à  a;,  on  obtient 

'>^f-'A>^xr^^y,y^z)=i"'f',{x,y,z), 

ou  /■;.^(Xa?,  ly,  Az)  =  V'-'/'^x,  y,  %). 
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Donc,   la  di/férenliation  pav  rapporl  à  l'une  des  variables  conserve 
rhomogénéité,  mais  diminue  d'une  unité  le  degré  d'homogénéité. 

2°  Si  on   prend  la  dérivée  des  deux  membres  de  l'idenlité  (2)  par 
rapport  à  X,  on  obtient  : 
xf[^{lx,ly,  Xz)H-t//;,/Xa-,  ly.  lz)-}-zf',Jlx,  ly,  lz)  =  ml"'-'f{x, y,  z). 
El  si  on  fait  maintenant  X^  1,  il  vient  : 
(6)       xf'^{x,  y,  z)-hyf'„(x,  y,  z)-i-zf'Jx,  y,  z)  =  mf{x,  y,  z). 

Cette  identité,  à  laquelle  satisfait  toute  fonction  homogène  de  degré 
m,  s'appelle  identité  d^Euler. 

192.  Homogénéité  en  géométrie.  —  1"  Imaginons  une  formule,  qui 
exprime  une  relation  entre  diverses  longueurs  a,  è,  c,  d'une  même 
figure.  Si  celte  relation  est  indépendante  du  choix  de  l'unité  de  longueur, 
elle  devra  subsister  si  on  prend  arbitrairement  une  nouvelle  unité  de 
longueur  :  l'ancienne  unité  étant  alors  mesurée,  au  moyen  de  la 
nouvelle,  par  le  nombre  À,  les  mesures  nouvelles  des  longueurs  consi- 
dérées seront  Xa,  X6,  Àc.  Si  donc  la  formule  était 

(1)  •  c  =  f{a,b) 
on  aura  aussi 

(2)  \c  =  f{la,Aà) 
et,  par  suite,  en  tenant  compte  de  (1), 

(3)  f{\a,U)  =  lf{a.b). 

Ceci  devra  avoir  lieu  quel  que  soit  le  nombre  positif  a,  et  aussi  quels 
que  soient  a  et  b,  si  on  suppose  que  la  formule  ne  dépend  que  de  la  défi- 
nition géométrique  des  longueurs  considérées,  et  non  de  leurs  valeurs 
particulières,  qui  sont  arbitraires. 

Donc  toute  formule  de  géométrie  qui  exprime  une  longueur  en  fonction 
de'plusieurs  autres  est  homogène,  de  degré  1.  • 

Exemple.  —  Le  théorème  du  carré  de  1  hypoténuse  se  traduit.par  c^=\a-  -\- b-; 
c  étant  la  longueur  de  Ihypolénuse,  et  a,  b,  les  longueurs  des  côtés  de  l'angle 
droit;  et  ^a^  -}-  b^  est  homogène,  de  degré  1,  en  a,  b. 

Remarque.  —  Cet  exemple  met  en  évidence  une  difOcuIté. 

Si  >.  est  positif,  on  a  bien,  conTormément  à  la  définition  de  l'homogénéité, 

V{Xa)i-j-(>.6;?  =  y.  ya-  +  6^  ; 

mais  si  ).  est  négatif,  lé  premier  membre  de  cette  identité  étant  positif,  elle  doit  être 
remplacée  par 

S  THP+776P  =  —  ),  ^a-^  +  b^, 

qui  n'est  plus  d'accord  avec  la  définition  de  l'homogénéité.  La  fonction  ^0^+^  ne 
possède  dtnc  que  ce  qu'on  peut  appeler  une  homoyénéilé  positive,  en  entendant  par 
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là  que  X  doit  être  supposé  positif  dans  la  définition  (2)  du  numéro  l'JO.  Les  théorèmes 
sur  la  forme  des  fonctions  homogènes  du  numéro  190  supposent  alors  que  les 
variahles  elles-mêmes  soient  positives;  tandis  que  l'identité  d'Euler  du  numéro  191, 
subsiste  sans  restriction.  Il  suffit  de  reprendre  les  démonstrations  pour  s'en  rendre 
compte. 

C'est  cette  homogénéité  positive  qui  intervient  en  géométrie,  en  mécanique  et  en 
physique. 

Remarque.  —  Sous  une  forme  plus  générale,  si  la  formule  n'est  pas 
explicite,  mais  est  donnée  par  une  équation 

F  (a,  6,  c)  =  0 

cette  équation  devra  être  homogène,  c'est-à-dire  qu'elle  devra  subsister 
si  on  y  remplace  a,  h,  c  par  Xa,  À 6,  Àc.  Cela  se  traduira  par  ce  fait 
que  F(a,  6,  c)  sera  une  fonction  homogène,  dont  le  degré  pourra  être 
quelconque  '  . 

±"  Supposons  en  second  lieu  une  formule  exprimant  une  surface  S 
en  fonction  de  diverses  longueurs  a,  b,  c.  Soit  'è  =  f{a,  b,  c).  L'unité 
d'aire  étant  le  carré  du  enté  construit  sur  l'unité  de  longueur,  la 
mesure  S  de  la  surface  considérée  sera  multipliée  par  À-,  lorsqu'on 
changera  l'unité  de  longueur  de  manière  que  la  mesure  d'une  longueur 
quelconque  soit  multipliée  par  a.  On  devra  donc  avoir 

À-S  =  /'(Àa,  Ih,  Àc), 
et,  par  suite, 

h-f{a,  6,  c'j  =  f{Aa,  Àô,  Àc), 

c'est-à-dire  que  f(a,  b,  c)  sera  homogène  et  de  degré  2. 

De  même,  l'expression  \  ^  f{a,  6,  c),  d'un  volume  en  fonction  de 
diverses  longueurs  sera  donnée  par  une  fonction  f[a,  b,  c)  homogène 
et  de  degré  3. 

Formules  de  dimensions.  —  Au  point  de  vue  précédente  les  unités 
d'aire  et  de  volume  sont  des  unités  dérivées  de  l'unité  de  longueur. 
En  désignant  par  L  la  mesure  d'une  longueur,  on  dit  que  la  formule 
de  dimension  d'une  aire  est  L-,  et  que  celle  d'un  volume  est  L^  On 
.exprime  par  là  que,  si  les  mesures  des  longueurs  sont  multipliées  par  X, 
celles  des  surfaces  sont  multipliées  par  À-,  et  celles  des  volumes  par  a'. 

3°  Si  on  considère  alors  une  relation  générale,  de  forme 

Fia,,  flj,   ...;  Sj,  Sj,   ...;  V^,  V.^,   ...)  =  0, 

entre  des  longueurs  «j,  a,,  . . .,  des  surfaces  Sj,  S.^,  . .  .,  des  volumes 
Vp   \^,    ...,  son   homogénéité  consistera  en  ce  qu'elle  ne  doit  pas 

(I)  Cela  sera  suffisant,  mais  n'est  pas  nécessaire,  d'une  manière  absolue;  car  F 
pourrait  être  composé  de  termes,  de  degrés  d'homogénéité  dilférents,  qui  seraient 
séparément  nuls  en  vertu  de  divers  théorèmes  de  géométrie. 
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changer  si  on  y  nuilliplie  chaque  lettre  par  la  puissance  de  1  qui 
correspond  à  sa  formule  de  dimension. 

On  dit  encore  qu'on  doit,  pour  évaluer  l'homogénéité,  attribuer  à 
chaque  lettre  le  poids  marqué  par  l'exposant  de  L  dans  sa  formule  de 
dimension  <". 

Exemple.  —  La  formule  qui  donne  le  volume  V  d'un  tronc  de  pyramide,  en  fonc- 
tion de  sa  hauteur  h  et  de  ses  bases  B  et  b, 

V  =  g(B  +  6  +  \'B6) 

est  homogène  quand  on  attribue  à  h  le  poids  1,  à  B  et  6  le  poids  2,  à  V  le  poids  3. 


§   7.   —   LES   ERREURS    DES   CALCULS   NUMERIQUES 
ET    LES   DIFFÉRENTIELLES   TOTALES 

193.  Notions  sur  les  erreurs.  —  Soit  .r  la  valeur  exacte,  inconnue,  d'un  nombre  à 
calculer:  soit  .^^,  une  valeur  approchée.  L'erreur  absolue  correspondante  est,  par  défi- 
nition, (comparez  n"  07).  la  différence  àxQ  =  x  —  Xq\  elle  est  donc  considérée  comme 
positive  si  la  valeur.ro  est  approchée  par  défaut,  et  comme  négative  si  la  valeur 
Xq  est  approchée  par  excès. 

A  r  ^ 

L'erreur  relative  est  le  quotient  — —  de  l'erreur  absolue  par  le  nombre  exact. 

Dans  les  applications  pratiques,  x  étant  la  mesure  d'une  grandeur,  x^  est  la 
mesure  d'une  grandeur  (approchée  de  la  première)  de  même  nature:  et  l'erreur 
absolue  A-Tq  est  aussi  la  mesure  d'une  grandeur  de  la  même  nature  :  sa  valeur 
change  donc,  si  on  change  l'unité  qui  sert  à  mesurer  les  grandeurs  de  cette  sorte. 
Au  contraire,  l'erreur  relative,  étant  le  rapport  de  deux  grandeurs  de  même  espèce, 
est  indépendante  du  choix  de  l'unité  qui  sert  à  les  mesurer.  Pour  cette  raison, 
c'est  l'erreur  relative,  et  non  l'erreur  absolue,  qui  indique  le  degré  d'approximation 
dune  mesure. 

Chiffres  exacts.  —  Imaginons  la  valeur  de  x,  (supposé  positif),  sous  forme  de 
nombre  décimal,  illimité  en  général,  (n°  67), 

X  =  10''. cq,  c^c^  ....  Cl  ...  ; 

et  supposons  x^  donné  sous  la  forme  d'un  nombre  décimal  limité  de  n  +  1  chiffres. 
On  dira  que  x  est  connu,  (au  moyen  de  Xq),  avec  n -\- l  chiffres  exacts,  si  la  carac- 
téristique de  Xq  est  égale  à  la  caractéristique  k  de  x  (n"  57);  et  si  les  chiffres  de 
Xo  =  10-''Xo  coïncident  avec  ceux  de 

,  1 

V,i  =  Co,  c,C2 cn,  ou  de  V„  =  Vn -f  YÔ51  ' 

valeurs  approchées  à  t^tj  près,  par  défaut  et  par  excès,  de  X  =  lO-''a; . 

Si  on  pose  enûore  AXo  =  X  —  Xq,  on  a,  pour  l'erreur  relative 

Aa;n_IO''X— 10'-Xo_AXo. 
X    ~         iO''X  X    ' 

(1)  Les  mêmes  considérations,  convenablement  généralisées,  s'appliquent  aux 
formules  de  mécanique  et  de  physique. 
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de  sorte  que  l'erreur  relative  ne  dépend  pas  de  la  caractéristique  k;  ou,  en  d'autres 
termes,  ne  dépend  pas  de  la  place  de  la  virgule  dans  les  nombres  décimaux  consi- 
dérés. 

Le  nombre  des  chiffres  exacts  est  lié  à  l'ordre  de  grandeur  de  l'erreur  relative,  c'est-à- 
dire  au  degré  d'exactitude  de  la  mesure  de  la  grandeur  considérée. 
Supposons,  on  eiïet,  n  +  1  chiffres  exacts.  Avec  les  notations  précédentes,  on  a 

l^^o'<îôïï'         X  =  Co,   ...  ^  Cfl. 
Donc, 


AXf,\ 

1  A  Xo  1  ^      1       ^1 

X 

X      ^Co.lO»^10" 

Ainsi,  si  Xq  donne  x  avec  («  +  1)  chiffres  exacts,  l'erreur  relative  est  moindre  que  tk-  » 

i       1 

elle  est  même  inférieure  à  —•tk;:,  Cq  étant  le  premier  chiffre  significatif  de  x. 
Cq    lu 

Réciproquement,  supposons  l'erreur  relative  moindre  que    „  ^^ ,  on  aura  : 

IAXq!  1 

X     ^ 10"+i 
d'où  ' 

I  A  Y    I  ^       X      ^  c„  -\-  1      ,  _1_ 
'        0'^  10«  +  i  ^  10«+i   "^10'^ 
car  Cq  +  1  <^  10. 

Donc,  si  l'erreur  relative  est   moindre  que  ttt^^  ,    le  nombre  des  chiffres  exacts   est 

(n  +  1)  au  moins  ^  . 

194.  Erreurs  résultant  des   données.  —  Supposons  que  x  soit  donné  par  une 
formule  : 

x  =  /'{a,  b,  c) 

où,  a,  b,  c,  ne  sont  connus  eux-mêmes  que  par  des  valeurs  approchées  a^,  b^,  Cq. 
Même  en  admettant  que  le  calcul  de  /  puisse  se  faire  exactement,  on  ne  pourra 
calculer  que 

^o=/(ao»  ^o>  Co). 
L'erreur  qui  en  résulte  est  donnée  par  la  formule  des  accroissements  finis  (n°  188j  : 
Axo  =  x  —  x^=f(a,  b,  c}—  f{a^,  6o,  Cq) 

=  Aa,.^  +  Ab,.^+Ac,.^^ 
où  on  a  introduit  les  erreurs  données 

A  Cq  =  a  —  Oq,         a  6o  =  6  —  b^,         A  Cq  :^  c  —  Cq 

et  où  a^,  ôj,  Cj  sont  des  valeurs  intermédiaires  entre  les  valeurs  exactes  a,  b,  c,  et  les 
valeurs  approchées  Gq,  b^,  Cq. 
La  formule  des  accroissements  finis 

(1)  Aa;o  =  ^Aao  +  ^A6o  +  ^Aco+ ... 

c'ûi  l'Oi  OCi 

où  nous  mettons  la  lettre  ce  à  la  place  de  /,  et  où  le  nombre  des  termes  peut  être 
quelconque,  est  donc  la  formule  fondamentale  de  la  théorie  des  erreurs. 

\ 

(1)  Si  l'erreur  relative  est  moindre  que  — j— ,  et  si  Cq<Cc  —  1,  on  aura  : 

AX  <-     ^     ^   <r   * 

et  il  y  aura  encore  n  chiffres  exacts. 
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En  fait,  on  ne  connail  pas  Aa^,  Sb^,  ...  mais  seulement  des  limites  supérieures 

de  leurs  valeurs  absolues;  soit  èa,  26,  ce. 

On  ne  connait  |>as  a,,  6,,  ...,  mais  on  sait  qu'ils  sont  compris  dans  les  intervalles 

(o^ — Sti,  (lo-fôa),  (^0  —  2fc,  6o  +  56],   ...,  comme  a,  b,  . . .  eux-mêmes. 

On  pourra  donc  évaluer  les  bornes  supé- 

...  rieures  des  modules  des  dérivées  partielles, 

•- '-^*- — • — • '-^ — - —      (luand  les  variables  varient  dans  ces  inter- 

a^-Sa  uo   a,     a  ag^Sa.  ^^^       ^^ 

valles;  désignons-les  par     —1»   ItâI'"" 

La  borne  supérieure  de  l'erreur  qui  résulte,  pour  le  calcul  de  x,  des  erreurs  commises 
sur  les  données  a,  b,  . . .,  est  ainsi  donnée  par  la  formule  : 

(2)  6a-=[Jj]2«+[5f]ô6+.... 

Remarque.  —  Celte  formule  se  calcule  comme  la  diflérenlielle  totale  : 

dx  ^  ~  da -\- '=r-r  db  -{-  ... 
?a        '    ^b        ' 

chaque    terme    devant    être   ensuite   remplacé   par   une   borne   supérieure   de  son 
module. 

L'erreur  totale  se  décompose  ainsi  en  termes  qui  correspondent  respectivement 
aux  diverses  causes  d'erreur  (principe  de  la  superposition  des  erreurs). 

Erreur  relative.  —  L'erreur  relative  aura  pour  borne  supérieure  -^,  qui  se  calcule 

comme   une  différentielle  logarithmique;  on  devra,  de  plus,  y  remplacer  x  par  une 
valeur  approchée  par  défaut. 

195.  Application  aux  opérations  usuelles. 

1"  Addition,     x  =:  a  -f-  6  + 

On   a   immédiatement,   Axo  =  Aao+ ■^''0+ L'erreur  absolue   de   la  somme 

est  la  somme  des  erreurs  absolues  des  termes. 

Supposons  tous  les  termes  positifs.  —  .\vec  les  notations  precédent&s,  on  aura,  pour 
la  borne  de  l'erreur, 

rjX^oa-\-ôb-\-...; 

et,  pour  celle  de  l'erreur  relative, 

Zx 6a  +  5fc  +  ... 

le  ~    a  +  6-f  ... 

11  résulte  d'un  théorème  d'arithmétique  que  le  second  membre  est  compris  entre 
le  plus  grand  et  le  plus  petit  des  rapports 

Sa           ô6 
a  '         T 

On  peut  donc  dire  que  l'addition  n'altère  pas  l'ordre  de  grandeur  de  l'erreur  relative 
si  toutes  les  données  sont  connues  avec  le  même  degré  d'exactitude. 

2"  Soustraction,     x  =  a  —  6. 

On  a,  comme  précédemment,  Ax^^Aao  —  Afaq;  mais  on  en  conclut  seulement, 
pour  la  borne  de  l'erreur, 

5x1=  6  a  -|-  26. 

Pour  l'erreur  relative,  on  ne  peut  rien  dire,  car  \x\  peut  être  d'un  ordre  de  gran- 
deur très  inférieur  au  plus  petit  des  ordres  de  grandeur  de  a  et  6. 

3°    Multiplication.     xz=abc.... 

On  a,  par  le  calcul  des  diiïérentielles  logarithmiques,  pour  la  borne  de  Cerreur 
relative, 
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Zx oa      I      Ô6 

'^~[w]    [wy'" 

où  [[a]],  [W],  ...,  sont  des  valeurs  par  défaut  des  modules  des  données. 

C'est  ce  que  l'on  exprime,  d'une  manière  abrégée,  en  disant  que  l'erreur  relative 
d'un  produit  est  égale  à  la  somme  des  erreurs  relatives  des  facteurs. 

Pour  l'erreur  absolue,  on  aurait,  par  le  calcul  de  la  diiïérenlielle  totale,  pour  trois 
facteurs,  par  exemple, 

fjX  =  [6c] oa  -|-  [aci  ob  -\-  [ab  le 

avec  les  conventions  de  notations  du  numéro  195. 


4°  Division,    ar  =  r  ■ 
6 

On  a  : 


dx       da       db  ,         bda  —  adb 

—  = r  >        dx  = f-, 

a;         a         0  '  o- 


et  on  en   conclut,  pour  la  borne  de  l'erreur  relative,  le  même  résultat  que  pour  la 
multiplication 

Sx. Sa     .     56 

et  pour  la  borne  de  l'erreur  absolue, 

.,     ôa     ,    [g]. S 6 

5°  Extraction  des  racines,    x  =  y/a. 

On  a,  pour  la  différentielle  logarithmique, 

ex 1      ôa 

6°  Passage  des  nombres  aux  logarithmes  '^.     x  =  ]oga. 

,  Sa  ^  1    oa 

ox=  loge.  —  <  .-, .  — 

°       a         i     a 

Si   donc   l'erreur  relative   de  a  est  inférieure  à   jj— ,  son  logarithme  a  n  chiffres 

décimaux  exacts  (le  dernier  même  à  .^  unité  près). 

T'  Passage  des  logarithmes  aux  nombres,     a^logx  ou  a;  =  10". 
La  formule  précédente,  où  on  échange  x  et  a,  donne 

ox        Sa    ^  o  t   - 

—  =  1 <  2, 4.0 a. 

X        loge 

Si   le  logarithme  est  connu  avec  n  chifTres  décimaux  exacts,  l'erreur  relative  du 

2  4 
nombre  est  moindre  que  j~  et  le  nombre  sera  connu  avec  n  —  1   chiffres  exacts  au 

moins;  et  avec  n  chiffres  dans  beaucoup  de  cas. 

196.  Conclusions  pratiques.  —  Il  résulte  de  cette  élude  que  le  degré  d'exactitude 
des  nombres  est  marqué  par  le  nombre  de  chiffres  exacts;  dans  les  calculs  courants, 
ce  nombre  est  3  ou  4.  De  là  l'usage  des  tables  de  logarithmes  à  quatre  décimales 
pour  ces  calculs. 

D'autre  part,  sauf  le  cas  de  soustractions  modifiant  sensiblement  l'ordre  de 
grandeur  des  nombres  qui  interviennent  dans  les  calculs,  les  opérations  usuelles 
modilient  peu  l'erreur  relative;  et,  par  suite,  le  nombre  des  chifires  exacts. 

(1)  Le  signe  log  désigne  ici  des  logarithmes  vulgaires. 


284  EXERCICES    SLR    LE   CHAPITRE   XI 

Pratiquomcnt,  pour  obtenir  avec  n  chiffres  exacts,  le  résultat  d'un  calcul,  qui  ne 
comporte  pas  un  trop  grand  nombre  d'opérations,  il  suffira,  en  général,  de  prendre 
les  données  avec  n  +  1  ou  n -+- 2  chiffres  exacts.  Une  fois  le  calcul  terminé,  on  fera 
le  contriMe  de  l'erreur,  en  appliquant  la  méthode  exposée  aux  numéros  195  et  196. 

Il  faudra  tenir  compte  des  erreurs  qui  résultent  de  l'abandon  des  chiffres  décimaux 
dans  les  opérations  successives  (n"  67 1. 

Exemple.  —  La  surface  a  d'i7n  cercle  devant  être  de  4  320  mètres  carrés  à  un  mètre 
carré  près,  calculer  le  rayon  x. 


=  sJl- 


a  =  4  320. 


a)  Erreur  résuUanl  des  données  ;  o  v  6  = = — ô  6  =  -^nr  =  0,0096. 


Comme  a  est  connu  avec  quatre  chiffres  exacts,  on  prendra  t.  =  3,142  avec  quatre 
chiffres  exacts  aussi;  on  fera  les  calculs  avec  quatre  chiffres  (on  évaluera  le  cinquième 
pour  discuter  l'appro.ximation).  On  prévoit  que  le  résultat  sera  connu  avec  quatre 
ou  trois  chiffres  exacts.  On  trouve 

"  =  1  374.9  .... 

Et  on  prend,  pour  -  ,  la  valeur  6  =  1  375.  On  trouve  ensuite  : 

\6  =  37.081        (pare.xcès). 
Discussion.  —  1°  Erreurs  pour  b.     (ô-  =  5. 10— *>. 
a)  Erreur  résultant  des  données  : 

..         ôa     ,   ùTz.[a]       1    ,   5.10-M5.10-3)       55       ,.  „, 
P]  +  IÎ^^^^+ 9 =  9D  =  '^'«'- 

P)  Erreur  de  calcul,  résultant  de  la  suppression  des  chiffres  décimaux;  £'6^0,1. 
L'erreur  de  6  est  donc  inférieure  à  0,71. 
2"  Erreurs  pour  \  6. 

[[2v6.^] 

^)    Erreur    de    calcul    :   en   prenant   \'6  =  37,00  on  aura   une  erreur    plus   petite 
que  0,001. 
L'erteur  totale  est  donc  moindre  que  0,0106. 

D'après  les  évaluations  d'erreurs  faites,  cette  borne  supérieure  est  assez  nettement 
forcée.  On  peut  donc  admettre  que  l'on  a,  avec  quatre  chiffres  exacts, 

X  =  37™,08. 
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1.  —  En  désignant  par  y',  y",  y'",  . . .,  les  dérivées  de  y:=f{x);  et 
par  x\  x",  x'",  ...,  les  dérivées  de  la  fonction  inverse  a;  =  cp(y);  cal- 
culer x',  x",  x"\  . . .,  en  fonction  de  y',  y\  y"\  On  partira  de  la 

\ 
formule  x'  =  —  el  on  dilTérentiera  les  deux  membres 

y 

(^x"dy  =  —  ^,.y"dxy, 
et  ainsi  de  suite. 

2.  —  Calculer  la  différentielle  totale  de 

«  =  sina?cosy  sinz-t-cosxsiny  sinz  —  cosa?cosî/  coszTJ-sinajsiny  cosz. 
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3.  —  Étant  donnée  la  fonction  u  ^e/''\  calculer  ses  dérivées  par- 
tielles des  trois  premiers  ordres.  On  utilisera  le  calcul  des  différen- 
tielles totales. 

4.  —  Que  devient  l'équation  différentielle 


dx-         dx 
quand  on  prend  pour  variable  indépendante  /  =  loga?? 

Il  s'agit  de  trouver  une  équation  entre  ^  ?/,  -tj,  -Â- 

5.  —  Même  question  pour 

d-y       idy  „ 

dj^~^xïïx~^y—    ' 

X- 
en  posant  t^  —  -  , 

6.  —  Même  question  pour 

5  H 5  =  0, 

:>x-      Dj/2        ' 

en  posant  x^^r  cos G,  y  =  rs\n^,  et  introduisant  les  dérivées  de  u  par 
rapport  aux  variables  nouvelles  r  et  6. 

7.  —  Montrer  que,  pour  une  fonction  homogène  de  degré  ??i,  on  a 
l'identité 

m(m  —  1)A^,  ?/)  =  a?^— ^H- 2a?v — f-V^— ^• 

^  "^  ^  '^'  >,x^  ^  :>x:>y      ^  dy^ 


8.  —  Calculer  avec  trois  chiffres  exacts  x  =  \J  10 -h  "i  \JE  (Résultat 
a- =  3,81). 

9.  —  Calculer  -  avec  cinq  chiffres  exacts. 

10.  —  On  donne  deux  lingots  d'or  aux  titres  0,934  et  0,857  (exacts 

à  -y  -lO"-^  près  j.  Calculer  les  poids  de  chaque  lingot  qu'il  faut  prendre 

pour  en  tirer,  parla  fonte,  10  000  francs  de  monnaie  d'or  au  titre 0,900. 
On  admet  que  1  gramme  d'or  monnayé  vaut  3  f.  10. 


CHAPITRE  XII 


NOTIONS   DE   GÉOMÉTRIE   ANALYTIQUE   PLANE 
APPLICATIONS   DU    CALCUL   DIFFÉRENTIEL 


5^  1.  —  ANGLES 

197,  Angles.  —  1°  Un  plan  est  du  orienté,  quand  on  a  chonidans  ce 
plan  un  seus  pour  les  rotations  positives. 

y 


Ce  sens  est,  en  géométrie  analytique,  celui  de  Oa?  vers  Oy,  c'est-à- 
dire  celui  dans  lequel  doit  tourner  autour  de  0  une  demi-droite  OW, 
pour  passer  de  la  position  Oj?  à  la  position  Oy,  en  tournant  toujours 

dans  le  même  sens  et  balayant  l'angle  droit  .xO?/"'- 


(I)  Le  sens  des  rotations  positives  autour  de  0  étant 
défini,  celui  des  rotations  positives  autour  de  tout  autre 
point  0'  en  résulte.  Il  suffit  d'imaginer  la  rotation  simul- 
tanée de  deux  demi-droites  OW,  O'W  assujetties  à  être 
toujours  parallèles  et  de  même  sens. 
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On  imaginera,  on  mônne  temps,  le  cercle  trigonomélrique  de  centre  0, 

l'origine  des  arcs  étant  eu  A  sur  Ox;  et  l'extrémité  de  Tare  +  ^  étant 

en  B  sur  0//. 

Lorsque  OW  tourne  dans  le  sens  positif,  le  point  M,  situé  à  la 
distance  1  de  0,  sur  OW,  se  déplace  sur  le  cercle  trigonométrique 
dans  le  sens  positif;  et  le  sens  des  rotations  négatives  de  OW  corres- 
pond de  même  au  sens  négatif  des  arcs  décrits  par  M. 

2°  Dans  toutes  les  qiiestio))s  d'angles,  on  remplacera  les  droites  consi- 
dérées par  des  parallèles  menées  par  forigine  0. 


S'il  s'agit  d'une  droite  dirigée  (ou  axe]  (D),  on  représentera  sa  direc- 
tion positive'^^  par  la  demi-droite  OW  qui  est  parallèle  et  de  même  sens. 

3°  Tout  angle  sera  considéré  comme  la  mesure  d'une  rotation. 

Supposons  qu'il  s'agisse  de  deux  droites  dirigées;  on  mènera,  par  0, 
des  demi-droites  OWj,  OW»,  parallèles  à  ces  deux  droites,  dans  le 
sens  marqué  par  leurs  directions  positives;  ce  qui  donnera  l'angle 
(OWj,  OWg).  On  considérera  un 
descôlés  OWj  comme  co/é  ori- 
gine de  l'angle  :  c'est  celui  qui 
sera  écrit  le  premier  dans  la 
notation  (OW^,  OW,);  l'autre 
sera  le  côté  extrémité  de 
l'angle. 


(1)  Ne  pas  confondre  avec  la 
direction,  considérée  au  numéro  79, 
d'une  droite  sur  la(iuelle  aucune 
direction  positive  n'est  choisie.  Au 
lieu  de  la  demi-droite  OW.  on  aurait 
une  parallèle  (A)  menée  par  0,  et 
illi'milée  dans  les  deux  sens. 


3^ 

.w 

w,. 

^ 

B 

/ 

^\ 

^ 

^ 

/ 

A' 

V 

0 

Y^^^ 

\a 

w, 


X 
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On  imaginera  l'une  quelconque  des  rotations  continues'",  qui 
amènent  OW  de  la  position  initiale  OW,  à  la  position  linale  OW.^.  Dans 
chacune  d'elles,  OW  doit  tourner  toujours  dans  le  même  sens.  D'après 
la  propriété  des  angles  au  centre,  l'angle  total  balayé  par  OW  aura 
même  mesure  que  l'arc  total  décrit  par  M,  l'unité  d'angle  étant  le 
radian,  angle  qui  intercepte  sur  le  cercle  trigonométrique  un  arc  de 
longueur  1.  Le  signe  de  l'angle  (c'est-à-dire  de  la  rotation)  et  celui  de 
l'arc  seront  aussi  les  mêmes,  si  on  afTecte  la  mesure  de  l'angle  de 
rotation  du  signe  (-h),  ou  du  signe  ( — ),  suivant  que  c'est  une  rotation 
positive  ou  négative. 

L'angle  (OW,,  0W^>)  a  ainsi  une  infinité  de  valeurs  algébriques,  égales 

à  celles  de  l'arc  .M,M^  (entendues  au  sens  de  la  trigonométrie);  elles 
ont  pour  formule  générale 

(1)  (0W^„  OW,)  =  a-f-2A7r, 

a  étant  Tune  quelconque  d'entre  elles,  puisque  telle  est  la  formule 
classique  pour  les  arcs. 

4°  En  particulier,  on  appellera  angle  polaire  d'une  droite  dirigée,  de 
direction  positive  OW,  l'angle 

()  =  {0x,  OW), 
dont  il  faut  faire  tourner  Ox  pour  l'amener  sur  OW.  Et  cet  angle  polaire 
a  une  intinilé  de  déterminations,  comprises  dans  la  formule 

(2)  6  =  0„-|-2/c^, 
où  6^  est  l'une  quelconque  d'entre  elles. 

5°  .Soient  0,  et  0^  les  angles  polaires  de  OW,  et  de  OWj  (c'est-à-dire 
une  détermination  quelconque  de  chacun  d'eux).  La  formule  démontrée 
en  trigonométrie  pour  les  arcs 

donne  immédiatement  pour  évaluer  l'angle  (OW,,  OWg),  la  formule 

(3)  (0W„  0WV)  =  (6,— 0,)-h2A-7:. 

6"  Supposons  maintenant  deux  droites  sur  lesquelles  aucun  sens  positif 
nest  donné;  et  soient  (A,)  et  (A^)  les  parallèles  menées  par  l'origine. 
On  imaginera  encore  la  rotation  d'une  droite  (A)  passant  de  la  position 
(A,)  à. la  position  (\)  :  l'angle  aura  donc  encore  un  côté  origine  et  un 
côté  extrémité. 

(1)  Ces  rotations  sont  en  nombre  infini,  la  droite  OW  pouvant  passer  un  nombre 
quelconque  de  fois  par  la  position  OW^  avant  de  s'y  arrêter  définitivement;  elles 
peuvent  se  faire  dans  le  sens  positif  ou  dans  le  sens  négatif. 
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Appelons  Oy\\  rime  quelconque  des  demi-droites  déterminées  par  0 
sur  (A,);  par  OW,  l'une  quelconque  des  demi-droites  déterminées  parO 
sur  (A^);  et  désignons  par  OW  la 
demi-droite  de  (A)  appliquée,  au 
départ,  sur  la  demi-droite  OW,;  elle 
pourra  être  arrêtée,  à  la  fin  de  la 
rotation,  soit  sur  0W,>,  soit  sur  OWj. 
Comme  on  passe  de  OW,  à  OW,  par 
une  rotation  zb -,  si  la  première 
hypothèse  donne,  d'après  (1),  les 
rotations  aH-î^/vTt,  la  seconde  don- 
nera les  rotations  a-i- (2A±4)7:. 
Comme  2/i:  désigne  tous  les  entiers 
pairs,  et  (2A-±1)  tous  les  entiers 
impairs,  on  a  la  formule  unique 

(4)  (A,,  A,)  =  y.-i-k-  =  (OW,,  OW,) 

7°  Si  on  a  les  angles  polaires  0,  et  0,,  correspondant  à  des  directions 
arbitrairement  choisies  sur  A,  et  sur  A^,  les  formules  (3)  et  (4)  donne- 
ront 

(5)  (A.,  A,)  =  (62  — 6,) -4-^71. 

Remarque  I .  —  Il  résulte  de  là  que  Vangle  d'une  demi-droile  avec  une 
autre,  étant  déterminé  à  S/cr  près,  doit  être  défini  par  son  cosinus  et 
son  sinus,  ou  par  la  tangente  de  la  moitié  de  cet  angle. 

L'angle  d'une  droite,  non  dirigée,  avec  une  autre,  étant  déterminé  à 
/v7t  près,  sera  défini  par  sa  tangente. 

Remarque  2.  —  Il  est  souvent  commode  d'indiquer  un  angle  par  un 
petit  arc  de  cercle,  terminé  par 
une  flèche.  On  définit  ainsi,  en 
inscrivant  la  lettre  qui  désigne 
l'angle  en  regard  de  cet  arc,  le 
côté  origine  et  le  côté  extrémité 
de  cet  angle  ;  mais  non  la  valeur 
même  de  l'angle,  qui  n'est  dé- 
terminée qu'à  2/iz  près,  ou  à  kr. 
près.  Par  exemple  la  figure  ci- 
contre  veut  dire  : 

0,  =  {Ox„  OW,),  •       0.,  =  (Ox,  OW,),         o  =  (0W„  OW,) 


8"  On  a  souvent  à  évaluer  l'angle  W,OW,  de  deux  demi- droite  s ,  consi- 
déré au   point  de  vue  géométrique,  c'est-à-dire   indépendamment  de 
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toute  question  de  sens  de  rotation,  et  la  valeur  de  cet  an};le  étant 
comprise  entre  0  et  t..  Il  est  dcfitii  par  soii  aisnius. 

Si  on  a  introduit  les  angles  polaires  0^  =:  (Ox.  OW,),  0._,  =  lOar,  OW.,), 

oo  remarquera  que  W,0\V,  est  une  déternriination  de  l'un  des  deux 
angles  lOW,.  OW,)  =  (0,  — 0,) -hS^tt,  et  (OW,,  OW,)  =  (6^  — O.,)-^-^/.-?:.^ 
Or,  ces  deux  angles  ont  môme  cosinus,  qui  est  cos(0.,  —  0j)  =  cos(6j  —  0^). 
Donc 

(ti)  cos  WjOW.,  =  cos(0,  —  0,). 

198.   Cosinus  directeurs.  —  Soit  u'u  une  droite  dirigée,  ou  axe. 

Quand  on  parle  de  sa  direction,  on  entend  par  là  la  propriété  commune 

à  tous  les  axes  parallèles  et  de  même  sens  positif.  Le  mot  a  donc  un 

sens  plus  complexe  que  dans  le 
cas  d'une  droite  non  dirigée 
(n°  79).  On  évitera  les  ambiguïtés 
en  parlant,  pour  un  axe,  de  sa 
W  direction  positive. 

On  peut  définir  cette  direction 
positive  par  deux  coefficients  de 
direction,  a,  b,  qui  seront  les  pro- 
jections d'un  vecteur /;osi/t/"  C,C^, 
porté  par  Taxe  (ou  par  un  axe 
parallèle  et  de  même  sens)  :  la 
direction  qui  va  de  l'origine  à 
l'extrémité  du  vecteur  est  celle 
de  Taxe.  Ces  coefficients  de  direc- 
tion  sont   aussi   les   coordonnées 

d'un  point  quelconque  C  de  la  demi-droite  OW,  menée  parallèlement 

à  u'u,  dans  le  sens  positif  u'u. 

En  se  reportant  aux  résultats  des  numéros  78  et  79,  on  voit  que, 

pour  que  (a,  b)  et  (a',  b')  définissent  ainsi  la  même  direction  positive  , 

il  faut  et  il  suffit  que  l'on  ait  : 

(1)  a'  —  ka,         b'  —  kb,         k  >  0, 

k  étant  un  nombre  positif,  car  il  désigne  le  rapport  de  deux  vecteurs 
de  même  ligne  d'action  et  de  même  sens. 

Si  le  vecteur  C,C_,  est  de  longueur  i,  on  l'appelle  vecteur  unité  de 
l'axe;  et  les  coeftîcients  de  direction  correspondants  a,  fi  prennent  le 
nom  de  cosinus  directeurs '^K  Le  point  C  est  alors  en  M  sur  le  cercle 

(1)  Nous  supposons,  dorénavant,  que  toutes  les  longueurs,  et,  en  pailiculier,  les 
abscisses  et  les  ordonnées,  sont  mesurées  avec  une  même  unité. 
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trigonométrique,  de  sorte  que  ses  cosinus  directeurs  définissent  l'angle 
polaire  0  de  la  demi-droite  0\V,  par  les  formules  : 

(2)  a  =  cosO,         [i  =  sine,         ()=z{0.v,0\y)  =  {Ox,u'u). 

Remarque.  —  On  a  (Oo^,  OW)  =:0,  (Oa-,  0?/)  =  ^.  Donc,  d'après  la 
formule  (6), 

ces  1/0 W  =  cos  (  0  —  î>  )  =  sin  0. 
Par  conséquent 

(3)  a  =  cosa70W,         ri  =  cos?/0\V, 

ce  qui  justifie  le  nom  de  cosinus  directeurs,  donné  à  a  et  Ti. 

199.  Projections  d'un  vecteur.  —  Soil  C^C^  un  vecteur  quelconque, 
porté  par  l'axe  u'u,  a  sa  valeur  algébrique.  Désignons  toujours  par  6 
l'angle  polaire  de  l'axe,  6  =  (0a?,  m'm),  et  par  a,  8,  ses  cosinus  direc- 
teurs. Si  a,  (j,  désignent  les  projections  du  vecteur  CjC^,  nous  avons, 
par  les  formules  (1)  du  numéro  78, 

(4)  ii=px,         6  =  c8, 

puisque  p  est  le  rapport  du  vecteur  C,C^  au  vecteur  unité  de  l'axe;  et 
que  (a,  b),  (a,  p)  sont  les  composantes  respectives  de  ces  deux  vecteurs- 
On  peut  écrire  aussi 

(5)  «  =  pcos6,         b  =  ç,sin(). 

Longueur  d'un  vecteur.  —  On  en  conclut  le  carré  de  la  longueur  du 
vecteui-,  car 

a-  -+-  b-  =  0-  cos-<J  -+-  0-  sin-ô  =  p-  (cos-0  +  sin-ô)  =  p^. 

Donc 

(6)  c^  =  'Q:l  =  (r--^h\ 

Distance  de  deux  points.  —  Soient  {x^,  yj,  {x^,  y.^)  les  coordonnées 
des  deux  points  Cj  et  C,.  En  gardant  les  notations  précédentes,  p^  est 
le  carré  de  la  distance  des  deux  points;  et  ou  a  (n"  77) 

a  =  x,  —  x^,         b  =  tj.,  —  y^. 

D'où  la  formule  qui  donne  la  distance  de  deux  points 

(7)  ^l  =  (^-2  —  ^i)--^{y2  —  yif- 

Pour  la  distance  d'un  point  M,  de  coordonnées  {x,  y),  h  l'origine,  on 
a  en  particulier  {x., ^x,  y.,=:zy;  x^=z 0,  y^  =  0), 

(8)  m'  =  x'--hy-. 
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Remarque.  —  D'après  los  formules  (2),  les  cosinus  directeurs  a,  p 
d'un  axo  satisfont  à  la  condition  : 


(9) 


1. 


Réciproquement,  si  deux  nombres  a,  [5  satisfont  à  celte  condition, 
ce  sont  les  coordonnées  d'un  point  M,  qui,  d'après  la  formule  (8),  est 
à  l'unité  de  distance  de  0  :  il  est  donc  sur  le  cercle  trigonométrique, 
et  ses  coordonnées  sont  de  la  forme  (2).  La  condition  (9)  est  donc 
nécessaire  et  suffisante  pour  quil  existe  un  angle  G  satisfaisant  aux 
formules  (2);  ou,  ce  qui  revient  au  même,  pour  que  a,  ^  soient  cosinus 
directeurs  d'un  axe. 

Calcul  des  cosinus  directeurs  d'un  vecteur.  —  Soient  (a,  b)  les  projec- 
tions d'un  vecteur,  :  sa  longueur,  (p  >  0).  La  direction  de  ce  vecteur 
(sens  de  son  origine  vers  son  extrémité)  a  des  cosinus  directeurs  x,  p, 
définis  par  les  formules  (4),  où,  d'après  (6),  p  =  -h  sja^  -h  è^,  (puisque 
p  >  0).  On  a  donc  les  formules 


(10) 


:COS0: 


s/a« 


fi  =  sin6 


v/a^ 


200.  Coefficient  angulaire.  —  D'après  la  définition  du  numéro  80, 

m  étant  le  coefficient  an- 
gulaire d'une  droite  (D), 
et  (A)  la  parallèle  à  (D) 
menée  par  0,  on  a w=  AT. 
Or   AT   est  la   tangente 
trigonométrique  de  l'un 
quelconque    des    angles 
polaires  de  OW,  ou  de 
^  OW.  On  a  donc,  d'après 
la     définition     du     nu- 
méro 198  (6°), 
?n  =  tgO, 
0  =  {x'x,  D)  =  [x'x.  A). 

Ainsi,     le     coefficient 
angulaire    définit    lune 
quelconque  des  rotations 
qui    amènent  l'axe   des 
X  à  être  parallèle  ci  la  droite   considérée. 

Remarque.  —  On  peut,  en  particulier,  choisir  pour  0  le  plus  petit 
angle  polaire  positif  %  de  la  direction  OW  qui  est  iiu-dessus  de  x'x 
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(c'est-à-dire  du  môme  cAté  que  Oy  par  rapport  à  x'x).  Il  est  compris 
entre  0  et  -.  On  peut  donc  écrire 

(12)  »i  =  lgOo, 

Og  étant  l'angle  géométrique  formé  par  la  direction  positive  de  l'axe 
des  X  et  la  direction  ascendante  de  la  droite  (direction  qui  va  vers  les 
y  positifs). 

201.  Angle  de  deux  vecteurs,  ou  de  deux  axes.  —  Soient  Ow,  Oy, 

deux  demi-droites,  portant  deux  vecteurs  OA,  UB.  Les  composantes 

de  ces  vecteurs,  c'est-à-dire 

les  coordonnées   {a,  b)  de  A 

et  (a',  b)  de  B,  sont   aussi 

coefficients  de   direction  de 

ces  demi-droites.  Soit 

9  =  (0w,  Oy)=:(OA,  OB). 

Si  on  appelle  0  et  6'  les 
angles  polaires  de  Ou  et  Oy, 
on  a,  d'après  (10), 


cosO 
/  cosO' 


\a-  H-  b- 
a! 


sinO 


sinO'^ 


Et  la  formule  (3)  s'écrit  ici 

o  =  0' —  0 -^  SA'TT. 
On  en  conclut 


b' 

v/a'2  +  6'-' 


coS9:=cos(0'  —  O)  =  cose  cose'+  sinOsinO', 
sin-:,^  sin(0'  —  0)  ^  cosô  sinO'  —  cos6'  sinO. 


Donc 
(13)     COSO 


ao!  -{-  bb' 


sinc&  = 


ab'  —  ba' 


^a^^b-'.yja^^b'-''         ^'    '       sja' ^b""  .^a- -^  b"^ 

Remarque.  —  Si  on  désigne  par  p  et  p'  les  longueurs  p  =  y/a^  -h  b-, 
p'^^a'"  +  6'^.des  deux  vecteurs,  ces  deux  formules  équivalent  à 

(14)  pp'coscp  =  aa'-f- Aè', 

(15)  pp' sin  s.  :=  fl//  —  ba' . 

Produit  scalaire.  —  Le  premier  membre  de  (14)  est,  par  définition, 
le  produit  scalaire  OA.OB  des  deux  vecteurs.  La  formule  (14)  s'énon- 
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cera  donc  :  Le  produit  scalaire  de  deux  vecteurs,  de  composantes  (a,  b) 
et  {a\  b  ),  est  égal  à  aa'  -\-bb'. 

Interprétation  géométrique  du  produit  scalaire.  —  1°  Cas  particulier.  — 

Si  les  vecteurs  OA  et  OB  sont  portés  par  la  même  droite,  on  a 
a«  =  2^"-,  s'ils  sont  de  même  sens;  et  i^(!2A:-i-  l)7r,  si  leurs  sens  sont 
opposés.  Le  produit  scalaire  cc'cos^  est  donc   pp'  dans  la  première 

—, . , , ^ 


V 


w 


O 


hypothèse,  et  — zç'  dans  la  seconde;  cest-à-dire  qu'il  se  réduit  au 
produit  des  longueurs  des  deux  vecteurs,  affecté  du  signe  -h,  ou  du 
signe  — ,  suivant  qu'ils  sont  de  même  sens,  ou  de  sens  opposé.  C'est 
ce  qu'on  appelle  la  valeur  algébrique  du  produit  des  deux  vecteurs. 

C'est  aussi  le  produit  OA. UB  des  mesures  algébriques  des  deux 
vecteurs  (la  direction  positive  choisie,  pour  évaluer  ces  mesures,  sur 
la  droite  qui  porte  les  deux  vecleurs  étant  arbitraire).  Car  ce  produit 
a  aussi  pour  valeur  absolue  pp',  et  son  signe  est  celui  que  nous  venons 
de  délinir. 

2°  Cas  général.  —  Dans  le  cas  général,  nous  remarquons  que 
ç.'/  cos9  =  p(p'  cosï.), 
et  que  p'coso  est  la  valeur  algébrique  de  la  projection  OB'  de  OB  sur 
la  droite  qui  porte  OA  (le  sens  positif,  sur  cette  droite,  étant  celui  de 
OA).  Donc  le  produit  scalaire  de  OA  et  de  OB  est  le  même  que  le 
produit  scalaire  de  OA  et  de  la  projection  de  OB  sur  lui.  On  verrait  de 
même  qu'il  est  égal  au  produit  scalaire  de  OB  et  de  la  projection  OA' 

de  OA  sur  lui.  En  résumé  :  le  produit  scalaire  de  deux  vecteurs  est  égal 
à  la  valeur  algébrique  du  produit  de  Vun  quelconque  de  ces  deux  vecleurs 
par  la  projection  de  Vautre  sur  lui. 

Orthogonalité.  —  La  condition  d'orthogonalité  des  deux  vecteurs  est 
cos-.i  =  0,  donc  : 

(16)  aa'-hbb'  =  {). 

Elle  exprime  que  le  produit  scalaire  des  deux  vecteurs  est  nul. 

Disposition  directe.  —  Pour  que  l'angle  AOB  ait  la  disposition  directe, 
il  est  nécessaire  et  suffisant  qu'on  puisse  amener  OA  sur  OB  par  une 
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rotation    positive   d'amplitude   moindre   que  -;    donc  que   l'un  des 
angles  9  soit  compris  entre  U  et  r,  c'est-à-dire  que  sin-i  soit  positif. 
La  condition  (>st  donc 
(i7)  ab'  —  ba'>0. 

Aire  d\in  (riaixjle.  —  Revenons  maintenant  à  la  formule  (15).  Le 
premier  membre  est,  au  signe  près,  le  double  de  l'aire  du  triangle 
OAB  (voir  la  figure  de  la  page  293).  Le  signe  de  ce  premier  membre 
vient  d'être  interprété.  Nous  concluons  donc  : 

L'aire  d'un  triangle  OAB,  dont  le  sommet  0  est  Vorigine  des  coor- 
données, et  dont  les  deux  autres  sommets  A  et  B  ont  pour  coordonnées 
{a,  b'  et  {a'.  6'),  a  pour  valeur  algébrique  : 

^{ab'  —  ba'); 

le  signe  de  cette  aire  étant  +  ou  — ,  par  définition,  suivant  que  l'angle 
AOB  a,  ou  non,  la  disposition  directe. 


202.  Angle  de  deux  droites.  —  Soit  V  =  (A,  A')  l'angle  d'une  droite  A 
avec  une  droite  A'.  Si  {a.  b),  («',  b')  sont  coefficients  de  direction  de  ces 
droites,  parmi  les  valeurs  de 
Y    figurent    celles   de    l'angle 

o  =:(0A,  OB)  des  vecteurs  OA, 

UB,  dont   ces   coefficients  de 
direction     sont     les     compo- 
santes. 
On  a  donc,  par  les  formules 

(13), 

sin-j       ab'  —  ba' 


tgV  =  tgo  = 


aa 


bb'- 


le  dénominateur  commun  disparaissant.  D"où  la  formule  qui  donne 
tgV,  et  qui  est  rationnelle. 

m  tg^'=Ë^^=tg(A,A'). 


aa'  -+-  bb' 

Si  on  introduit  les  coefficients  angulaires  7n,  m'  des  deux  droites,  il 
m;  a'  =  l,  b'=.m',  ce  qui  donne 
m'  —  m 


suffit  de  faire  a  =  l,  b 


IgV 


^  =  tg(A,  A'). 


i  -h  mm' 
On  retrouverait  cette  formule  au  moyen  des  formules  (5)  et  (11),  en 

écrivant 

tgO'  —  tgO  m'  —  m 


(19) 


tgV  =  lg(0'-6) 


tg6tg6' 
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Orthinfotmlitc.  —  La  condilion  Jorlliogonalilé  (IG)  s'applique  encore. 
Avec  a  =  1,  b=zm;  a'=zi.  b'  =  m\  elle  s'écrit,  en  fonction  des  coerfi- 
cients  angulaires, 

(20)     1 -h  ??<77i' =  0,         ou         mm' =  — 1,         ou         m' z 


i 

m 


Elle  exprime  que  IgV  devient  intini  quand  V  devient  droit,  puis- 
qu'elle s'obtient  en  égalant  à  zéro  le  dénominateur  de  la  formule  (19). 


203.  Définition  de  la  longueur  d'un  arc  de  courbe.  ^  Nous  allons 
revenir  sur  la   détermination  de  la  direction  de  la  tangente    à   une 

courbe,  en  introduisant  sur  cette  tan- 
gente un  sens  positif.  Il  nous  faut, 
pour  cela,  faire  intervenir  la  notion 
de  la  longueur  d'un  arc  de  courbe. 
Soit  M^M  un  arc  d'une  courbe,  ;j/fl?ie 
oui  gauche.  Intercalons  entre  M^  et  M,  sur  cet 
arc,  des  points  de  division  consécutifs'"  Mj, 
Mj,  M3,  ...,  M„_i,  et  formons  la  ligne  brisée 
Mj,MjM„  .  . .  M„_,M.  On  démontre  que  le  péri- 
mètre P  de  cette  ligne  brisée  tend  vers  une  limite 
S  lorsque  le  nombre  n  de  ses  calés  augmente 
indéfiniment  de  manière  que  le  plus  grand 
d'entre  eux  tende  vers  zéro;  et  celte  limite  est,  par  définition,  la  lon- 
gueur de  Varc  MqM. 

D'une  manière  plus  précise  cela  veut  dire  que.  si  on  désigne  par  c 
la  longueur  de  la  plus  longue  des  cordes  M„Mj.  MjM,.   ...,  M„_iM,  à 
tout  nombre  positif  £  correspond  un  nombre 
positif -ri  tel  que  l'inégalité  c  <  r,  ait  pour  con- 
séquence |S  —  P|  <  £. 

On  démontre,  de  plus,  qu'il  résulte  de  cette 
définition  que,  si  l'arc  M^M  tend  vers  zéro  (son 
origine  M^  restant  fixe  et  son  extrémité  M  se 

rapprochant  indéfiniment  de  M)  l'arc  M^M  et 
sa  corde  M^M  sont  deux  infiniment  petits  équi- 
valents (n°  112).  En  d'autres  termes,  le  rap- 

arc  M  M 

^        t-ôrde  M^  '^"^   ^^^^^  ^'   ^^'^'^^  Viivc  tend  vers  zéro. 

(1)  Nous  entendons  par  ce  mot  que  les  points  sont  numérotés  dans  l'ordre  où  on 
les  rencontre,  quand  on  décrit  l'arc  de  Mq  en  M. 
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204.  Cosinus  directeurs  de  la  direction  positive  de  la  tangente  à 
une  courbe  plane.  —  Guusidérons  niainlenuuL  une  courbe  plane. 
Supposons  que,  sur  celte  courbe,  on  ait  choisi  une  origine  A  à  partir 
de  laquelle  on  mesure  les  arcs,  et  un  sens  positif  correspondant  aux 


arcs  positifs.  C'est-à-dire  que  pour  un  point  quelconque  M,  on  désigne 
par  valeur  algébrique  de  lare  AM.  ou  abscisse  curviligne  de  M,  le 
nombre  s  dont  la  valeur  absolue  est  égale  à  la  longueur  de  l'arc,  et  le 
signe  est  (-h),  ou  ( — ),  suivant  qu'un  mobile  qui  décrit  cet  arc  de  A 
en  M  marche  sur  la  courbe  dans  le  sens  positif  choisi,  ou  dans  le  sens 
opposé. 

Cela  posé,  considérons  le  point  M  d'abscisse  curviligne  s,  et  le  point  M' 
d'abscisse   curviligne  5  + As,    As    étant  positif.   La  direction  MS  du 

vecteur  MM'  tend,  lorsque  As  tend  vers  zéro,  vers  une  direction  déter- 
minée MT  de  la  tangente  :  c'est  ce  qu'on  appelle  la  direction  positive 
de  la  tangente^  ou  direction  des  arcs  croissants. 

Cherchons  ses  cosinus  directeurs  :  il  suffira  de  chercher  la  limite  de 
chacun  des  cosinus  directeurs  de  la  direction  positive  MM',  pour  A* 
infiniment  petit.  Soient  x,  y  les  coordonnées  de  M,  a^+Ax,  y-i-Ay 
celles  de  M'.  Les  cosinus  directeurs  de  la  direction  positive  MM'  sont, 

d'après  les  formules  a  =  -,  p  =  -  du  numéro   200,  puisqu'on  a    ici 

a  =z  Ix,  b  =  Ay,  et  que  p,  étant  positif,  est  égal  à  la  longueur  MM', 

àx  Ay 

SÎM"  MW' 

Pour  trouver  leurs  limites,  on  peut  remplacer  MM'  par  l'inlinimen'' 

petit  positif  équivalent  As.  Les  cosinus  directeurs  de  MT  sont  donc  : 

,.     Aa?  ,.     Aw 

lim-r— ,         lim-T-^. 
As  '  As 
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Puisque  lun  peut  consitlérer  x  et  y  tomme  des  toiulions  de  s,  ces 

limites  sont,  par  définition,  les  dérivées  -r-i  zr-- 

^  as     as 

Si  donc  on  désigne  par  j  langle  o=:(0j",  MT),  on  a  les  formules 

(21)  coss^-T-.         svno:=  ,'• 
'  '       as  '       as 

D'après  la  propriété  fondamentale  des  diiTérenlielles,  les  différen- 
tielles qui  y  tigurent  peuvent  être  prises  par  rapport  à  n'importe  quelle 
variable  t,  si  a-  el  y  sont  donnés  en  fonction  de  cette  variable,  et  non 
en  fonction  de  s.  Mais  il  faut  alors  savoir  calculer  ds. 

(ix       dxj 
Différenlielle  de  rare.  —  Remarquons,  pour  avoir  ds,  que  77-  6t  -# 

étant  des  cosinus  directeurs,  la  somme  de  leurs  carrés  est  1  (n°  200). 

Donc 

/dxV       /dy\-       ,  dx'^  ,   dy-       . 

(di)-^[i)=^^         •^^  'd?^I^=^' 

ce  qui  donne  la  formule  fondamentale, 

(22)  ds^  =  dx^-i-d>j-. 

Hemarque  1 .  —  On  voit  (n°  181)  que  dx  et  dy  sont  des  coefficients 
de  direction  de  la  tangente,  c'est-à-dire  les  mesures  algébriques  des 

composantes  MU  et  L'W  d'un  vecteur  MW  porté  par  la  tangente.  La 
formule  (22)  indique  que  la  longueur  de  ce  vecteur  est  égale  à  la  valeur 
absolue  de  ds.  Mais  ds  est  positif,  comme  Tinfiniment  petit  équivalent  As, 
si  le  déplacement  correspondant  MM'  correspond  au  sens  des  arcs 

croissants,  c'est-à-dire  si  .MW  a  la  direction  de  la  demi-tangente  posi- 
tive MT  ;  et  rfs  est  négatif  dans  le  cas  contraire.  Donc  la  valeur  algébrique 

du  vecteur  MW,  de  composantes  dx,  dy,  est  égale  à  ds,  le  sens  positif  sur 
la  tangente  étant  le  sens  des  arcs  croissants.  {Ce  vecteur  a  pour  ligne 
d'action  la  tangente  à  la  courbe). 

Hemarque  2.  —  (Ju  tire  des  formules  (21) 

.K,  =  |, 

ce  qui  redonne  le  résultat  bien  connu  :  le  coefficient  angulaire  de  la 

tangente  est  la  dérivée  -4^  de  l'ordonnée  considérée  comme  fonction 

de  l'abscisse  (n°  83).  Dans  celte  formule,  on  peut  interpréter  <p  comme 
l'angle  o  =  (x'ar,  T'Tj  de  l'axe  des  x  avec  la  tangente,  abstraction  faite 
de  tout  sens  positif  choisi  sur  la  tangente. 
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Remarque  3.  —  Lorsque  la  courbe  tourne  sa  concavité  vers  le  haut 

ii) 

{y  positifs),  la  dérivée  seconde     \    ^  est  positive  (n''  159).  Le  coeffi- 


cient  angulaire  de  la  tangente  m  =  ~A  est  donc  croissant;  et  il  en  est 
de  même  de  9  =  arc  tg?/?,  puisque  sa  dérivée  '* 

do.  1         dm 


d^ 


dm 


1  -h  m-  '  dx 


est  du  signe  de    ,    • 

Donc  lorsque  la  courbe  tourne  sa  concavité  vers  les  y  positifs,  la 
tangente  tourne  dans  le  sens  positifs  lorsque  le  point  de  contact  marche 
sur  la  courbe  dans  le  sens  des  x  croissants.  C'est  le  contraire  si  la  conca- 
vité est  tournée  vers  les  y  négatifs. 

Comme  cela  est  intuitif  sur  les  figures,  on  a  ainsi  l'explication  de  ce 
l'ait  que   le  sens    de  la  concavité 
dépend    du    signe    de    la,  dérivée 
seconde  de  l'ordonnée  par  rapport 
à  l'abscisse. 


Exemple.  —  Cherchons  les  cosinus  direc- 
teurs de  la  tangente  à  la  chaînette  {n°  101) 


On  a 


-• 
a 


dv  =  sh  ~dx 
a 

ds^-  =  (/X2  +  dj2  =  dx2  4-  Sh3^rf.T2  =  f  1  +  sh-i-  )rf.T2. 


\        ^ 

j 

\ 

my^ 

A 

/\ 

:              oc 

0 

u 

(1  )  Le  fait  que  arc  tgm  est  fonction  croissante  de  m  résulte  du  reste  de  sa  définition 
même. 
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Mais  ch"-'^  — sh-     =  I,  donc 
a  a 

'  a  a 

pi  ds-  :=  ch*     djT-, 

Si  ou  prend  pour  sons  des  arcs  croissants  le  sens  des  x  croissants,  ds  sera  du  signe 
de  lis,  et  on  tirera  de  la  formule  précédente 


Donc 


c'est-à-dire 


ds  =  eh  -  dx. 


,            ,  ,  sh-dx 

dx         i  dy  a           ..  x 

ds         .X  ds  u^j              û 

ch-  ch-dx 


sins  =  th- 


cii- 


formules  que  l'on  comparera  aux  formules  du  numéro  105. 

§  2.  —   CHANGEMENTS   DE  COORDONNÉES 
COORDONNÉES   POLAIRES 

205.  Translation  des  axes.  —  Imaginons  deux  systèmes  d'axes  j/Ox, 

y'O'x'  parsilîèles  et  de  même 
sens.  Le  second  sera  défini,  par 
rapport  au  premier,  si  on  se 
donne  les  coordonnées  [x^^,  yj 
de  la  nouvelle  origine  0'  par 
rapport  à  Vancien  système  j/Oj:. 

Soient  (.r,  y),  {x,  y')  les  coor- 
données d'un  même  point  iM  par 
^   rapport     aux     deux     systèmes 
d'axes.  Le  problème  du  change- 
^      ment  de   coordonnées   consiste   à 
"       calculer  {x,  y)   en    fonction   de 
(x\  y'),  et  inversement. 

Il  suffit  pour  cela  d'écrire  que  les  projections  de  OM  sur  Ox  et  sur 

— ^         — »• 
Oj/  sont  égales  à  la  somme  des  projections  des  vecteurs  00'  et  O'M, 

dont  OM  est  la  somme  géométrique  ■". 

Les  projections  de  OM  sont  x,  y.,  par  définition;  celles  de  00'  sont, 

de  même,  x^  et  y^\  et  celles  de  O'M  sont  x'  et  y',  parce  que  les  projec- 

(1)  C'est  le  théorème  connu,  dit  théorème  des  projections.  Voir  les  traités  de  trigono- 
métrie, par  exemple. 


y 

y 

^  t 
/  ^ 

/  1 
/    1 

/   / 

/ 

'^' 

0' 

0 
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lions  d'un  vecteur  sur  deux  axes  parallèles  et  de  même  sens  sont 
égales.  On  obtient  donc  les  formules 

(1  )  x  =  x^-h  x',       y  =  yo-+-  y'.- 

On  en  déduit  les  formules,  résolues  en  x'  et  y', 
(2)  x'=:x  —  x^,         y'  =y  —  y^. 

Ces  formules  correspondent  donc  à  ce  qu'on  appelle,  pour  abréger, 
un  changement  d'origine. 

Exemple  1.  —  Soit  la  courbe  (comparez  n"  106.  Équalinndu  troisième  degré)  : 
(  1  )  y=  0J-'  +  36x2  +  3ca;  4.  d. 

Transportons  l'origine  au  point  d'inflexion,  qui  est  défini  par  (1),  et  par 

(2)  ^^  =  0,        c'est-à-dire        6(ax  +  6)=0. 

Donc  : 

„,  b  26^  —  3a6c  +  a'^d 

(3)  -^0  =  -^-       .Vo  = ^r^ 

Dans  le  nouveau  système,  la  courbe  aura  pour  équation 

(4)  j-o  +  j'  =  a  (a-o  +  x'y^  +  36  (x^  +  xf-  +  3c  {x^  +  x)  +  d, 
qui  sera  donc  de  la  forme 

(5)  y'  =  aV3  +  Wx'i  +  3cV  +  d'. 

Le  point  d'inflexion  devant  être  à  l'origine,  l'équation  analogue  à  (2), 

a'x'  4-  6'  —  0 
devra   avoir  pour   racine   x'  =  0.   Donc   6'  =  0;  et  comme   la  courbe   (0)   passe  à 
l'origine,  son  équation  est  vérifiée  par  x  =y'  z=0.  Donc  d'  =  0. 

L'équation  nouvelle  de  la  courbe  se  réduit  donc  à 

(6)  y'  =  a'x""  +  3cV. 

Elle  ne  change  pas  si  on  remplace  x'  par — -x,  et  y'  par — y';  l'origine  nouvelle 
est  donc  un  centre  de  symétrie.  (Comparez  n"  97.) 

Donc,  la  courbe  (1)  donnée  a  pour  centre  de  symétrie  son  point  d'inflexion.  D'après 
l'équation  (4),  on  a,  de  plus, 

/           i   I    .Ti,       1           û*'  —  ^^ 
a  =:a,        c=  axy  -j-  iox,,  -(-  c  = 

206.  Application  aux  courbes  du  second  degré. 

Exemple  2.  —  Courbes  du  second  degré  '  (équation  sans  terme  enxy). 
a)  Soit  la  courbe 

(a)  Ax2  +  Cj2 -f  2D.f  +  2Ej' +  F  =  0        (AC  7^  0). 

En  complétant,  par  la  méthode  classique  qui  sert  à  l'étude  du  trinôme  du  second 
degré,  le  carré  des  termes  en  x  et  des  termes  en  y,  l'équation  devient  : 

(.)  a(.  +  P)'  +  c(,  +  |)'==„,      h  =  ^  +  ^'-f. 

(1)  La  fcirme  générale  d'une  équation  du  second  degré  est  : 
Axi  +  iBxy  +  Cy-  +  2D.r  +  2E v  -f-  F  =  0. 
On   appelle  courbe  du  second  degré  toute  courbe  représentée  par  une  telle  équation. 
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En  transportant  l'origiDe  au  point 

A'        ■'"-       C" 


(2)  j-„  =  —  .-,       .yo  =  - 


l'équation  devient  :  / 

(3)  Ax  '-  +  Cy  2  =  H.        H  =  ^"  4-  ^'  —  F. 

Elle  ne  change  pas  si  on  cbange  x  en  — x,  y'  en  — y  :  donc  lorigine  nouvelle, 
c'est-à-dire  le  point  (2,  est  centre  de  la  courbe. 

I.  —  Si   h  =  0.  l'équation  est  Ax'-  +  Cr-  =  0 ;  et,  par  suite,  si  AC  >  0,  elle  n'est 
verillée  que  pour  x'  =  y '  =  0;  la  courbe  est  réduite  à  un  point  ; 

Si  AC<0,  l'équation  se  résout  et  devient  y'  =  ±  \/— P^-^'  '«  courbe  se  compose 

de  deux  droites  :   y'=zmx',y'=  —  mx',  (m  =  l/ — ^j,  également  inclinées  sur  les 
axes  de  coordonnées,  et  dont  le  point  de  rencontre  est  centre  du  système. 

II.  —  Si  H  :;£  0  et  si  .\C  >  0,  il  y  a  deu.x  cas  à  distinguer  : 

H        ,    H 


TT  ¥¥ 

1"  A,  C,  H  sont  de  même  signe.  On  peut  poser  —  =  a*,  -^  =  6-,  c'est-à-dire 


et  l'équation  (3)  devient  : 

C'est,  comme  on  le  sait,  et  comme  nous  le  démontrerons  plus  loin,  l'équation 
d'une  ellipse,  rapportée  à  ses  axes  de  symétrie  '  . 

2"  Le  signe  de  H  est  contraire  au  signe  (commun)  de  A  et  C.  —  Les  deux  membres  de 
(3)  n'étant  de  môme  signe  pour  aucun  système  de  valeurs  de  x'  et  y',  Véquation  ne 
représente  aucune  courbe,  et  n'est  même  vérifiée  par  aucun  point, 

111.  —  Si  H=0  et  si  AC<0,  on  posera  :  ^  =  a-,       ^  =  — ^■• 

H  ,„    H        , 

ou  bien  :  Y  "=  —  o^,  ^  =  a^, 

suivant  que  le  signe  de  H  sera  celui  de  X  ou  celui  de  G.  En  transformant  l'équation 
comme  dans  le  cas  précédent,  il  viendra  l'une  des  équations  : 


>"  -      /  -y 

6-  a-       b- 


Jb    ~  J    -    I  .  J    -  O/    -    , 


La  première  est,  comme  on  sait,  et  comme  nous  le  retrouverons  plus  loin,  l'équa- 
tion d'une  hyperbole,  rapportée  à  ses  axes,  l'axe  focal  étant  ./■'  =  0;  la  seconde 
correspond,  de  même,  au  cas  où  l'axe  focal  est  y'  =  0. 

Remarque.  —  Nous  avons  écarté  le  cas  où  AC  =:  0.  Le  cas  A  =  0  va  être  examiné. 

Le  cas  C  =  0  se  ramènerait  à  celui-là  en  changeant  le  rôle  des  axes  de  coordonnées. 

b)  Soit  la  courbe 

(Ji)  Cy2 -f  2Dx -f  2E.y  +  F  =  0        (G76O). 

Complétons  d'abcfrd  le  carré  des  termes  en  y,  ce  qui  donne 

/         F.\2  E* 

C(y  +  g)    -f2Dx  +  K  =  0.         K  =  F  — ^^r- 


(1)  Dans  le  cas  A  =  C,  récjuation  serait  donc  x'- -|- y'^  =:a-,   qui  représente  un 
cercle,  puisqu'elle  exprime  que  la  distance  (x',  y'}  à  la  nouvelle  origine  est  égale  à  a. 


CHANGEMENTS  DE  COORDONNEES 


303 


Nous  pouvons  écrire  cette  équation,  en  supposant  D  ?t  0, 

(1)  c(y  +  lf-\-2D(x  +  ^)  =  0. 

Si  nous  transportons  alors  l'origine  au  point  0',  dont  les  coordonnées  sont 

_       E 


21)  ' 


nous  obtenons 


Nou 


U 


D 


s   poserons  ^  =  —  p,  ou  >, 


=  p.  p  étant  positif,   suivant  que  D  et  C  sont  de 


lue   nous   retrouverons   plus   loin,   d'une 


signes  contraires,  ou  do  même  signe.  L'équation  deviendra  ainsi, 

(2)  y'-  =  2px',        ou        y'-  =  —  2px'. 

La  première  est  ré(|uation  classique 
parabole  de  paramètre  p,  rapportée  à 
son  axe  et  à  sa  tangente  au  sommet. 
La  seconde,  qui  s'en  déduit  en  chan- 
geant x'  en  — a;',  représente  la  para- 
bole symétrique  de  celle-là  par  rapport 
à  l'axe  0'/;  puisque  deux  points 
(x  =  a,  /  =  p),  (x'  =  —  a,  y'  =  p)  sont 
symétriques  par  rapport  à  0  y\  et  que 
si  l'un  de  ces  points  est  sur  la  première 
courbe,  l'autre  est  sur  la  seconde. 

La  seconde  des  équations  (2)  repré- 
sente donc  une  parabole  ayant  l'axe 
des  x'  pour  axe  de  symétrie,  et  Taxe 
des  y'  pour  tangente  au  sommet,  mais 
dirigée  vers  les  x'  négatifs. 

Remarque.  —  Dans  le  cas  D  =  0.  que  nous  avons  écarté,  l'i'ujuation  (,3)  serait 

Cj2  4-2E.y-l-F  =  0. 
Elle  se  résoudrait,  pour  E^  —  CF  ÏJ  0,  sous  la  forme 

y  =  6j        ou        y  =^  6.,. 

La  courbe  se  composerait  de  deux  droites  parallèles  à  Ox,  distinctes  ou  confondues. 

Pour  E2  —  CF  <0.  l'équation  ne  serait  vérifiée  par  aucun  point  du  plan. 

Exemple  3.  —  Éfiiialions  du  centre  dans  les  courbes  du  second  degré. 

Soit 

(y)  0  =/(x,  y]  =  Ax2  +  2B.rj  +  Cyi  +  2D./-  -i-  2Ej  +  F  =  0, 

l'équation  d'une  courbe  du  second  degré,  sous  sa  forme  la  plus  générale. 

Kemarquons  d'abord  que  si  les  termes 
du  premier  degré  manquaient  (D  =  E  ^  0), 
l'origine  serait  centre  de  symétrie  pour  la 
courbe. 

En  elfet,  l'équatloa  ne  changerait  pas 
par  le  changement  simultané  de  x  en 
—  X,  et  de  y  en  —  j;  de  sorte  qu'à  tout 
point  M,  de  coordonnées  (a,  [i)  situé 
sur  la  courbe  correspondrait,  le  point 
M'  de  coordonnées  ( —  a,  —  [i),  situé 
également  sur  la  courbe:  et  M  et  M' 
étant  symétriques  par  rapport  à  l'ori- 
gine, cela  signifie  bien  que  0  serait 
centre  de  svmétrie. 


M((i,-./3j 
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Ri'ciproquenxent,  si  l'origine  est  centre  de  symétrie,  en  coupant  par  une  droite 
quelconque  passant  en  0,  j  =  mx,  on  doit  obtenir  des  points,  symétriques  deux  à  deux 
par  rapport  à  l'origine,  c'est-à-dire  dont  les  abscisses  soient,  deux  à  deux,  égaies 
et  de  signes  contraires. 

Or,  l'équation  qui  donne  ces  abscisses  est  : 

0=/(x,  m.r)=(\  -f2Bm-f  Cm2)xî  +  2(D -f  Em)a;+  F. 

Comme  .on  suppose  que  A,  B,  C  ne  sont  pas  nuls  tous  les  trois,  c'est,  en  général, 
une  équation  du  second  degré.  Elle  devra  avoir  des  racines  égales  et  de  signes 
contraires,  c'est-à-dire  que  leur  somme  doit  être  nulle.  On  doit  donc  avoir,  quel  que 
soit  m,  D  -f  Ern  —  0.  donc  D  =  E  =  0. 

L'absence  des  termes  du  premier  degré  est  donc  nécessaire  et  suffisante  pour  que  l'origine 
soit  centre  de  symétrie. 

Cela  posé,  faisons  un  changement  d'origine  ([uelconque  x=.Xq-{-x'.  y^yQ-\-y'. 
L'équation  devient,  en  appliquant  la  formule  de  Taylor  (n"  189), 

(1)  0  =/(xo  +  x\  yo  +  y)  =/(xo,  yo)  +  (x^-^  +  y'^J  + 

1  /      ?-f  ?-f  ^- 1'\ 

•2\      Jxo  ^xo^^yo  ^y^J 

11  est  inutile  d'ajouter  un  terme  complémentaire;  il  serait  identiquement  nul,  les 
dérivées  troisièmes  de  f{x,  y)  étant  nulles  identiquement. 
On  a,  de  plus,  pour  les  dérivées  secondes,  les  valeurs  constantes  : 

-^  =  2A,         -^-L  =  2B,         -4  =  2C; 
:>xl  ^'Xo^^yo  c-^yS 

et  l'équation  nouvelle  est 

(2)  Ax^  +  2Bx>'  +  Cy^  -f  x'^  +  y:^-{.f{xo,  yo)  =  0. 

Donc  un  déplacement  d'origine  n'altère  pas  les  termes  de  degré  le  plus  élevé. 
Si,  de  plus,  on  choisit  la  nouvelle  origine  par  les  conditions 

(3)  f^  =  0,         f^  =  0, 
^xo  ^yo 

«ette  nouvelle  origine  sera  centre  de  symétrie,  puisque  les  termes  eu  x'  et  y'  man- 
queront; et  réciproquement.  '   t 

Ces  équations  (3)  déterminent  donc  les  centres  de  la  courbe.  Elles  sont  du  premier 
degré;  à  savoir,  en  supprimant  les  indices,  et  divisant  par  2  : 

(4)  Ax+By-fD  =  0,        Bx-fCj'  +  E=0. 

Elles  ont  une  solution  unique,  si  A.C  —  B.B  ^é:  0. 

Ainsi  la  courbe  a  un  centre  unique  si  AC  —  B^  ^  0.  On  appelle  les  équations  (3), 
ou  (4),  les  équations  du  centre. 

Remarque.  —  Dans  ce  cas  AC  —  B^  :±  0,  la  courbe,  (si  elle  existe,  et  si  elle  n'est  pas 
réduite  à  un  point),  est  une  ellipse  ou  une  hyperbole,  ou  un  couple  de  droites  con- 
courantes. Dans  le  cas  AC —  B2  =  0,  elle  est,  (si  elle  existe),  une  parabole  (pas  de 
centre),  ou  un  couple  de  droites  parallèles  {une  infinité  de  centres,  à  savoir  tous  les 
points  de  la  droite  équidistante  de  ces  deux  droites  parallèles). 

Nous  verrons,  en  effet,  que,  par  une  rotation  des  axes,  on  peut  ramener  l'équation 
générale  (v)  à  la  forme  fa)  si  AC  —  B^  ^f:  0;  et  à  la  forme  (fi)  si  AC  —  B^  =10. 

207.  Rotation  des  axes  de  coordonnées.  —  Imaginons  deux  systèmes 
d'axes  de  coordonnées  xOy.,  ^lO^/i,  ayant  même  origine  0.  On  supposera 
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qu'ils    ont    même    disposition.     De    sorte     qu'une    rotation    autour 
de  0  amène  xOy  sur  xfii/i. 

L'angle  0  qui  définit  cette 
rotation  n'est  pas  autre 
chose  que  l'angle  polaire 
de  Oa-p  par  rapport  au  5ys- 
tème  ancien  j/Oa'.  Il  définit 
la  position  du  nouveau  sys- 
tème y^Ox^  par  rapport  à 
l'ancien. 

Le  problème  est  de  cal- 
culer les  coordonnées  {x^, 
y^)  d'un  point  quelconque 
M,  dans  le  nouveau  sys- 
tème, en  fonction  de  ses  coordonnées  {x,  y)  dans  l'ancien  système;  et 
inversement. 

Remarquons    d'abord  que  l'on  a  les  cosinus  directeurs  des  nou- 
veaux axes  dans  l'ancien  système.  Ce  sont,  pour  Oxj,  (n"  199), 

x=:cos6,         ri  =  sin6: 


et  pour  0?/,,  qui  a  pour  angle  polaire  G 


9' 


cos    h 


=  —  sinO, 


sin|  0 


cosO. 


Si  on  forme  le  tableau  à  double  entrée  ci-joint,  on  voit,  d'après  la 
définition    des    cosinus  directeurs,  que  l'une  quelconque  des  quatre 


(T) 


Ox 

0?/ 

OXj 

y. 

Q 

•',7. 

7.' 

fy 

Ox 

Oy 

Ox^ 

cose 

sinO 

o?y. 

—  sinO 

GOSO 

cases  contient  le  cosinus  de  langle  géométrique  formé  par  les  deux 
demi-droites  indiquées  en  tête  de  la  ligne  et  de  la  colonne  auxquelles 
cette  case  appartient. 

Il  en  résulte  que  ?i  chaque  ligne  contient  les  cosinus  directeurs  de 
l'un  des  nouveaux  axes  par  rapport  aux  anciens,  chaque  colonne  con- 
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tient  les  cosinus  directeurs  de  l'uu  des  anciens  axes  dans  le  nouveau 
syslème. 

Cela  posé,  proposons-nous,  par  exemple,  de  calculer  x  eu  fonction 

de  x^  et  j/,.  C'est  la  projection  de  OM  sur  Ox,  c'esL-à-dire  le  produit 

->-  -> 

scalaire  ^^^  du  vecteur  OM  et  du  vecteur  unité  OA  de  Taxe  Or. 

Pour  évaluer  ce  produit  scalaire,  il  suffit  de  remarquer  que  les 

composantes  de  OM  dans  le  système  ^J^Ox^  sont  x^,  y^;  et  que  celles  de 

OA  sont  les  cosinus  directeurs  de  Oa-  dans  ce  système,  c'est-à-dire  a,  a'. 

Le  produit  scalaire  de  deux  vecteurs  {a.  b),  {a',  b')  étant  aa'-\-bb'  [n^  202), 

on  obtient  donc  : 

a?=r:acPj-f- ai/,. 

On  obtiendrait  de  même,  en  projetant  OM  sur  Oj/,  c'est-à-dire  en 
faisant  le  produit  scalaire  du  vecteur  OM,  (composantes  a?,,  î/J  et  du 
vecteur  unité  OB  de  Oj/,  (composantes  p,  [i'),  la  seconde  formule 

Ces  deux  formules  se  lisent  sur  le  tableau  (T).  Pour  avoir  x  qui  se 
trouve  en  tête  de  la  première  colonne,  on  fait  la  somme  des  produits 
des  nombres  qui  sont  dans  les  cases  de  cette  colonne  par  les  lettres  x^ 
et  y,  qui  sont  en  tête  de  leurs  lignes  respectives.  Et  de  même  pour  y. 

Appliquée  à  l'une  ou  l'autre  forme  du  tableau  (T),  cette  règle  donne  : 

(1)  \  -^^^^^i  +  ^^'î/i'         te,)  \  ^•  =  a^icos0  — y,  sinO, 
(  î/  =  l^^i  +  P'î/i'  "'  (  î/  =  -x,  sinO  +  j/,  cosO. 

Ce  sont  les  formules  cherchées. 


Le  tableau  (T)  a  de  plus,  comme  il  a  été  expliqué,  une  signification 
identique  relativement  aux  deux  couples  d'axes,  au  changement  près 
des  lignes  en  colonnes  (et  inversement).  La  règle  ci-dessus  donnera 
donc  les  formules  résolues  en  x^  et  y^,  en  échangeant  seulement,  dans 
son  énoncé,  les  rôles  des  colonnes  et  des  lignes.  Ce  seront  : 

a?j  ^      .r  cos6h- r/ sin6, 
yi  =  —  X  sinO  -f-  y  cos6. 


Pour  avoir  x^,  par  exemple,  on  a  multiplié  les  nombres  a,  p  de  la 


(1)  Ce  produit  scalaire  est,  comme  nous  l'avons  indi(|ué  (n"  202),  la  valeur  algébrique 
du  produit  de   l'un   des  vecteurs  par  la  projection  de  l'autre   sur  lui.  Si  l'un  des 

— ^  — ^>- 

vecteurs  OA  est  égal  à  1,  le  produit  scalaire  se  réduit  donc  à  la  projection  de  OM  sur 

OA,  c'est-à-dire  sur  Taxe  dont  OA  est  le  vecteur  unité. 


Il 
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ligne  où  x,  fij^ure  en  tête,  (dans  Oa:,),  par  les  lettres  x  et  //  qui  fi}<ureat 
dans  les  en-tètes  des  colonnes  contenant  a  et  fi  respectivement  ;  et  on  a 
ajouté  les  produits  obtenus. 

On  peut  encore  déduire  les  formules  (4)  des  formules  (2),  en  remar- 
quant que  la  rotation  ( — 0)  amène  y,Oj?i  sur  yOx;  de  sorte  que,  pour 
obtenir  les  formules  (4),  il  n'y  a  qu  a  changer  dans  les  formules  (2), 
X  en  x^,  y  en  t/,.  et  inversement;  et  à  changer  en  même  temps  6  en  — 0. 

Enfin,  on  résout  les  formules  (2)  par  rapport  à  x^  en  les  multipliant, 
respectivement,  par  les  coefficients  de  x^,  à  savoir  cosO  et  sinO,  et 
ajoutant;  et  de  même  pour  la  résolution  en  y^.  Ce  qui  redonne  encore, 
très  rapidement,  les  formules  (-4). 


208.  Application  aux  courbes  du  second  degré. 

Dans  l'équation  générale  du  second  degré,  où  on  supposera  B  r:^  0, 

(y)  Aa;2  +  2Bxy  +  Cj2  +  2Dx  +  2  Ey  +  F  =  0. 

faisons  le  changement  de  coordonnées  (2).  Les  formules  (2)  étant  homogènes,  les 
termes  du  premier  degré  de  (•;)  ne  donneront  que  des  termes  du  premier  degré  en 
Xi,  Yi;  et  les  termes  du  second  degré  ne  donneront  que  des  termes  du  second  degré. 
Cherchons  seulement  l'ensemble  des  nouveaux  termes  du  second  degré.  Ce  sera, 
d'après  la  remarque  précédente, 

(I)  A(xicos0— y, sin6)-  +  2B(xiCos6— JiSinfj)(j-iSinO+Ji<"'Os6)  +  G(XiSinO+ViCOsfj)2^ 
ou,  en  ordonnant, 

(2)  Aixf  +  2BiXiyi  +  Cirf . 

avec  les  valeurs  : 

i6  +  C  sin20  =  :^4^  +  B  sin26  +  ^-=-^  cos26. 


(3)     A^  =  A  cos2  f)  +  2B  sin  6  cos  f 


A  — C 


(4)  Bi  =  (G  —  A)sin6cos0  +  B(cos26  —  sin^O)  =  B  cos26 

(5)  Gi  =  A  sin2  6  — 2Bsin6cosO  +  Ccos2  6  =  :^-4^  — Bsin26 


2 
sin  26, 


A  — G 


cos  26. 


2  "-""-^  2 

Nous  obtiendrons  une  simplification,  en  choisissant  6  de  manière  que  Bj  soit  nul^ 
ce  qui,  d'après  (4),  a  lieu  pour 


(6) 


tg26  = 


2B 


c'est-à-dire 

26  =  Arc  tg 
6 


A 


2B 


^Arctg- 


A  — C 
2B 


Cette  formule  ne  peut  pas  être  indé- 
terminée, B  n'étant  pas  nul:  si  A  —  G=^0, 

on  prendra  la  valeur  ^  pour  l'Arc  tan- 
gente. 
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On  a  ainsi  le  choix  pour  Oxj  entre  quatre  directions,  deux  à  deux  rectangulaires, 
et  deux  à  deux  opposées,  correspondant  respectivement  aux  valeurs  de  la  forme  : 

fc=0  +  4n,        fc=l+4n,        fc  =  2  +  4n,        fc  =  3  +  4n, 

qà  n  est  un  entier  arbitraire  (voir  la  figure  de  la  page  précédente). 

En  se  reportant  aux  valeurs  (3)  et  (5),  on  voit  ([ue,  pour  deux  directions  opposées, 
Aj  et  Cj  ont  les  mêmes  valeurs:  et,  quand  on  passe  d'une  direction  à  la  suivante, 
les  valeurs  de  A,  et  C-i  s'échangent.  Cela  résulte,  d'ailleurs,  de  ce  que  cela  revient 
à  échanger  sur  la  ligure  les  a.\es  des  Xi  et  des  yi. 

F'our  calculer  A,  et  Cj,  nous  rous  servirons  de  deux  combinaisons  des  équations 
(3)  et  (5). 

A,  +  Ci  =  2^-±^  =  A  +  C 

A^Ci  -  B-  =  [^^^Y  —  I  B  sin26  +  ^^-=-5  cos2f)]  "  —  Fb  cos20  —  ^^=-5  cos26]  ' 

=  (.i+Ç)'_B=-(A^/=AC-B.. 

Ainsi,  puisque  Bi  =  0, 

(7)  Ai  +  Ci  =  A  +  C,        AiC,  =  AC  — B2, 

de  sorte  que  Aj  et  C^  sont  racines  de  l'équation,  (dite  équation  en  s), 

(8)  s2  —  (A  +  C)  s  +  (  AC  —  B2)  =  0. 

Pour  que  celle  équation  ait  une  racine  nulle,  il  faut  et  il  suffit  que  AC  —  B-  soit 
nul:  et,  en  vertu  de  la  remarque  faite  plus  haut,  on  pourra  supposer  les  nouveaux 
axes  choisis  de  manière  que  ce  soit  Aj  qui  soit  nul. 

Il  est  impossible  que  C^  soit  nul  en  même  temps,  car,  d'après  les  formules  (7),  cela 
exigerait 

A  =  — G,         .\C  =  B2;         donc        —  A2  =  B2; 

ce  qui  est  impossible.  B  n'étant  pas  nul. 

En  résumé,  ou  bien  AC  —  B^  :;fc  0,  et  l'équation  sera  ramenée  à  la  forme  : 

(a)  Aixf  +  Cjj'f  +  2DiXi  +  2Eiyi.+  Fi  =  0, 

c'est-à-dire  que.  d'après  le  numéro  207,  la  courbe  est  une  ellipse,  ou  une  hyperbole 
(ou  est  réduite  à  un  point,  ou  n'existe  pas.  ou  est  un  couple  de  droites  concourantes); 
on  bien  AC  —  B'^  =  0,  et  l'équation  serrf  ramenée  à  la  forme 

(p)  CiJl-f  2DiXi-f  2Eiy,  +  Fi  =  0, 

c'est-à-dire  que.  d'après  le  numéro  207.  la  courbe  est  une  parabole,  ou  un  couple 
de  droites  parallèles,  (qui  peuvent  être  confondues);  ou  n'existe  pas. 

Comme,  de  plus,  AjC,^AC  —  B^,  les  résultats  du  numéro  207  montrent  encore 
que  l'inégalité  AC —  B^  >  0  caractérise  le  genre  ellipse,  (cas  particulier  :  ellipse  point); 
Vinégalité  AC  —  B-  <C  0  caractérise  le  genre  hyperbole,  (cas  particulier  :  droites  concou- 
rantes); Végalité  AC  —  B^  =  0  caractérise  le  genre  parabole,  (cas  particulier  :  droites 
parallèles  ou  confondues). 

209.  Changement  général  de  coordonnées.  —  t'A^nl  donnés  deux 
systèmes  d'axes  quelconques,  yOx,  iji0'x\,  ayant  la  même  disposition, 


f 


CHANGEMENTS  DE  COORDONNEES 


(  y 


309 
en  se 


on  d(''linit  le  second  (par  exemple)  par  rapport  au  premier, 
donnant  :  1°  les  coordonnées 
(Xp,  t/ç)  de  la  nouvelle  origine 
0';  "1"  l'angle  0  de  la  rotation 
qui  amènerait  les  anciens  axes 
à  être  parallèles  aux  nou- 
veaux, et  de  même  sens; 
angle  qui  fournil,  comme  au 
numéro  :208,  le  tableau  des 
cosinus  directeurs  des  nou- 
veaux axes  par  rapport  aux 
anciens,  (et  des  anciens  par 
rapport  aux  nouveaux). 

Si  on    introduit  le  système 
auxiliaire   y'O'x',   d'axes  parallèles  à  ceux  du  système  '/Ojp,  (et  de 
même  sens),  on  a,  par  les  formules  des  numéros  206  et  208  : 


:XQ-i-x\         (  a;'  =  a^,  cosO  —  ï/j  sinO. 
î/o  +  y''         (  «/'  =  a?iSin6  +  î/jC0sô. 

On  en  conclut  les  formules  générales  de  transformation  de  coordonnées, 

a^.cosô  —  v<sinO.  ,_     \x  —  a7„:^jc.cosÔ  —  w.sinô, 

ou  (2)  s 
■v/iCOsO,  l  y  —  j/Q  =  a?jSinO-|-?/jCOs6. 

Sous  la  forme  (2)  elles  se  résolvent  par  rapport  à  x^  et  j/j,  comme 
on  l'a  expliqué  à  la  fin  du  numéro  208,  ce  qui  donne, 

a^j  =       {x  —  x^)  cos  6  +  (/y  —  y^)  si n  0 , 
7/1  =  —  {x  —  x^)  cosO  H-  (y  —  !/q)  cosO. 


(3) 


210.  Coordonnées  polaires.  —  Étant  donné  dans  un  plan  un  système 
d'axes  t/Oa?,  on  peut  définir  la  position  d'un  point  M  par  rapport  à  ce 
système  de  la  manière  suivante.  Sur  la  droite  OM  on  choisit  un  sens 
positif  Om  :  la  demi-droite  Ou  sera  définie  par  son  angle  polaire  6,  et 
la  position  de  M  sur  l'axe  u'u  sera  définie  par  l'abscisse  correspon- 
dante /•  =  OM. 

On  dit  que  /•  et  0  sont  les  coordonnées  polaires  de  .M;  r  son  rayon 
vecteur,  0  son  anyle  polaire.  L'axe  x'x  s'appelle  Vaxe  polaire,  0  le  pôle. 

Remarque.  —  Si  on  se  donne  une  valeur  de  0  et  une  valeur  de  r,  la 
position  de  M  est  définie  sans  ambiguïté,  d'après  ce  qui  précède. 
Mais  à  un  point  M.  correspond  une  double  infinité  de  systèmes  de  valeurs 
dereif). 

En  effet,  ayant  choisi  pour  Ou  l'une  des  directions  possibles,  et  ô^ 


310 


r.HANGEMENTS  DE  COORDONNEES 


étant  l'ua  des  angles  polaires  correspondanis,  la  valeur  r^  de  r  est 
entièrement  déterminée.  Cela  donne  les  valeurs  générales 

Mais  si  on  choisit  pour  Ou  la  direction  opposée,  elle  correspond  aux 


angles  0(,-f---^  2Â:r=:0o-h(^2/.--i-l)-,  et  la  valeur  de  OM  devient — r^. 
Doii  le  second  système  de  valeurs 

(2)  r  =  —  >•„,        o  =  0,  +  (2A-  +  l)7r. 

Pour  un  des  systèmes  (1),  (2),  le  point  M  est  défini  par  un  rayon 
vecteur  positif;  pour  l'autre,  par  un  rayon  vecteur  négatif. 

Formules  de  passage  des  coordonnées  polaires  aux  coordonnées  rectan- 
gulaires. —  Les  projections  x^  y  du  vecteur  OM  sur  les  axes  Ox, 
Ot/  sont  données  immédiatement  par  les  formules  du  numéro  200. 
Donc, 

(3)  a?  =  '/'cos0,         îy  =  rsin6. 

Ces  formules  permettent  donc  de  passer  des  coordonnées  polaires 
aux  coordonnées  rectangulaires.  Résolvons-les  en  r  et  0.  On  en  tire 
d'abord,  en  élevant  au  carré  et  ajoutant, 

X- -h  y- =  r- ;         donc         r  =  j-q  ^  y  j^  h- y-,         ou  bien         /' =  —  r^, 

r^  désignant  ici  le  rayon  vecteur  positif. 
1°  Pour  î"  =  /'o  les  formules  (3)  donnent  ensuite 

X  X  .    , ]\ y 


cosO  = 


sinO=  —  = 


>\     \x'-hy' 
équations  dont  la  solution  est  de  la  forme 

()  =  (), -h  1k-. 


r^ 


sjx'-  +  y^ 
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2"  Pour  )■  = -^  ?'^,  on  a  de  même 


cosO  = ; 


: — cosO,..     sinO^ — ^= 


_      ?/. 


'•o       v-i-+r 


yjx'-^if 


-si  n  0„ 


donc 


0  =  0^-f--4-2A-7:. 
On  retrouve  ainsi  des  résultats  conformes  à  la  remarque  ci-dessus. 


211.  Détermination  de  la  tangente  à  une  courbe,  en  coordonnées 
polaires.  —  Si  un  point  M  décrit  une  courbe,  ses  coordonnées  polaires  r 


et  6  sont  des  fonctions  d'un  paramètre  /,  de  même  que  ses  coordonnées 
rectangulaires  x  et  y. 

Si  on  différentie  alors  les  formules  (3),  on  obtient  : 

dx=  [dr)  cos6  —  (rd^).  sinO, 
dy  =  (dr)  sinO  -h  (rd(i).  cosO. 


(4) 


—V 

Or,  on  sait  que  dx,  dy  sont  les  composantes  d'un  vecteur  M\V  porté 
par  la  tangente  à  la  courbe  :  ce  sont  donc  les  coordonnées  de  Textré- 

mité  W,j  du  vecteur  OW^,  équipoUent  à  MW. 

D'autre  part  les  formules  (4)  ne  sont  pas  autre  chose  que  les  formules 
de  rotation  daxes  de  coordonnées,  pour  la  rotation  0  qui  amène  a?Oj/ 
en  uOv,  Ou  étant  la  direction  définie  par  l'angle  polaire  0.  Ces  formules 
de  rotation  seraient,  en  effet,  en  désignant  les  nouvelles  coordonnées 
par  M,  V, 

x  =  u  cosO  —  u  sinO,         y  =  u  sinO  -h  v  cosO. 

Et  les  formules  (-4)  s'en  déduisent  quand  on  remplace  x  par  dx, 
y  par  dij,  u  par  dr.  v  par  rdO.  On  en  conclut  donc  que  le  point  W^ 
est  celui  qui  a  pour  coordonnées  dr  et  rdf)  dans  le  système  auxiliaire 
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Om,  Or.  C'esl-à-dire  que,  dans  ce  système,  le  vccleur  M\V  a  pour 
composantes  dr  et  rrfG. 

Ainsi,  le  déplacement  infinitésimal  tangent  ds  a,  pour  projection  sur 
le  raifon  vecteur,  dr;  et,  pour  projection  sur  la  perpendiculaire  au 
rayon  vecteur,  rrfô. 

De  là,  les  conséquences  suivantes  : 

1°  On  a.  pour  la  longueur  dr  l'arc  en  coordonnées  polaires,  la  formule 
différentielle  (qui  exprim(i  que  \ds  \  est  la  longueur  du  vecteur  de 
composantes  dr.  rdh). 

(o)  ds''=dr--^rH(i-. 

2°  Dans  le  système  auxiliaire  uOv,  la  tangente  a  pour  coefficients 

de  direction  dr,  rdQ]  et,  par  suite,  pour  coefficient  angulaire  -T7.  En 

d'autres  termes,  si  on  désigne  par  la  lettre  V  Tangle  V  =  (u'u.  T'T) 
dont  il  faut  faire  tourner  le  rayon  vecteur  pour  l'amener  sur  la  tan- 
gente, on  a  la  formule 

(6)  tSV  =  ^- 

qui  définit  la  position  de  la  tangente,  une  fois  le  point  de  contact  placé. 
Pratiquement,  il  vaudra  mieux  en  général,  pour  placer  la  tangente, 

construire  le  vecteur  MW,  au  moyen  de  ses  composantes  dr  elrdf), 

relatives  aux  axes  Ouv;  on  tra- 
cera pour  cela  le  contour  rec- 
tangulaire MRW,  formé  avec  ces 
composantes.  On  pourra,  plus 
généralement,  construire,  de 
même,  un  vecteur  proportion- 
nel /i.MW,  au  moyen  de  ses 
composantes  qui  seront  mesu- 
rées par  des  nombres  k.dr, 
k  .rdb,  proportionnels  à  dreird^). 

Exemple.  —  Considérons    la    courbe 
représentée    par  l'équation    r^ae'"'', 
où  a  est  une  longueur  donnée,  et  m  un 
rfombre  donné,  non  nul,  ([ue  nous  sup- 
poserons, par  exemple,  positif. 
Lorsque  b  varie  de  0  &  -{-  ce,  Ou  pivote  autour  de  0,  et  0M  =  r  augmente  indéfini- 
ment,  en  croissant  constamment,   à   partir  de   la   valeur  r=za.  La  courbe  tourne 
autour  du  pôle  à  partir  du  point  A,  en  s'évasaut  de  plus  en  plus. 

Si  6  varie  de  0  à  —  ce,  Ou  pivote  en  sens  contraire,  et  r  décroît  toujours  et  tend 
vers  zéro.  La  courbe  s'enroule  autour  du  pùle  et  s'en  rapproche  indéfiniment. 


y 

• 

^ 

% 
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r 
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On  dit  que  la  courbe  est  une  spirale,  et  que  le  pôle  est  un  point  asymptote. 

1         r 
Comme  on  aurait  0^—  log-,  on  appelle  la  courbe  une  spirale  logarithmique. 

On  a  ici 

.y rdh ae"''>db   m 

^     ~  dr  ~  ae'»'>mdb  ~  T  " 

Donc  V  est  constant  :  la  courbe  coupe  sous  un  angle  constant  tous  ses  rayons  vecteurs. 


§  3.  —  REPRÉSENTATION   J)E    LA    DROITE 
212.  Forme  générale  de  l'équation  de  la  droite.  —  Soit  (D)  une 

(0) 


y 


'M 


droite  parallèle  à  Taxe  des  y,  a  l'abscisse  du  point  où  elle  rencontre 
l'axe  des  x.  Cette  droite  est  représentée  par  l'équation 

(1)  X  —  a  =  0,         ou        x  =  a 

car  elle  est  le  lieu  géométrique  des  points  dont  les  coordonnées 
vérifient  cette  équation  (comparez  n°  149).  Elle  est,  en  effet,  le  lieu  des 
points  qui  ont  pour  abscisse  a,  ces  points  étant  ceux  qui  se  projettent 
en  .\  sur  l'axe  des  x. 

Soit,  au  contraire  (D)  une  droite  non  parallèle  à  l'axe  des  y, 
b  l'ordonnée  du  point  B  où  elle  rencontre  cet  axe  (ordonnée  à  l'origine), 
et  m  son  coefficient  angulaire.  Nous  avons  vu,  n°  149,  que  cette  droite 
est,  dans  la  même  acception  du  mot,  représentée  par  l'équation 

(2)  y  —  mx  —  6  =  0,         ou         y  =  mx  -+-  b. 

Les  deux  équations  (1)  et  (2j  sont  du  premier  degré  en  x  et  y,  ou  de 
la  forme  ux-\-vy  -{-  ic^O\  avec  m=1,  i'  =  0;  //-  =  —  a  dans  le 
premier  cas,  m  =  —  m,  y  =  l ,  //•  =  —  h  dans  le  second  cas.  Donc  nous 
pouvons  énoncer  : 

Théorème  1.  —  Tout^  droite  est  représentée  par  une  équation  du 
premier  degré  en  x  et  y, 

ux  -\-vy  -{-  iv  =  0. 

Nous  allons  démontrer  la  réciproque. 
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Théorème  2.  —  Héciproquement,  toute  équation  du  premier  deyré 
en  X  cl  y, 

(S)  ux  -h  vy  -h  w  =  0, 

représente  une  droite. 

1''^  Cas.  i'  =  0.  On  ne  peut  supposer  î/^0,  car  l'équalion  se  rédui- 
rait ;\  //'  =  0,  et  serait,  ou  impossible  si  iv  n'était  pas  nul,  ou  entière- 
ment indéterminée,  si  w  était  nul.  On  peut  donc,  en  résolvant  en  x, 
remplacer  l'équation  (3)  par  l'équalion  équivalente 

//' 

w  * 

Elle  représente  donc,  comme  celle-ci,  la  parallèle  à  0|/  qui  coupe 
l'axe  des  x  au  point  A,  d'abscisse 


tv 

u  ' 


5*  Cas.  uzziO.  On  obtient  une  équation  équivalente  à  (3),  en 
résolvant  en  y, 

u  w 

•^            y  y 

L'équation  (3)  représente  donc,  comme  celle-ci,  la  droite  dont  le 
coefficient  angulaire  m  et  l'ordonnée  à  l'origine  b  sont  donnés  par  les 
formules  ^'' 

(.))  7n=. .         0  =z 

Remarque  i .  —  Si  u=0,  v:^0,  la  droite  est  parallèle  à  Ox,  car  son 


B 


M 


(D) 


.x 


coefficient  angulaire  est  nul.  L'équation  s'écrit  du  reste  immédiate- 
ment sous  la  forme 

w                              i.          (  I            w" 
-  -,        ou        y^o,        (  0  = 

V  \  V 


y=—-,         ou         y  =  b,         Uj=: 
sous  laquelle  le  fait  est  évident  (lieu  des  points  d'ordonnée  b). 


(1)   D'où   la   règle  :   Le   coefficient  angulaire  est  le  coefficient  de  x  dans  l'équation 
résolue  par  rapport  à  y. 
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liemarquii  2.  —  Dans  lo  cas  ?' ^  0.  uz£0,  la  droite  étant  parallèle  à 
0(/,    a   un  coeflicient  angulaire   inlini   (n"  80).  On  peut  dire   que   la 

n 

formule  (5)  s'applique  encore,  car  elle  donne  m  =  -tt— . 

213.  Droites  parallèles.  —  Pour  que  deux  droites 

(3)  u.f  H- y?/ -h  w  =  0,  u'x-\~v'\i -\- iv' ^^1  (3') 

soient  parallèles,  il  faut  et  il  sufliL  que  leurs  coefficients  angulaires 
soient  ou  égaux,  ou  tous  deux  iiilinis.  Car  le  coefficient  angulaire  d'une 
droite  définit  une  direction  unique  de  droite,  et  à  une  direction 
correspond  un  coefficient  angulaire  et  un  seul  (n°  80). 

Or,  d'après  la  formule  (o),  le  coefficient  angulaire  est  le  rapport, 
changé  de  signe,  des  coefficients  de  a?  et  y  dans  l'équation  de  la  droite 
considérée.  La  condition  du  parallélisme  est  donc  que  ce  rapport  soit 
le  même  pour  les  deux  équations,  c'est-à-dire  que  les  coefficients  de  x 
et  de  y  dans  les  deux  équations  soient  proportionnels. 

Cela  peut  s'écrire 

(6)  "-  =  "-; 

^    '  U  V 

ou 

(7)  m'  ^  A  u ,         v'  =  A  V  ; 

et  À  ne  doit  pas  être  nul,  car  u  et  v'  ne  peuvent  être  nuls  tous  deux. 
La  seconde  forme  de  cette  condition  équivaut  kVidentité 

u'x  -+-  v'y  =  a(mx  -f-  vy). 

La  condition  du  parallélisme  est  donc  encore  que  l'ensemble  des 
termes  du  premier  degré  soit  le  même  dans  les  deux  équations,  à  un 
facteur  constant  près. 

Remarque.  —  Le  raisonnement  suppose,  pour  être  entièrement  correct,  qu'aucun 
des  quatre  nombres  u,  v,  u,  v'  n  est  nul,  c'est-à-dire  qu'aucune  des  deux  droites  n'est 
parallèle  à  l'un  des  axes  de  coordonnées.  Mais  les  conditions  (b)  et  (7)  entraînent 
cette  conséquence  que  si  u  est  nul,  u  est  nul;  et  que  si  v  est  nul,  v'  est  aussi  nul 
(n°  78,  Remarque).  Elles  expriment  donc  que  si  la  droite  (3)  est  parallèle  à  un  des 
axes  de  coordonnées,  la  droite  (3')  est  parallèle  à  ce  même  axe.  Le  résultat  obtenu 
est  donc  tout  à  fait  général.  On  peut,  de  plus,  remplacer  (6;  par  uv'  —  vu  =  0. 

Cofollaire  1 .  —  L'équation 

(8)  Ma?-|-vj/H-/tr=0, 

où  h  est  un  paramètre  arbitraire,  est  l'équation  générale  des  parallèles  à 
la  droite. 
(3)  ux-hvy  -+-îv=zO. 

Car,  d'après  ce  qui  précède,  elle  représente  des  parallèles  à  cette 
droite,  et  elle  peut  les  représenter  toutes,  puisque  Ton  peut  choisir  h 
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de  manière  que  la  droite  (8)  passe  par  un  point  arbitrairement  donné 
(j-Q,  j/j).  Il  suffit  pour  cela  que  l'on  a.\l  ux^-\-  vy^-j-  fi  =^0,  c'est-à-dire 


ui\ 


i'î/u) 


Corollaire  2.  —  En  particulier,  la  parallèle  menée  par  V origine  à  la 

droite  ux-\~vy-\-iv^=.'destux-\-ini^Q\ 
c'est-à-dire  (\\xelle  s  obtient  en  suppri- 
mant le  terme  constant  dans  l'équation 
donnée. 

Corollaire  3.  —  Cette  remarque 
fournit  immédiatement  un  système  de 
coefficients  de  direction  de  la  droite 
ux-hvy-h  îv=zO. 

Il  suffit  de   prendre   les    coordon- 
nées   d'un    point   C    de    la  parallèle 
ux-hvy  ^=0.    Par  exemple  a=:  —  v, 
6:= -h  m;  car  x^  —  r,  y  =  -Jt-u  satisfont  évidemment  à  cette  équa- 
tion. De  même,  on  peut  prendre 


a  =  ^v, 


b  = 


Corollaire  4.  —  Il  résulte  encore  de  là  que  la  condition  pour  que  la 
droite  (D),  ua? -h  uy -h  ?^  =  0,  soit  parallèle  à  la  direction,  définie  par 
les  coefficients  de  direction  {a,  b),  est  ua-\-vb  ^0.  Car  ce  parallélisme 
signifie  que  le  point  (a,  b)  doit  être  sur  la  parallèle  (A),  menée  à  (D) 
par  l'origine,  et  l'équation  de  cette  parallèle  est  ux  -+-  vy  =  0. 

Droites  confondues.  —  Pour  que  les  équations  (3)  et  (3')  représentent 
la  même  droite,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  deux  droites  confondues, 
il  est  nécessaire  et  suffisant  qu'elles  fournissent,  par  les  formules  (5), 
les  mêmes  valeurs  pour  m  el  b;  car  deux  droites  sont  confondues  si 
elles  ont  même  direction  et  même  ordonnée  à  l'origine,  et  dans  ce  cas 
seulement. 

D'après  ces  formules  (5),  cela  revient  à  dire  que  les  rapports  de 
deux  des  coefficients  de  l'équation  au  troisième  doivent  être  les 
mêmes  dans  les  deux  équations;  ou.  encore,  que  les  coefficients  des 
deux  équations  doivent  être  proportionnels. 

Remarque.  —  Nous  avons  supposé  implicitement,  dans  ce  raisonnement,  que  ni  v, 
ni  i»'  n'est  nul.  Mais  si  u  =  0,  la  droite  (:j)  est  parallèle  à  Oj;  et  la  droite  (3')  ne  peut 
être  confondue  avec  elle  que  si  elle  est  aussi  parallèle  à  Oj,  c'est-à-dire  si  u' =  0. 

Une  première  condition  est  donc  alors  -=;-,.   D'après  la  formule  (4),  il  faut  y 

u      u 

ajouter  -  =  — , ,  Et  l'on  retrouve  ainsi  le  résultat  énoncé. 
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La  proporlionnulilé  dos  coefficients  s'écrit,  dans  tous  les  cas  (Voir 
Memarqxie  du  numéro  78). 

u' v' w' 

u        V       w  ' 


ou 


u  =z  /ai. 


A  y, 


w   :^AU' 


et  X  ne  peut  être  nul,  u,  v',  ir'  n'étant  pas  nuls  tous  les  trois. 
La  seconde  forme  de  celte  condition  équivaut  à  Videntité 


u  X 


V  y 


/Aux 


vy 


Donc  pour  que  deux  droites  soient  confondues,  il  faut  et  il  suffît 
que  les  premiers  menibres  de  leurs  équations  (mises  sous  la  forme 
Ma;  +  uî/  H-  w=.0)  ne  diffèrent  que  par  un  facteur  constant. 


214.  Interprétation  des  coefficients  de  léquation  d'une  droite.  — 


Considérons   la   droite   m-x -h  l'j/ +  2r=rU,  et  la  parallèle  à  l'origine 
Ma'-f-uî/  =  0;  droites  (D)  et  (A). 

Soit  N  un  point  quelconque  de  (A),  de  coordonnées  a-,  j/.  L'équation 

i/x -f- yy  =  0  exprime  l'orthogonalité  des  deux  vecteurs  ON,  de  compo- 
santes a?,  j/,  et  OK,  de  composantes  m,  v.  (N°  202.) 

Donc  u  et  V  sont  les  composantes  d'un  vecteur  OK,  perpendiculaire  à 
la  droite  ux  -h  vy  -^  w  =z  0. 

Kn  d'autres  termes,  u  et  v,  sont  coefficients  de  direction  pour  la 
direction  perpendiculaire  à  lu  droite  ux  -\-  vy  -+-îv  =  0. 

Remarque.  —  Si  un  compare  les  deux  vecleurs  OC,  de  composantes  a'  =  —  v,  b'  =  u, 
porté    par    la    parallèle    (A)    a    la   droite   (D)   considérée,  et   OIv,   de  composantes 
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a  =  M,  6  =  r;  ils  sont  perpoiuiioulaires  et  de  nu^mc  loi\:i;ufur  \  u-  -+■  v-.  L'anple  KOC 
n,    de   plus,    la  disposiliun    directe,    car   ab—ba'  =  u'--{-v~    est   positif   (n"    202). 

Doiu-  OC.  s'obtiendrait  en  faisant  tourner  OK  de  l'angle  -i-  !,  • 

Appliraiio)!  aux  qiieslions  d'angles.  —  Dans  toute  question  d'angles, 
où  interviendra  la  direction  d'une  droite  hj- -h  t'y  H- "' =  0,  il  sera 
préférable  d'utiliser  la  direction  perpendiculaire  (u,  v). 

Par  exemple,  l'ongle  (D,  D')  de  deux  droites. 

(D)  ux-hvy  -h  /r  =  0,        (D')     u'x  -{-v'y  -\-  "''  =  0. 

est  égal  à  l'angle  (P,  ?')  des  directions  {u,  v),  (u,  v')  qui  leur  sont 
respectivement  perpendiculaires.  Car,  par  une  rotation  d'un  angle 
droit  autour  de  l'origine,  les  parallèles  A  et  A',  menées  par  ce  point  à 
D  et  D',  viennent  concéder  respectivement  avec  les  perpendicu- 
laire?, P',  menées  à  ces  droites  par  l'origine.  On  a,  par  suite,  (d'après 
la  formule  (18)  du  numéro  203), 

lg(D,D')=tg(P,P)  =  "»'-""' 


uu  -\-vv 
En  particulier,  la  condition  d'orthogonalitc  est  :  un' 


0. 


Interprétation  de  w.  —  Pour  interpréter  w,  considérons  un  point  M  de  (D),  de  coor- 
données X,  y.  On  a  : 

UX  -|-  UJ  =: W. 

Le  premier  membre  est  le  produit  scalaire  UH.OK  des  vecteurs  OM,  OK  (n'   202). 
D'où  l'interprétation  cherchée 
(7)  w  =  — OH.ÔK 

où  OU  e^t  la  valeur  algébrique  de  la  distance  de  Vorigine  à  la  droite,  comptée  de  0  vers  H, 
et  OK  celle  du  vecteur  de  composantes  (u,  v). 

Si  OD  prend  pour  direction  positive  sur  (P)  la  direction  OK  du  vecteur  (u,  v),  on  a 
donc,  pour  la  distance  OH.  évaluée  algébriquement,  la  formule 


(8) 


0H  =  , 


OK 


\  «-^  -f-  V^ 

On  aurait,  par  suite,  dans  les  mêmes  conditions,  pour  cette  dislance  de  Vorigine  à 
la  droite. 

(9)  Hr)  = 


215.  Formes  diverses  de  réquation  d'une  droite. 

1°  Droite  de  direction  donnée  menée  par  un  point  donné. 

Soient  {a,  b)  les  coefficients  de  la  direction  (A)  donnée;  et,  soient 
(a:^,  î/o)  les  coordonnées  du  point  A  donné.  Imaginons  le  point  C,  de 
coordonnées  (a,  6);  et  soient  (a?,  y)  les  coordonnées  d'un  point  quel- 
conque M  de  la  droite  cherchée  (D). 
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Écrivons  que  le  vecteur  AiM,  de  (composantes  x  —  cc^,  y  —  y„),  est 

parallèle  au  vecteur  OC,  c'est-à-dire  que  leurs  composantes  sont  coelTi- 
cienls   de   direction  de  la  même  direction  (A).  Il  suffit,  pour  cela, 


d'écrire   que    leurs   composantes   sont    proportionnelles   (n"   79). 
obtient  donc  sans  calcul,  la  condition 


On 


(10) 


^'n  _  y  —  Ih 


qui  est  l'équation  cherchée. 

Remarque.  —  Dans  cette  question,  comme  dans  les  questions  analogues,  on  peut 
employer  la  méthode  des  coefficients  indéterminés. 

Soit  ux -\- vy  -\- w  ^=  0  l'équation  inconnue.  En  écrivant  que  la  droite  est  parallèle 
à  la  direction  (a,  6).  on  a  la  condition  u«  +  i'6  =:  0  (n°  214.  Cor.  4).  En  écrivant 
qu'elle  passe  par  le  point  A,  on  a  la  condition  uxq  +  vy^  -\-w  =  Q.  On  satisfait  à  la 
première  en  prenant  u  =  6,  v  =  —  a.  La  seconde  donne,  d'autre  part,  u;:=  —  (uxq  +  "^o)- 
L'équation  cherchée  est  donc  : 

ux  +  '7  —  ("^0  +  "Jo)  =  tt,        ou 

et  en  remplaçant  «,  v  par  les  valeurs  trou- 
vées b,  —  a,  il  vient 


(11)  b{x  —  Xo)  —  a{y 

qui  ne  diffère  pas  de  (10). 


■)'o)  =  0, 


2°  Droite  menée  jjar  deux  points. 
—  Soient  [x^,  y,),  (a?.,,  ?/.,)  les  coordon- 
nées des  points  donnés  A,  B;  et 
(a?,  y)  celles  d'un  point  M  quelconque 
de  la  droite  AB.  En  exprimant  que 

les  deux  vecteurs  AB  (composantes 


x^ 


y> 


?/,),  et  AM,    (composantes    x  —  x^,  y  —  yj,    définissent 
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la    mt^me    direction,   on   obtient,   sans  calcul,^,  l'équation   demandée 


(12) 


a^  — ^'t  _y  — Vi 

^2  —  ^1        Vi—Vi 


3°  Droite  donnée  par  son  abscisse  à  l'origine  el  son  ordonnée  à  l'ori- 
gine. —  Si  les  points  don- 
^  nés  sont  le. point  A,  (a,  0), 

et  le  point  B,  (0,  b),  où  la 
droite  coupe  les  axes  de 
coordonnées  Féquation  pré- 
cédente se  simplifie;  elle 
devient,  en  effet, 


X  —  a 


ï' 


ou 


(13) 


1  =  '- 


C.elU'  forme,  très  simple,  est  facile  à  retenir,  et  on  vérifierait 
immédiatement  que  cette  équation  (13)  admet  bien  les  solutions 
x  =  a,  y  =  0;  x=zO,  y  =  b. 

4°  Perpendiculaire  menée,  par  un  point  donné,  à  une  droite  donnée.  — 
Soit  MX  H- uy -h  «•  z=  0  la  droite  donnée,  et  (a?,,,  y^  le  point  donné.  La 
droite  cherchée  aura  (n"  215)  pour  coefficients  de  direction  m,  v\  son 

équation  est  donc  de   la    forme  (10), 
avec  a  =  u,  b  =  v.  C'est  donc  : 


M) 


Xo_y  —  yo 


5°  Perpendiculaire  menée,  par  un 
point  donné,  à  un  vecteur  donné  {ou  à 
une  direction  donnée).  —  Soit  {x^,  y^) 
les  coordonnées  du  point  donné  A,  et 
(a,    6)   les    composantes    du    vecteur 

—V 

donné    OC   (ou   les  coefficients   de    la 
direction  donnée). 
Soient  {x,  y)  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  M  de  la  droite 
(D)  cherchée. 

En  écrivant  la  condition  d'orlhogonalité  (n"  202)  des  deux  vecteurs 

AM  et  OC,  on  obtient,  sans  calcul,  l'équation  de  la  droite  (D), 
(15)  a{x  —  x,)-hb(y  —  y,)  =  0. 
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6°  Parallèle  menée,  par  un  point  donné,  à  une  droite  donnée.  —  Soit 
ux  -{-  V]/  -h  IV  =z  0 
l'équation  de  la  droite  donnée,  et  (x^,  j/J  les  coordonnées  du  point 
donné.  D'après  le  numéro  213,  l'équation  cherchée  est  de  la  forme 
ux-\-  vi/  -i-  k=zO,         avec         /•:  =  —  {ux^-i-vy^). 
C'est  donc 

(16)  u(x  —  X,)  -hv{y  —  y,)  =  0. 

7"  Équation  normale,  ou  polaire,  de  la  droite.  —  Sur  la  perpendicu- 
laire menée  par  l'origine  à  la 
droile  considérée  (D),  choisis- 
sons un  sens  positif  Op;  et 
soit  .i  l'angle  polaire  de  Op.  C'est 
aussi  l'angle  polaire  du  pied  H 
de  Op  sur  (D).  Soit  p  =  Uti  le 
rayon  vecteur  de  ce  point,  relatif 
à  cette  même  direction  positive 
Op. 

Les  cosinus  directeurs  de  0;> 
étant  coscp,  sin-^;  et  les  coor- 
données de  H  étant  (n°  210) 
p  coso,  p  sin  ç-;  l'équation  de  (D), 

perpendiculaire   menée  par   H  à^  la   direction   (coscs,    sin-jj,  est,  (3°, 
équat.  io), 

(17)  {x  —  p  coscp)  cosç.  H- (i/  —  p  sin-j)  sino  =  0 
c'est-à-dire,  en  simplifiant, 

(18)  X  coso  -+-  y  sin  o  —  p  =  0. 

216.  Distance  d'un  point  à  une  droite.  —  Si  la  droite  (D)  est  donnée 
sous  la  forme  (18),  la  dislance  d'un  point  quelconque  (P),  de  coordon- 
nées {x,  y),  à  cette  droite,  s'e.xprime  très  simplement. 

Nous  évaluerons  cette  distance  rf  =  MP,  en  valeur  algébrique,  le  sens 
positif  étant  défini  par  la  demi-droite  Op.  On  peut  alors  considérer  d 

comme  la  projection  de  HP  sur  Op  ;  c'est-à-dire  le  produit  scalaire  du 
vecteur  HP  et  du  vecteur  unité  HJ  relatif  à  Op. 

Les  composantes  de  HP  sont  x  —  pcoso,  y — psincs.  puisque  les 
coordonnées  de  H  sont  pcoso,  psincp;  les  composantes  de  HJ  sont 
cos'.p,  sincp.  Le  produit  scalaire  en  question  est  donc  : 

dr^{x  — p  cos'f)  coscp  -î-  ((/  —  p  sin  Ci)  sino. 
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Donc 

(19)  f/=:a.'C0S9  4- j/ sin=-  —  p. 

Pour  ohtcnir  d,  il  suffit  doue  de  remplacer  x  et  y  par  les  coordonnées 
du  point  P  considéré,  dans  le  premier  membre  de  l'équation  polaire  de 
la  droite. 

Passons  au  cas  où  la  droile  (D)  est  donnée  par  une  équalion  quel- 
conque, 

(20)  ux  -h  vy  --h  ic  =  0. 

Nous  prendrons  pour  Op  la  demi-droite  qui  porte  le  vecteur  OK,  de 
composantes  u,  v  {n°  214).  En  désignant  par  p  la  longueur  de  ce 
vecleur 

(:21)  p  =  \ir  -h  V', 

nous  avons 


M^pcos-j,         u  =  psino, 
L'équation  (20)  s'écrit  donc 
p(.r  COS9 -h?/ sin-j) -H '^'  =  0,         ou         xcosc: 


V  siuc6  H —  =  0. 

P 


Les  coefficients  doivent  être  proportionnels  à  ceux  de  l'équation  (18), 

(n**  213),  et  les  coefficients  de  x  et  y  sont  les  mêmes.  Donc  les  termes 

w 
constants  sont  aussi  les  mêmes,  et  —  =  —  p,  ou  /r  =  —  pp. 

Nous  avons  donc,  en  résumé, 

M  =  pcoscp,         u=psincp,         w  =  —  pp, 

et,  par  conséquent,  quels  que  soient  x  et  y, 

(22)     ux-{-vy  -T-  i(^'  =  f  (^  cos  o-hy  sin  -^  —  p) 


P  =  vm'  + 


\jU- 


Cela  posé,  la  valeur  algébrique  de  la  distance,  (Z  =  MP,  du  point  P, 
de  coordonnées  x,  y,  à  la  droite  (20),  qui  est  donnée  par  la  formule  (19), 
s'écrit,  d'après  cette  identité  (22). 


(23) 


d  =  -{ux  -\-vy  -+-  w) 


vy 


sju^  +■  V- 


Remarque  I .  —  Cette  distance  d  est,  par  définition,  positive  si  P  est 
dans  celle  des  deux  régions  du  plan,  déterminées  par  la  droite 
donnée  (D),  qui  contient  les  points  situés  au  delà  de  (D)  sur  la  demi- 
droite  0;9,  portant  le  vecteur(M,  v)\  et(/est  négative  dans  l'autre  région. 

Daprès    la    formule    (23),   il    en   est   de   même   pour  le   trinôme 


vy 


!,  qui  est  égal  à  d  \Ju'^  H-  v^ 
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Remarque  2.  —  On  obtient  directement  la  formule  (23)  en  formant  le  produit  scalaire 

du  vecteur  OP,  {x,  y),  et  du  vecteur  OK  (u,  v).  En  rempla(.'ant  le  premier  par  la  somme 
géométrique  :  OH  +  HM  +  MF,  on  obtient   • 

(24)  (OP.OK)  =  ux  +  uy  =  ÔH.ÔK  +  d.OK, 

car  le  produit  (HM.OK)  est  nul,  et  MP  =  d. 

Si  on  suppose  que  P  est  en  H,  on  a  ux  -{-  vy  -{-  w  =  0,  c'est-à-dire  ux  -j-  uy  =  —  w, 
puisque  le  point  H  est  sur  la  droite  (D);  en  même  temps  d  est  nul.  La  formule  (24)  se 
réduit  donc,  dans  ce  cas  particulier,  à  la  formule  (déjà  rencontrée,  n"  214), 

—  u;  =  OH.ÔK. 

On  peut,  par  suite,  écrire  la  formule  (24),  dans  le  cas  g-énéral, 

ux  -\-  vy  =  —  w  -{-  d.OK. 


d'où,  en  remarquant  que  OK  = -f- y""  +  i'-»  (d'après  le  sens  positif  choisi  pour  ()p), 

, ux  -\~vy  -}-  w ux  -\-  vy  -\-io 

~  ÔK  ~     \  u-  -f  v^ 

Remarque  3.  —  Si  on  veut  seulement  la  valeur  absolue  de  d,  on  peut  chercher  les 
coordonnées  de  M,  et  en  déduire  la  distance  MP. 
Soient  X,  V  les  coordonnées  de  M,  elles  satisfont  à  l'équation  de  (D) 

(25)  uX  +  uY  4-  w  =  0, 

et  à  l'équation  de  la  perpendiculaire  menée  par  P  à  (D),  (n"  21b,  4°,  équation  (14)), 

(26)  5^Z_^:-j 

u  V 

La  distance  cherchée  est  donnée  par 

(27)  d2  =  (X-a^)2  +  (Y-y)2. 

C'est  donc  (X  —  x)  et  (Y  —  v)  qu'il  faut  calculer;  on  les  obtient  immédiatement  en 
multipliant  les  deux  termes  des  rapports  (20)  par  ii,  v,  respectivement,  et  ajoutant 
terme  à  terme.  On  obtient 

X  — g;  _  Y  —  y  _  uX-\-  »Y  —  {ux  -\-  vy)  _  —  (ux  -f  vy  -j-  w) 
a  V  u- -\- V-  "~  u-2  _j_  u-  ' 

en  remplaçant  au  numérateur  de  la  troisième  fraction,  uX -f- dY  par  la  valeur  tirée 
de  (25).  Donc 

^-x  =  -  j^T^(«x  +  vy+w);         Y  -  j  =  -  ^,^^.,(ux+vy  +  w); 

et,  en  portant  dans  (27), 

,,         u- 4- v-    ,        ,  ,      .,       (ux  4- vy  4- w)- 


(I)  Nous  admettons  ici  que  ]e  produit  scalaire  de  la  somme  géométrique  de  plusieurs 

—y  — >  ->-  -^ 

vecteurs  Y^,   V,,   ...,   V,i  par  un  autre  vecteur  V  est  égal  à  la  somme  des  produits 

scalaires  de  chacun  de  ces  vecteurs  V,,  V^,  . . .,  V,i  par  le  vecteur  V  : 

'v^(vr+'vî+  ...+Vn)  ="v:  yTh- v^  vr+  . . .  +'vtvt. 

Ce  théorème,  qui  est  une  consé(juence  du  théorème  des  projections,  sera  démontré 
dans  le  Cours  de  mécanique  (tome  llj. 
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On  a  donc,  en  déflnilive.  eu  valeur  absolue, 

.  j  I  —  I  "g  +  py  +  "> 

su'-  +  v^- 


(28) 


217.  Représentation  paramétrique  de  la  droite.  —  On  se  reportera 
à  la  première  ligure  du  numéro  21u.  Lequaliun  de  la  droite  étant 
écrite  avec  les  notations  indiquées  au  1"  de  ce  numéro  215,  introdui- 
sons comme  paramètre  la  valeur  commune  /  des  rapports  (10)  : 


(29) 


a^  —  -^0  __  V  —  Vo 
a  b 


l: 


et  nous  aurons  les  équations  paramétriques,  du  premier  degré, 

(30)  x  =  x,-hal,  y  =  y^-\-bt.  ^ 

Le  paramètre  t,  égal  au  rapport  des  projections  des  vecteurs  AM 

—V 

et  OC,  (ce  dernier  ayant  pour  composantes  a,  b),  est  égal  au  rapport 


des  vecteurs  eux-mêmes  : 

(31)  t 


AM 


A  M 


va- -h  6"'' 

Dans  la  dernière  expression,  on  suppose  que  le  sens  positif  choisi 
pour  évaluer  la  valeur  algébriiiue  AM  est  le  sens  de  0  vers  C. 

Si  I  OC  1  =  1,  a  et  b  deviennent  les  cosinus  directeurs  a  =  coS']/, 
3  =  sinJ/  dune  direction  positive  choisie  sur  (D),  dangle  polaire  •}; 
et  L  devient  la  valeur  algébrique  s  ==  AM,  en  vertu  de  (31)  par  exemple. 
Il  vient  donc  les  formules  paramétriques 

f32)  x  =  j-qH- p  cns'i/,         y  =  j/o^- £  siu'i/. 

Écrites  sous  la  forme 

(33)  X  —  jr^^pcos-i/,         y  —  j/g=  ;  sio'i/, 

elles  expriment  simplement,  de  deux  manières,  les  composantes  du 
vecteur  AM  (n°  199). 


.^   4.   —   REPRÉSE.NTATION  DE.S   COLRBES   USUELLES 

218.  Représentation  du  cercle.  —  L'équation  d'un  cercle,  de  centre  C, 
ix^,  î/„),  et  de  rayon  a.  résulte  immédiatement  de  la  définition  du  cercle  : 
c'est  le  lieu  des  points  M,  tels  que  C^-  =  a-.  Si  on  désigne  par  {x,  y) 
les  coordonnées  de  M,  celte  condition  s'écrit  : 

(1)  {x  —  x,f-h{y  —  y,)-  =  a\ 

Elle  est  donc  l'éifualxon  du  cercle. 
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Si  le  centre  est  à  l'origine, 
{Xf^=]/„  =  0),  elle  est,  plus  siniple- 
menl. 

(2) 


y- 


a-. 


X 


Remarque.  —  Comparée  à  ré(|uation 
générale  du  second  degré  [n"  208),  l'équa- 
tion  (1)  possède  les  propriétés  suivantes  : 

elle  ne  contient  pas  de  ternie  (dit  rectangle),     

en  xy;  et  les  coefficients  de  x-  et  de  y-  sont 
égaux. 

Réciproquement,  une  équation  du  second 
degré  qui  satisfait  à  ces  deux  conditions  ne  peut  représenter  qu'un  cercle.  Elle  est, 
en  elTet,  de  la  forme 

(3)  .\(x^  +  y^)  +  2Dx  +  2Ej  +  F  =  0; 

et,  en  lui  applifiuant  la  méthode  i'  du  numéro  206,  elle  devient 

c'est-à-dire  quelle  prend  la  forme  (i),  en  posant  : 


(5) 


_     n 

Xq  —  —    .  , 


7o  = 


E 
A' 


\)2  4-  E^  —  ÀF 

Ai 


On  peut  donc  affirmer  que  l'équation  (3)  représente  un  cercle,  dont  le  centre  et  le 
rayon  sont  donnés  par  ces  formules  (5). 

Gela  suppose  cependant,  pour  que  l'on  puisse  tirer  a  de  la  troisième  formule,  que 
Dî  +  E^  — AF>0. 

Mais  si  D-  +  E-  —  AF  =  0,  l'équation  (4)  se  réduit  k  (x  —  Xq)-  +  (y  —  J'o)^  =  0,  qui 
n'a  pas  d'autre  solution  que  x=iXo,  y  =  yo;  on  peut  dire  qu'on  a  un  cercle  de  rayon 
nul  (a^^O),  ou  réduit  à  son  centre. 

Si  D2  +  £2  —  AF  <  0,  l'équation  (4j  entraîne  (x  —  Xq)-  +  (y  —  Jo)"  <  0-  ^^  1"'  ^s*^ 
impossible.  L'équation  (3)  n'a  pas  de  signiQcation  géométrique. 

Représentation  paramétrique  d'un  cercle.  —  Si  on  introduit  l'angle 
polaire  t  du  rayon  CM,  on  a,  d'après  les  formules  pour  la  projection 
d'un  vecteur  (n"'  190,  217), 

X  —  o-grrracos/,         y  —  j/(,^asin/, 
c'est-à-dire 

(6)  a^z^a-Q-i-a  cos/,         j/  =  î/„-i- «  sin/, 

équations  paramétriques  du  cercle  de  centre  {x^  ?/J  et  de  raxjon  a. 


Remarque  1.  —  En  changeant  de  paramètre,  on  peut  les  remplacer  par  des  équations 
rationnelles;  il  suffit  de  poser  u=:tgn.  Alors  :  cosi  =  j — j— ^77,  sin< 


les  équations  paramétriques  rationnelles 

(7) 


,         1-U2 

■■^0  +  a^-^^, 


y  =  y<>  +  a 


l+u^ 


_2u_ 

l  +  u2' 


1-i-u^' 


d'où 


(1)  C'est-à-dire  en  complétant  les  carrés  des  termes  en  r  et  des  termes  en  v,  après 
avoir  divisé  par  A. 
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Bemarque  ?.  —  Pour  un  cercle  dont  le  centre  est  à  l'orii^ine,  les  équations  (6)  et  (7) 

sont,  simplement,  avec  u  =  Ig.^. 

1  —  "-  2u 

x  =  (ico3/,        j  =  asin<;        et        a;  =  a,— y- — x,        y  =  a-, 


1  +UÎ' 


l+u^ 


219.  Représentation  de  la  parabole.  — 
La  parabole  est  le  lieu  des  points  équi- 
dislants  d'un  point  F  (foyer),  et  d'une 
droite  u'u  (directrice). 

Prenons  pour  axe  des  x  la  perpen- 
diculaire DF  il  la  directrice,  et  pour 
origine  le  milieu  0  de  DF.  Soit  DF^p 
(paramètre). 

Pour  un  point  quelconque  M  du  plan, 
soit  I  sa  dislance  à  F  (rayon  vecteur),  et 
soit  0  sa  distance  MH  à  la  directrice, 
prise  en  valeur  absolue. 

La  condition  qui  caractérise  lespointsM 
de  la  parabole  est  p  =  Z,  ou  c^  =  o-. 
Désignons    par    {x,    y)    les    coordonnées    de    M;    Tabscisse    de     F 


étant 


P 


on  a 


—  ^)  +?/"•  On  a  d'autre  part,  — ^  étant 
labscisse  de  D,  et,  par  conséquent  de  H,  H>î  =  a?— (  —  ^^  j  =  a;-l-(J. 
D'où  0-  =  HM^  —  f^^P 


La  condition  ç,-  =  0-,  s'écrit  donc  : 


{^-iy^y'={^-^l) 


ou,  après  simplifications, 

(1)  y-  =  2px. 

Telle  est  l'équation  de  la  parabole.  Elle  permettrait  de  construire 
la  courbe,  et  de  retrouver  la  forme  connue,  indiquée  sur  la  figure. 

Hayon  vecteur.  —  D'après  l'équation  (i),    x   est  positif  pour  tout 

point  de  la  courbe;  donc  aussi  HM  =ar-f-^.  On  a  donc,  puisque  p=|HM  1, 


(2) 


220.  Représentation  de  l'ellipse  et  de  l'hyperbole.  —  Étant  donnés 
deux  points  F  et  F'  (foyers),  et  .M  un  point  quelconque,  désignons  par 
ç.  et  s'  les  deux  distances  MF,  MF'. 
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Toute  ellipse  de  foyers  F, 
F'  est  définie  par 

(1)    z-i-ç,'  —  -la  =  0. 

Toute  hyperbole  de  foyers 
F,  F'  est  définie  par 

c'est-à-dire  p'  — 

(3)  (p'  — p  — 2a)(p'  — p-+-2a)  =  0. 
Soit  2c  la  distance  focale  F'F.  Dans  le  triangle  F'MF,  on  a 

(4)  ,     p'  +  p>2c,         lp'-p|<2c, 


o;- 


(o) 


Donc  pour  que  l'ellipse  (1)  existe,  il  faut  a  >  c  :  pour  que  l'hyper- 
bole (2)  existe,  il  faut  a  <C  c. 

Déplus,  dès  qu'on  suppose  a  >  c,  l'inégalité  (5)  entraîne  |p'  —  p]  <  2a; 
c'est-à-dire  que  légalité  (2)  est  impossible  pour  a>c;  et,  par  suite 
aussi,  l'équation  (3). 

De  même,  dès  qu'on  suppose  a<c,  l'inégalité  (4)  entraîne; H- p'  <  2a, 
et  l'équation  (1)  est  impossible. 

Si  on  remarque  encore  que  p -h  p' -h  2a  =  0  est  évidemment  impos- 
sible, tous  les  termes  étant  positifs  ou  nuls,  et  a  n'étant  pas  nul,  on 
conclut  que  l'équation 

(6)     (p  +  p'_2a)(p  +  p'  +  2fl)(p'-p  — 2a)(p'  — p-}-2a)  =  0 

équivaut  à  (1)  pour  a  >  c;  et  à  (3),  pour  a  <  c. 

Elle  caractérise  donc  l'ellipse  ou  l'hyperbole  suivant  que  a  est  plus 
grand,  ou  plus  petit  que  c. 

Elle  s'écrit,  du  reste,  successivement  : 


(7) 


[(p  +  p')^  — 4a^][(p  — p')-  — 4a^]r=0, 

l(p'  +  ?''  —  ^«')  -^-  2p?']  [(  r  -+-  ?"'  —  ^"')  —  -??'] 

(p2  4_  p'2  _  Aa-f  —  AçY'  =  0, 

[(p'-  -h  p'-)-  —  4p2p'2]  —  8a2(p-2  +  p'2)  -f-  iQa'  =  0. 

(,'■2  _  p2y2  _  8^2(^2  _^  ,2)  _^  15^;  ^  0. 


0, 


Sous  cette  dernière  forme,  elle  donnera  l'équation  rationnelle, 
commune  aux  ellipses  et  aux  hyperboles  de  foyers  F  et  F'.  Prenant 
conirfie  axes,  F'F  et  la  perpendiculaire  en  son  milieu;  et  désignant 
par  X,  y  les  coordonnées  de  M,  on  a,  les  coordonnées  de  F  étant  {c,  o), 
et  celles  de  F'  étant  ( — c,  o), 

rj^ix  —  cf-^y-,         ''^■ 


o^  =  ix 


y- 
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:'-  —  p-  =  ira".  p'^  -h  p*  =  2(a-'-  -h  y-  -+-  c-). 

La  condition  (7)  s'écrit  donc,  après  avoir  divisé  par  10. 

c-x^  —  a'{x-  -h  y-  H-  C-)  4-  «^  =  0, 

ou,  en  changeant   les  signes,  el  faisant  passer  les  termes  constants 
dans  le  second  membre, 

(8)  (fl-  —  c-)x''  -h  a-y-  =  a^{a-  —  c')  ; 

ou  encore,  en  divisant  les  deux  membres  par  le  produit  a-{a-  —  c'-), 

y'    _ 


(9) 


X- 
a- 


1. 


Dans  le  cas  de  Vellipse  (a  ^  c),  on  pose  a-  —  c-  =6-,  ou  a-  =:  b- 
el  on  a  l'équation 

a-~^  b' 


(10) 


1. 


Dans  le  cas  de  l'hyperbole  [a  <  c),  on  pose  c-  —  a-  =  b-.  ou  c'-:=a-- 
et  on  a  l'équation 


C-; 


h'; 


11) 


-  — -i-'^l. 
a-       b- 


Ces  équations,  faciles  à  résoudre  eu  7,  permettraient  sans  peine  de 
retrouver  les  formes  connues  de  l'ellipse  el  de  l'hyperbole. 

Occupons-nous  seulement  de  Chyper- 
bole  ([{).  On  voit  que  l'équation  ne 
change  pas,  si  on  change  x  ea  —  x; 
d"où  symétrie  par  rapport  à  Oj.  De 
môme  symétrie  par  rapport  à  Ox. 
Et  aussi  symétrie  par  rapport  à  0, 
X  l'équalion  ne  changeant  pas  quand 
on  change  x  en  —  x,  et  v  en  —  y. 

L'équation  résolue  s'écrit,  en  se 
bornant  à  la  partie  de  la  courbe 
située  au-dessus  de  Oj, 


vs 


1 


On  pourra  supposer  aussi  x>0: 
et  compléter  la  courbe  en  se  servant  de  la   symétrie  par  rapport  aux  deux  axes. 
La   (juestion   étant    ainsi   limitée,  on   voit  que  y  n'existe  que   pour  x  >  a,  croit 
constamment  avec  x;  et  devient  infini  avec  x.  La  dérivée 


dy_^ 
dx      a'^ 


2x 


/xi 


est  infinie  pour  x  ^a.  Donc  tangente  verticale  au  sommet  de  départ  A,  (x  =^  a). 
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En  écrivant  enfin 


bx      ab 


bx/,       a-\i       bx  / ,        11-,  \       bx 


i  + 


on  voit  que  la  branche  infinie  admet  l'asymptote, 


y  =  ~^^ 


y 
6' 


et  est  au-dessous  de  cette  asymptote. 

Pour  construire  l'asymptote,  qui  a  pour  coefficients  de  direction  a,  b,  on  portera 
AC  =  b,  et  on  joindra  OC.  Si  on  remarque  que  OC-  =  a-  -\-  62.  on  voit  que  OC  =  c. 
Les  asymptotes  sont  les  diagonales  du  rectangle,  de  côtés  2«,  2h,  parallèles  aux  axes  et  de 
centre  0;  CG'C,Ci;  et  le  cercle  circonscrit  à  ce  rectangle  passe  par  les  foyers  F  et  F'. 

Remarque.  —  On  a  écarté  Vhypothèse  a  =  c.  L'équation  p '  +  p  =  2a  est  alors  vérifiée 
par  les  points  du  segment  rectiligne  FF':  et  on  peut  dire  que  l'on  a  afTaire  à  une 
ellipse  aplatie,  de  sommets  F  et  F'.  L"é([uation  o  —  ç,'  =  2a  représente,  en  même  temps, 
la  demi-droite  Fx:  l'équation  p'  —  p  =  2a  représente  de  même  la  demi-droite  FV  ; 
de  sorte  que  l'équation  p'  —  p  i  ^  2a  est  alors  celle  d'une  hyperbole  aplatie,  de  som- 
mets F  et  F'.  En  vertu  de  notre  calcul,  l'équation  (8)  doit  représenter  à  la  fois  cette 
ellipse  et  cette  fiyperhole  aplaties;  et  c'est  ce  qui  a  bien  lieu,  puisqu'elle  se  réduit  à 
«2j2  =  o,  équation  équivalente  à  y  =  0,  qui  représente  l'axe  des  x  en  entier. 

221.  Hyperbole  équilalére.  —  Pour  c  =  0,  «  =  6,  l'ellipse  (10)  se 
réduit  au  cercle  x'^  -+-  >/-  =  a-. 

Dans  le  cas  de  l'hyperbole  (H),  l'hypothèse  a  =  b  donne  c-  =  2«-. 

Les  asymptotes  y  =  ±-x  deviennent  les  bissectrices  des  axes,  l'hyper- 
bole est  dite  équilalére.  Son  équation  est  : 

(12)  a;-2_y»-^a-2,         {c  =  a^). 

Rapportons  la  courbe  à  ses  asymptotes.  —  Les  formules  de  transfor- 
mation sont  (n°  207) 

x  =  x^  cosO  —  t/j  sin6, 
y  =  Xy  sin6  -4-?/,  cos6, 

avec         0  =  —  ^^ 
A 

Donc 

v'2         .  v2 

cosO  =  -^,     sinO  =  — -^  ". 

L'équation  cherchée  est,  par  suite, 
1  1 
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-•'•lî/i 


OU 


lî/l 


222.  Rayons  vecteurs.  —  Revenons  au  cas  général  de  l'ellipse  et  de 
1  livperhole.  Les  rai/ous  vecteurs  p  et  t!  sont.,  comme  nous  allons  le  voir, 
des  fonctions  du  premier  derjré  de  x  (figure  du  numéro  22i)). 

l"  Ellipse.  —  Pour  calculer  c  et  p'  il  suffit  de  joindre  à  réquation  de 
définition  p  -f-:  =  2fl.  l'identité  : 

r'-  —  r  =  [{x  -h  cY  -h  y-]  —  [{x  —  c)2  -h  y^-]  =z  Acx. 
Hn  a  ainsi  à  résoudre  le  système 

p'4-p  =  2a,         (p'-+-p)(p'_p)  — 4ca-. 
II  est  équivalent  à  : 

p'  H-  p  =  2a, 
qui  donne  immédiatement  : 


-'  c  2-3?- 

a 


(13) 


:  =  a x. 

a 


2°  Hyperbole.  —  A  Tidenlilé  p'- —  p-  =  4ca?,  il  faut  joindre  ici.  d'après 
la  définition  de  l'hyperbole,  p'  —  p  =  2a,  pour  la  branche  de  droite,  et 
?  —  p'  =  -a  pour  la  branche  de  gauche.  Le  calcul  est  donc  : 


,  —z  =  iia, 


-' ^  —  9 


Branche  de  droite. 

{p'  —  f){r/-{-z)=ACX 


z^'-J.a, 


:2-a? 
a 


U) 


0  =a-h  ~x, 
a 


Branche  de  rjauche. 
p  =iia,  {z'  —  ç){z'-{-p)  =  Acx 


■'  —  9.r 


o'  —  t  =  —  2a. 


—  1-x 
a 


(iri) 


c 

■-X, 

a 


z  =  a 


a 
~x. 

c 


Pour  passer  de  l'un  des  calculs  à  l'autre,  on  aurait  pu  se  borner  à 
changer  p  en  —  p  et  p'  en  —  p'.  Cela  fait  passer,  effectivement,  des 
formules  M4)  aux  formules  (15). 

Directrices.  —  Ces  résultats  s'interprètent  géométriquement.  Pre- 
nons, par  exemple,  pour  Vellipse,  la  seconde  formule  (13),  en  l'écrivant 


(16) 


e{d 


x).  ('=z  - 


d  = 
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Remarquons  que  x  =  d  est 
réqualion  d'une  perpendicu- 
laire Dm  à  l'axe  focal.  De  plus, 
a-  =  (• .  rf,  ou  ÔA'  =  UF  .  OÏ)  : 
de  sorte  que  F  et  D  sont  conju- 
gués harmoniques  par  rapport 
à  A  et  A';  donc  toute  l'ellipse 
est  h  gauche  de  Dm.  Par  suite, 
pour  tout  point  M  de  l'ellipse, 
{d  —  x)  est  sa  distance  o  =  MH 
à  Dm,  prise  en  valeur  absolue, 

car  on  aurait  pour  le  vecteur  MH,  en  valeur  algébrique,  MH  =i(/  —  x. 
L'équation  (16)  s'écrit  ainsi  :  k  =  e. 

/{éciproquement.  —  Si  un  point  du  plan  satisfait  à  ^=  e,  p  et  S  étant 
ses  distances  à  F  et  à  Dm,  prises  en  valeur  absolue,  on  en  conclut  : 


u 

V 

12- 

H' 

.__-5' 

^ 

M    % 

H 

s  M 

^^^\\ 

û' 

AX'r 

0         F  JA 

D 

> 

■o 

^"^ 

1/ 

c 

-x 

a 


ou 


[X  —  c)-  -\-y:=\  a  — 


Or,  on  constate  que  ceci  est  précisément  l'équation  (8)  de  l'ellipse. 
Donc  le  point  considéré  appartient  à  l'ellipse. 

La  droite  Dm,  menée  perpendiculairement  à  l'axe  FF'  et  dont  le  pied 
D  est  conjugué  harmonique  du  foyer  F  par  rapport  aux  sommets  A  et 

A'  de  l'axe  focal,  s'appelle  directrice  du  foyer  F,  Le  rapport  e  =  - 

s'appelle  excentricité.  On  peut  ainsi  conclure  : 

L'ellipse  est  le  lieu  des  points  dont  le  rapport  des  distances  à  un  foyer 
et  à  sa  directrice  est  constant,  et  égal  à  Vexcentricité  de  Vellipse. 

Cet  énoncé  s'applique  aux  deux  foyers,  car  l'analyse  précédente 
peut  être  reprise,  pour  l'autre  foyer  F',  en  partant  de  la  première 
équation  (13),  et  en  introduisant  la  directrice  D'u'  de  F',  symétrique 
de  Dm  par  rapport  au  centre  (p'=:eo'). 

Passons  à  Vhyperbole  et  occupons-nous,  par  exemple,  du  foyer  F. 
Les  secondes  formules  (It)  et  (15)  s'écrivent  : 

p  =  e(a?  —  (/)  (branche  de  droite)    j  e=-i 


(17) 
(18) 


=.e{d  —  x)  (branche  de  gauche)  W  =  — . 


La  droite  xz=d,  directrice  du  foyer  F,  a  encore  pour  pied  le  conjugué 
harmonique  D  de  F  par  rapport  aux  sommets  A,  A'.  La  branche  de 
droite  est  tout  entière   à  droite  de  la  directrice;  et  la  branche  de 
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gauche  loul  entière  à  droile.  L'ensemble  des  équations  (17)  et  (18)  : 
0  =  [c  —  e{x  —  d)][o  —  e{d  —  x]  =  c'  —  c'{d  —  xY  =  z-  —  (  a  —  ~  x]' 
équivaut  à  l'équation  (8)  de  l'hyperbole.  Comme  la  distance  o^MH 


d'un  point  quelconque  du  plan   à  la  directrice  est  o  =  ±(a?  —  dj,  on 
conclut  que  Vhyperbole  est  le  lieu  des  points  dont  le  rapport  des  dislances 

c 
à  un  foyer  et  à  sa  directrice  est  constant  et  égal  à  V excentricité  -  =  e  rfe 

la  courbe. 

Ici  encore,  l'énoncé  s'applique  aux  deux  foyers;  car  l'analyse  précé- 
dente se  reprendrait  sans  difficulté  pour  le  foyer  F',  en  partant  des 
premières  formules  (14)  et  (15). 

liemarque.  — Si  on  abaisse  de  F  la  per- 
pendiculaire FJ  sur  l'asymptote  OC,  les 
deux  triangles  rectangles  OAC,  OFJ  sont 

égaux,  car  ils  ont  l'angle  0  commun, 
et  les  hypoténuses  OF=:OC  =  c  égales 
(n°  220)." 

Donc  OJ^OA  =  a.  Et  si  on  projette 
J  en  D,  sur  Ox,  on  a 

ÔD, .  OF  =  01- ==  0^         d'où:        Ôï)=-  =  d. 

On  en  conclut  que  D,  se  confond  avec  D;  c'est-à-dire  que  la  direc- 
trice ['asse  en  J.  Ainsi  : 


V 

I 
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La  direclrice  d'un  foyer  d'une  hyperbole  s'obtient  en  joignant  les 
projections  de  ce  foyer  sur  les  asymptotes. 

223.  Définition  commune  à  l'ellipse,  1  hyperbole  et  la  parabole. 

TiiÉOKKME.  —  Le  lii'u  des  points  dont  le  rapport  des  distances  à  un 
point  fixe  et  à  une  droite  fixe  a  une  valeur  constante  e,  est  une  ellipse, 
si  e  <  1,  une  hyperbole  si  e  >  1,  une  parabole,  si  e=:i.  Le  point  fixe 
donné  est  un  foyer  de  la  courbe;  et  la  droite  fixe  donnée  est  la  directrice 
(jui  correspond  à  ce  foyer. 

Le  cas  e  =  i  correspond  à  la  définition  élémentaire  de  la  parabole. 
On  peul  donc  supposer  e:^^:  1.  Sur  la  perpendiculaire  x'x  menée  par  le 


X' 


y 

po,y)M 

H 

'      A' 

\. 

0 

F 

D 

V 

.X 


point  donné  F  à  la  droite  donnée  uv,  il  existe  deux  points  du  lieu  : 
ce  sont  ceux  qui  divisent  FD  (D  étant  le  pied  de  x'x  sur  uv),  dans  le 
rapport  rh  e. 

Soient  A  et  .\'  ces  deux  points  :  ils  contiennent  entre  eux  le  point  F, 
si  e  <  1,  le  point  D  si  e  >  1. 

Soit  0  le  milieu  de  AA'  :  prenons-le  pour  origine  des  coordonnées, 
x'x  étant  l'axe  des  x,  et  le  sens  Ox  allant  de  0  vers  F. 


^ 

H 

LL 

'^(TV) 

j  ''^'.y/ 

/î 

A 

/     , 

0 

D 

V 

F 

3C 


Posons  OF  =  c,  OA  ^  a.  Comme  A  et  A'  sont  conjugués  harmoniques 
par  rapport  à  F  et  D,  on  en  conclut,  pour  c/  ^  OU,  crf  =  a-,  rf  ^  — . 
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La  distance  MH  d'un  |)oinl  quelconque  M,  de  coordonnées  {x,  y)  à 
uv  est  MII  =  ±(<^  —  -î')-  On  a,  d'autre  part, 
W-  =  {x  —  cy--hy-. 

L'équation  du  lieu,  qui  est  défini  par  la  condition  MF"  ^e-.MH',  est 
donc 

(19)  (a:_c)^  +  y«==e--(^'-xy. 

Mais  on  a,  d'après  la  définition  de  A,  (supposé  compris  entre  D  et  F), 

AF g  —  c c(a  —  c) c 

'  a-  —  ac       a  * 


DA 


L'équation  (19)  devient  donc 

(20)  (x-cY-i~f  =  '^,{^"^--xJ  =  ^,{a'--cxy-. 

En  développant  et  ordonnant,  on  retrouve  l'équation  (H),  qui  repré- 

.  c 
sente,  comme  on  l'a  vu  au  numéro  220,  une  ellipse  si  -  <  1  et  une 

C 

hyperbole  si  -  >  1.  Comme  a  et  c  sont  le  demi-axe  focal  et  la  distance 
focale,  le  point  F,  {x  =  c.  y=zO),  est  bien  un  foyer,  et  la  droite  mu, 

(2 
x  =  —\,    est  la  directrice  correspondante.    Le   théorème   est    donc 

démontré. 

Remarque  i.  —  Si  les  axes  étaient  quelconques  par  rapport  au  foyer  (a^o,  y^)  et  à  la 
directrice  ux  -\-vy  -\-  w=Ç>,  on  aurait 

MF-  =  (x-Xo)^-  +  (.y-yo)-.         MH^  =  ' 
et  l'équation  de  la  courbe  {équation  focale)  serait  : 


u-  +  y2 


(21) 


(x-a^oP  +  (y-y„)2 


U2  +  U2 


(ux  +  wy  +  "')■• 


En  employantla  forme  polaire  de  l'équation  de  la  droite,  elle  serait  plus  simplement 

(22)  (x  —  xo)^  +  (y  —  yo)^  =  e^ix  ces  9  +  y  sin?  -  p)'-. 

Réciproquement.  —  Une  équation  de  la  forme  générale 

(23)  (x  -  Xo)2  +  (y  -  yo)2  =  (ax  +  6y  +  c)2 
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se  ramène  aux  types  précédents,  car  elle  peut  s'écrire 


(x  -  Xo)«  +  (y  -  Jo)-  =  (a-  +  «>-) 


,Jax-{-  by  -{■  c)-. 


(a'  +  Z'^) 


elle  représente  donc  une  courbe  du  second  degré  d'excentricité  e  =  \a--j-6-,   de 
foyer  (j^.  ^o)-  ^'  ^^  directrice  ax  +  ^^  +  '^  =  ^• 

Remarque  2.  —  Nous  avons  écarté  le  cas  où  la  directrice  passe  au  foyer.  Prenant 
alors  la  directrice  pour  axe  des  y,  et  le  foyer  pour  origine,  nous  obtiendrons  immé- 
diatement l'équation 

a;-  -{-  y-  =  e-x-, 
ou 

y2  =  (e-—  \)x-. 

Donc  :  1°  si  e>  1,  le  lieu  se  compose  des  deux  droites  j  ^  zt  \e'-  —  1.x,  égale- 
ment inclinées  sur  la  directrice,  et  passant  au  foyer  0. 

2°  Si  e  =  l,  le  lieu  se  réduit  à  y  =  0,  c'est-à-dire  à  la  perpendiculaire  à  la  direc- 
trice menée  par  le  foyer  O. 

3°  Si  e<Clj  le  lieu  se  réduit  au  foyer  0;  car  l'équation  est  impossible,  sauf  pour 

a;  =  j  =  0. 


224.  Équation  polaire  des  cour- 
bes du  second  degré.  —  Prenons, 
en  coordonnées  polaires,  un  des 
foyers  pour  pôle;  soit  Aie  sommet 
le  plus  voisin  de  l'axe  focal.  >«ous 
prendrons  le  sens  AF  pour  sens 
positif  sur  Taxe  polaire.  Soit  /  la 
distance  du  foyer  F  à  sa  directrice. 

Comme  A  est  entre  F  et  le  pied  D 
de  la  directrice,  celui-ci  a  pour 
abscisse  —  /  :  l'équation  de  la  direc- 
trice est  a?  +  /  =  0  ;  et  la  distance 
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d'un  point  quelconque  M  à  la  directrice  est  égale  à  la  valeur  algébrique 

du  vecteur  HM 

ÏÏM  =  a?  —  (—/)  =  07  -F  /, 

si  M  est  à  droite  de  la  directrice;  et  à  la  valeur  opposée  — [x-\-  l),  si 
M  est  à  gauche  de  la  directrice. 
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Par  conséquent,  pow  rellipse,  pour  la  parabole  et  pour  la  branche  de 
droite  de  l'Injperbole,  on  a  : 

(2-i)  z  =  e{x-hl)\ 

pour  la  branche  de  gauche  de  Vhyperbole,  on  a 

(25)  ■  —cz=e{x-\-l), 

(celte  équation  étant  impossible,  du  reste,  si  e^l,  puisqu'elle  ne 
convient  à  aucun  point  do  Tollipse  ou  de  la  parabole). 


Passant  aux  coordonnées  polaires,  nous  emploiera)! s ^  dans  le  premier 
cas,  des  rayons  vecteurs  positifs  :  nous  poserons  donc,  dans  (24), 

?':=p,  X=:rCOSb. 

Dans  le  second  cas,  nous  emploierons,  au  contraire,  des  ra^/ons  vec- 
teurs négatifs,  en  posant,  dans  (25), 

r=z  —  c.         x  =  7'cos0. 


Nous  obtenons  ainsi  une  équation  unique 

(26)  r  =  e{r  cos() -h  l),         ou         r  = 


el 


1  —  e  cosO 


qui  représente,  par  rayons  vecteurs  positifs  toute  la  courbe,  pour 
e^l;  et,  dans  le  cas  e  >  1,  représente  la  branche  de  droite  de 
Thyperbole  par  rayons  vecteurs  positifs,  et  la  branche  de  gauche  par 
rayons  vecteurs  négatifs. 

En  faisant  varier  0  de  — r:  à  -i-t:,  dans  le  cas  de  l'hyperbole,  le 


(1)  On  suppose  la  fig-iire  placée  de  manière  que  Ox  soit  dirigé  de  gauche  à  droite 
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rayon   verleiir   est  posilil'  pour   cosO  <  - ,  ]  6   >  Arc  cos    ;    il    devient 
infini  pour  0  =  Hr  Arc  cos  ;  .  Ces  valeurs  limites  correspondent  donc  aux 

directions  des  asymptotes  F/r,  Vtv';   et  c'est  dans  l'angle  wFiv'  que 
tombent  les  directions  positives  des  rayons  vecteurs  des  points  de  la 
branche  de  gauche. 
On  écrit  l'équation  (26) 

^    ''  1  — ecosO' 

et  p  s'appelle  le  paraniètrp.  Dans  le  cas  de  la  parabole,  c'est  p  =  l, 
puisque  er=l,  et  on   retrouve  la  définition  primitive  du  paramètre. 

Dans  tous  les  cas,  si  un  fait  'J  =  ^j'  on  trouve  r=^p. 

Donc  le  paramètre  est  In  demi-corde  focale  perpendiculaire  à  l'axe 
forai. 

Pour  avoir  son  expression  en  a  et  c.  il  suffit  de  faire  0^-,  c<^  qui 
donne  le  sommet  A  (ellipse  et  hyperbole).  Donc  on  doit  trouver  r=a  —  c 
pour  l'ellipse,  et  r:=^c  —  a  pour  hyperbole.  On  a  ainsi  : 

a  —  c  =  r  ,      ( «ll'pse)  ;         c  —  a=z  --? —  (hyperbole), 

c'est-à-dire,  suivant  les  deux  cas, 

/  \/i    ,   ^\      <^'  —  ^"      ^''  I         \/i      c\      C" — «'^      b- 

Un  a  donr^  pour  l'ellipse  et  l'Injperbole^  la  même  expression  du  para- 
mètre, 

(28;  p  =  ^-. 

•     ^  'a 

Remarque.  —  Soit  P  rextrémilé  de  la  demi-corde  focale  perpendiculaire  à  Taxe. 
La  tangente  en  ce  point  est  la  droite  DP  qui  joint  P  au  pied  D  de  la  directrice.  Il 
faut  pour  le  montrer,  vérifier  qu'au  point  P,  on  a,  pour  la  tangente  de  l'angle  du 
rayon  vecteur  avec  la  tangente  à  la  courbe  (n"  211)  : 

tv' V  =  tg  -  —  DPF)  =  —  tgDPF  =  — ■^,  =  -i  =  —  A  =  _l. 

'^  '  D  yb  p  el  e 

(>r,  on  a.  d'après  la  formule  du  numéro  211,  et  l'équation  (27) 

-, rdf}  dr e  sinb db  ^^y 1 — ecosO. 

"  d;-  '  ;•  1  —  e  cosO'  '^  f  sin6      ' 

ce  qui  se  réduit  bien  à ; ,  pour  0  =  ^  • 

225.  Représentation  paramétrique  de  l'ellipse.    —  L'équation  de 

rellipse,  écrite 


-)' 

a/ 


ÏÏ=^' 


M.\TH.    r.KNKHALE».    —    l.  22 
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exprime  tiu'il   oxislo  un   arc  /,  délini  à  :2/,-  près,   toi  que   Ton  ail  : 

X  î/ 

-=rcos^  ^=8111/.  c'est-à-dire  : 

{pS)  x=iacosl,         y=-.hs\ï\t. 

Eq  môme  temps  que  le  point  M  de  l'ellipse,  défini  par  ces  formules, 

B' 


pour  une  valeur  donnée,  quelconque,  de  /,  considérons  le  point  M', 
défini  par  les  coordonnées 

(30)  ,T  =  a  cos  /,         j/'  =^  a  sin  /, 
et  le  point  M",  défini  par  les  coordonnées 

(31)  x"=  b  cost,         y  =  6  sin/. 

D'après  les  formules,  /  est  l'angle  polaire  commun  aux  deux  vecteurs 

OSr,  OM";  M  et  M'  se  projettent  au  même  point  P  sur  Ox,  et  sont  du 
même  côté  de  cet  axe;  M  et  M"  se  projettent  au  même  point  P  sur  Oy, 
et  sont  du  même  côté  de  cet  axe.  De  plus,  lorsque  t  varie,  M'  et  M" 
décrivent,  respectivement  (n"  218),  les  cercles  construits  sur  les  axes 
AA,  et  BB,  comme  diamètres,  ou  cercles  principaux  de  l'ellipse. 

Donc  on  peut  obtenir  l'ellipse  par  points  en  traçant  ces  deux 
cercles  :  On  mène  un  rayon  quelconque  OM"M',  par  M'  la  perpendicu- 
laire à  Ox.  par  M"  la  perpendiculaire  à  0?/;  elles  se  croisent  en  un 
point  quelconque  M  de  l'ellipse.  L'angle  t^{Ox,  OM')  =  (Oa?,  OM") 
est  dit  anomalie  excentrique  de  M,  par  opposition  à  l'angle  polaire  0 
du  numéro  22i,  qui  est  Vanomalie  focale. 
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Autre  construclion.  —  Menons  par  M  la  parallèle  MVU  à  MO.  Les  parallélogrammes 
—y       —V       —y       —V 
OUMM',   OVMM"  donnent  UM  =  OM',    VM  =  OM".  D'où,  pour  les  longueurs  de  ces 

vecteurs,  UM  =  u,  VM  =  b.  Si  donc,  sur  le  bord  d'une 
bande  de  papier,  on  a  marqué  trois  points  U,  V,  M,  tels 
<|ue  IM  =  a,  VM  =6;  et,  par  conséquent,  UV  =a  —  b; 
et  si  on  fait  glisser  la  bande  sur  le  plan  de  manière 
que  U  ot  V  glissent  sur  les  axes  x'x  et  v'j,  le  point  M 
décrira  l'ellipse  de  demi-axes  a  et  b,  ayant  les  axes  de 
coordonnées  pour  axes  de  symétrie. 

On  peut  encore  dire  que  tout  point  d'une  droite  de  longueur  constante  dont  les  extré- 
mités glissent  sur  deux  droites  rectangulaires  décrit  une  ellipse  ayant  ces  droites  pour 
axes.  Le  raisonnement  précédent  conduit  seulement  aux  points  qui  appartiennent 
au  prolongement  de  la  droite  :  on  trouverait  les  autres  en  changeant  b  en  —  b  dans 
les  formules. 


226.  Ellipse  projection  d'un  cercle.  —  Représentons-nous,  pour  plus 
de  nelleté,  le  plan  xOy  comme  horizontaj,  et  figurons  un  axe  vertical  0:. 


Imaginons  un  plan  xOy^.  faisant  avec  le  plan  horizontal  un  angle  i/ 

quelconque,  qui  sera  l'angle  y^Oy,  Of/o  étant  la  trace  de  ce  nouveau 
plan  sur  la  face  j/O-  du  trièdre  trirectangle  Oxyz. 

Soit  Mo  un  point  du  plan  xOy^,  M  sa  projection  sur  le  plan  xOy 
D'après  le  théorème  des  trois  perpendiculaires,  ces  deux  points  ont 

même  projection  P  sur  Ox\  et  l'angle  MoPM  est  égal  à  'l.  Comme  OPM, 
OPMq  sont  contours  do  coordonnées,  respectivement,  pour  chacun  des 
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points,   dans  son  plan,   on  a.  entre  leurs  coordonnées  (système  xOij 
pour  M.  et  système  .rOf/^  pour  MJ  les  relations  immédiates 

(32)  ■î'  =  J'o'        ?/  =  î/oCOS']/. 

Si  donc  on  rabat  le  plan  yfix,  sur  le  plan  yOx\  en  le  faisant  tourner 
de  l'angle  •!>  aut<iur  de  la  charnière  Ox,  de  manière  que  la  demi-droite 
Ov„  se  rabatte  sur  la  demi-droite  Oy.  M„  viendra  en  un  point  M'  du 
plan  .rOy,  situé  sur  PM',  du  même  côté  de  Ox  que  M,  et  dont  les  coor- 
données seront  x  et  y',  avec 

(33)  y  =  y'cos'\>. 

Cela  po5é,  si  M^  décrit  un  cercle  C^  de  rayon  o,  ses  coordonnées 
pourront  s'écrire 

Mq)  a^p^flcos/,         y^^asin^, 

celles  de  M'  seront 

M')  x  =  acost,         y'  ^0  sint, 

et  celles  de  M,  d'après  (32)  ou  (33), 

M)  x  =  acost,         y  =  acoS'l  s'\n(. 

Si  on  pose 

(34)  a  cosl  =  b,        cos •]/=:-,         'i/^Arccos- 

le  lieu  de  M,  projection  de  (Cp),  sera  l'ellipse  (E),  définie  par  les  for- 
mules (29), 

(29)  .r  =  acos/,         y  =  èsin/, 

et  le  lieu  de  M'  sera  son  cercle  principal  (C),  rabattement  de  (C^), 
défini  par  les  formules  (30). 

Donc  la  projection  d'un  cercle  sur  un  plan  horizontal  est  une  ellipse, 
dont  les  axes  sont  les  projections  du  diamètre  horizontal  et  du  diamètre 
de  plus  grande  pente  du  cercle. 

Réciproquement,  quels  que  soient  a  et  6  (6  <  a),  la  formule  (34)  est 

vérifiée  par  une  valeur  de  i/,  'i/  =  Arccos-. 
^  '  '  '  a 

Donc  toute  ellipse  (E)  est  la  projection  d'un  cercle  (CJ  égal  à  son  cercle 

principal.  Le  plan  de  ce  cercle  (CJ  passe  par  le  grand  axe  de  l'ellipse.,  et 

fait  avec  lui  l'angle  égal  à  Arccos-;   de  sorte  que  l'extrémité  B^  du 

rayon  dont  la  projection  se  fait  sur  UB  se  projette  précisément  en  B. 
En  d'autres  termes  ce  cercle  (C,jl  s'obtient  en  faisant  tourner  le  cercle 
principal  (C),  autour  de  AA',  de  manière  que  le  point  B'  vienne  sur  la 
verticale  du  point  B. 


Il 


f 
I 
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De  plus,  Vannmalie  excentritjue  t  d'un  point  M  de  l'ellipse  est  Cançjle 
polaire  du  point  M„.  du  cercle  (C„),  dont  M  est  la  projection. 

Cela  résulte  immédialement  de  la  comparaison  des  formules  qui 

—y 
donnent  M^  avec  celles  qui  donnent  M  (formules  (29).  Le  vecteur  OM 

—V 

est,  du  reste,  évidemment,  la  projection  de  OM^,  qui  se  rabat  suivant 

ÔM'. 

Remarque.  —  Pratiquement,  on  ne  figure  jamais  (C„),  mais  seule- 
ment l'ellipse  (E).  et  son  cercle  principal  (C),  qu'on  assimile  à  (C^,). 
Toutes  les  constructions  à  faire  sur(Co).  dans  son  plan,  sont  remplacées 
par  ces  mêmes  constructions  faites  sur  (C)  dans  le  plan  de  Tellipse''"; 
il  leur  correspond  des  constructions  à  faire  sur  l'ellipse  (E).  ou  inver- 
sement, les  points  homologues  dans  les  deux  figures  ayant  même  x, 
et  des  ordonnées  y,  et  y'  liées  par  la  formule  (33),  c'est-à-dire 


h    , 


ou 


y 


a 

Vf- 


111.  Diamètres  conjugués  dans 
Tellipse.  —  Pour  plus  de  clarté, 
nous  séparerons  même  complète- 
ment la  figure  (E)  et  la  figure  (C), 
la  correspondance  étant  indiquée 
par  des  lignes  de  rappel. 

Joignons  un  point  M  de  l'ellipse 
aux  sommets  Â  et  A^  et  consi- 
dérons les  diamètres  DDj  et  CCi, 
parallèles  à  .\M  et  A^M.  Ce  sont 
les  projections  de  deux  diamètres 
de  (Cq),  parallèles  à  deux  cordes 
rectangulaires,  AM',  AjM',  repré- 
sentés par  D'DJ,  C'C|.  Le  dia- 
mètre ce,  étant  le  lieu  des  milieux 
des  cordes  du  cercle  parallèles 
à  AM',  le  diamètre  CC,  est  le  lieu 
des  milieux  des  cordes  de  l'ellipse 
parallèles  à  AM  ;  car  le  milieu  d'un 
segment  se  projette  au  milieu  du 
segment    projeté;    et   une   droite 
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(I)  Nous  renvoyons  aux  traités  de  Géométrie  élémentaire   pour  les  constructions 
relatives  à  l'intersection  de  l'ellipse  avec  une  droite  et  aux  tangentes  à  l'ellipse. 
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a  pour  i>ntJeclion  une  droile.  De  même  DD,  est  le  lieu  des  milieux  des 
cordes  parallèles  à  A, M,  c'est-à-dire  à  CC,. 

On  voit  donc  qu'à  tout  diamt-trc  CC,  de  rellipse  en  correspond  un 
autre  DD,  tel  que  chacun  de  ces  deux  diamètres  est  le  lieu  du  milieu  des 
cordes  parallèles  ù  Vautre.  On  les  appelle  des  diamètres  conjugués. 
Chacun  d'eux  est  parallèle  aux  tangentes  menées  aux  extrémités  de 
rautre;  car  cela  a  lieu  dans  le  cercle,  la  projection  d'une  tangente  est 
une  tangente,  et  deux  droites  parallèles  ont  des  projections  parallèles. 

Soit  /  l'anomalie  excentrique  de  l'extrémilé  C  du  premier  diamètre  : 

on  peut  la  supposer  sur  le  quart  AB  de  l'ellipse,  donc  0^/^^. 
Comme  /  est  langle  polaire  de  C,  l'angle  polaire  de  D',  c'est-à-dire 
l'anomalie  excentrique  de  D  est  t  -h^.  Donc  les  anomalies  excentriques 
des  extrémités  supérieures  de  deux  diamètres  conjugués  quelconques  sont 
de  la  forme  t,  t-\-^- 


Théorèmes  d'Apollonius.  —  1"  La  somme  des  carrés  de  deux  demi-diamèlres  conjutjués 
est  constante.  On  a,  en  elTet, 

Oc-  =  a-  cos2 1  -j-  6î  sin2 1, 
UD-  =  a-^  cos2n  +  ^)-}-  6^  sin2/<  +  ^\=:=a2  .sin2<  +  b^-cos^t. 


Donc 


OC--|-OD-  =  ai(cos2<-!-siii-0  +  fc-(sin-<  +  cos2<)  =  a2  +  62. 

(C.  Q.  F.  D.) 


2"  L'aire  du  parallélogramme  construit  sur  deux  demi-diamètres  conjugués  est  constante. 
Car  l'aire  du  parallélogramme  OCED  est  le  double  de  l'aire  du  triangle  OCD;  et 
cette   dernière   est  la    projection    de   l'aire    du    triangle   OCD',   qui    est    égale    à 

T^OD' .OC  =  ^a-.   Donc,    d'après   le   théorème  connu   sur  la  projection  d'une  aire 

plane,  et  es  ayant  égard  à  la  formule  (34),  on  a 

aire  OCD  =^  .^a-.cos'li  =;  .^02.  -  :=  -,a6. 
2  -202 

L'aire  du  parallélogramme  OCED  est  donc  égale  à  ab.  (C.  Q.  F.  D.) 

Remarque.  —  On  aurait  pu  évaluer  l'aire  OCD  en  se  servant  de  la  formule  du 
numéro  201;  les  coordonnées  de  C  sont 

a-,  =  acos<,        Ji  =  6sin<; 
celles  de  D  sont 

X,  =:acos(«-|-^)  =  — a3in<,        y.>  =  b  sin(t  _(-  ^.)  =  '^  cosi. 


L'aire  du  triangle  OCD  est  donc,  d'après  la  formule  invoquée 
1,  . 


.  [a  cost.b  cost  —  6  sin  t.  ( —  a  sint)]  =  .^06. 


228.    Équation    dune    ellipse    rapportée    à  deux  demi-diamètres 
conjugués.   —  Il  y  a  quelquefois  avantage  ù  employer  des  axes  de 
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coordonnres  obliques,  au  lieu  d'axes  rectangulaires.  Les  coordonnées 

(a*,//)  d'un  point  M  sont  encore  les  composantes  du  vecteur  ()M,  la 
décomposition  se  faisant  parallèlement  à  Ox, 
Oj/.  Le  rapport  de  deux  vecteurs  étant  encore 
égal  à  celui  de  ses  composantes  relatives  à 
un  même  axe,  toutes  les  formules  qui  ne 
font  intervenir  que  la  notion  de  parallélisme 
subsistent.  Au  contraire,  les  formules  rela- 
tives aux  angles  et  aux  distances  doivent  être 
modifiées. 

Ainsi,  une  droite   est  encore  représentée 
par  une  équation  du  premier  degré  mo? -h  yj/ 4- w  =  0  ;  si  tv  change, 
u  et  V  restant  constants,  on  a  encore  des  droites  parallèles  entre  elles; 
mais  M  et  y  ne  sont  plus  composantes  d'un  vecteur  perpendiculaire  à 
ces  droites. 

Il  ■  est  du  reste  facile  de  passer  d'un  système  j/Ox,  oblique,  au 
système  rectangulaire  yfix  qu'on  peut  lui  associer  (0»/^  et  Oy  sont  d'un 

même  côté  de  Or).  En  désignant  par  0  l'angle  xOy,  et  projetant  le 
contour  OUM  sur  Oj;  et  Oy^  orthogonalemenf,  on  a.  en  désignant  par  x^, 
?/,  les  coordonnées  rectangulaires, 

■   (35)  a,',  =  a?  + î/ cosO,         ?y,  =  ysin6. 

On  voit  qu'une  équation  du  second  degré  en  x^,  y^  deviendra  une 
équation  du  second  degré  en  x,  y,  et  inversement;  l'ensemble  des 
fermes  du  second  degré  dans  l'une  des  équations  correspondant  à 
l'ensemble  des  termes  du  second  degré  dans  l'autre;  et,  de  môme, 
pour  les  termes  du  premier  degré. 

Cela  posé,  considérons 
une  ellipse  rapportée  à 
deux  diamètres  conju- 
gués AA',  BB'. 

Son  équation,  quand 
elle  est  rapportée  à  ses 
axes,  était 


Y2 

b' 


1; 


pour    passer    aux    axes 

yfix,  on  a  fait  un  changement  de  coordonnées  (rotation  des  axes) 

X  =  x,  cosO  —  y^  sinO,         Y  =  .r,  sinO  -f-  y^  cosO, 
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qui  a  (1(111110  une  t'qualioii  do  la  l'oniio 

Knsuite  los  fdniuilos  (35)  ont  donné  l'équalion  inconnue,  qui  no 
poul,  par  suite,  vive  que  de  la  forme 

(36)  A.r'^  +  2 H.ry  -h  Ct, -  =  1 . 

Mais  à  tout  point  M.  puisque  los  axes  sont  des  diamètres  conjugués, 
correspond  un  point  M',  tel  que  MM',  parallèle  h  O/y,  soit  divisé  par  Ox 
en  doux  parties  égales.  Si  donc  (j-,,.  y„)  sont  les  coordonnées  de  M, 
(«r^,  —  7j)  sont  celles  de  M'. 

Donc  IV^iiiation  (36)  a  pour  conséquence  colle  qu'on  on  déduit  en 
changeant  y  en  —  y,  c'est-à-dire 

\x-  —  SHj'j/  -h  Cy-  =  1, 

et  celle  qu'on  en  déduit  ensuite  par  soustraction. 

48x7  =  0. 

Comme  ni  x.  ni  y  ne  sont  nuls,  on  en  conclut  R  =  0. 
L'équation  (36)  est  donc  simplement 

(37)  Aa^-  +  C?y-=1. 

Soient,  de  plus,  2a',  2//  les  longueurs  de  .\.\'  et  BB'.  Pour  v^O, 
l'équation  (37)  doit  donner  x  =  zha'  :  par  suite 


Aa'-=1. 


-V-,;         et,  de  même,         L^   r.,- 
a-  ■  I)  - 


Donc  enfin  l'équation    37;  s'écrit 

a-       b  - 
Elle  a  la  même  forme  que  l'éi/uation  de  l'ellipse  rapportée  à  ses  axes. 

Réciproquement,  toute  équation  de  la  forme  (38)  représente  en  axos 
obliques  une  ellipse;  car,  en  repassant  aux  coordonnées  rectangu- 
laires^ on  retombera  sur  une  équation  de  la  forme  (36),  qui  représente 
une  ellipse,  une  hyperbole,  ou  un  couple  de  droites  parallèles  ([i"  20S;. 

Mais,  dans  l'équation  (3.S),  on  a  —,^1,  tô^I-  Donc|  r  |^a',|  y\^f^'- 

La  courbe  qu'elle  représente  n'a  donc  pas  de  points  à  l'infini.  Comme 
elle  a  les  solutions  ?/ =0,  .r=:±  a';  o^^O,  /y  ^±: />',  elle  représente 
efifectivement  une  courbe,  qui  ne  peut,  dès  lors,  être  qu'une  ellipse. 
Soient  A,   A';   B,    B'  les  quatre  points  correspondant  aux  solutions 

{±a,  0),  (0,  ±://). 
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A  toute  solution  (.r„,  y^,)  de  l'équation  (38)  correspondent  les  sulu- 
lions  {x^x^,  1/  =  —  j/o);  (371=  —  x,^,  ij=zy^).  De  sorte  que  toute 
corde  MM',  parallèle  à  BB',  d'abscisse  x^,  a  pour  extrémités  deux 
points  d'ordonnées  y^  et  — y^;  elle  est  d(Tnc  divisée  par  AA'  en  deux 
parties  égales;  et  de  même  toute  corde  MM"  parallèle  à  AA'  est  divisée 
par  BH'  en  deux  parties  égales. 

Donc  AA'  et  BB  sont  bien  deux  diamètres  conjugués. 


î;  5.  —  TANGENTES.  —  NORMALES.  -  ENVELOPPES 

229.  Équations  de  la  tangente  et  de  la  normale.  —  Supposons  une 
courbe  délinie  par  ses  équations  paramétriques 

(1)  x  =  -^{ti        y  =  -l(i). 

Les  coefficients  de  direction  de  la  tangente  au  point  {x,  y)  de  cette 
courbe  étant  les  difïérentielles  dx,  dy,  l'équation  de  la  tangente, 
parallèle  à  cette  direction,  et  de  la  normale,  perpendiculaire  à  cette 
direclion,  sont  (n"  215)  en  désignant  les  coordonnées  courantes 
par  X,  Y  : 

(2)  tangente:     ^-^=— ^'      o^^      {X  — x)dy —{Y  —  x)dx  =  0; 

(3)  normale:  (X  —  x)dx-\-{Y  —  y)dy  =  0. 

Comme,  dans  ces  équations,  dx  et  dy  figurent  d'une  manière  homo- 
gène, on  pourra  les  remplacer  par  des  quantités  proportionnelles. 
Cette  remarque  est  d'une  application  générale,  dans  tous  les  calculs 
analogues. 

On  peut,  en  particulier,  remplacer  dx  et  dy  par  les  dérivées 

, dx  , dii 

ce  qui  donne  : 

(2')     tangente:      '-^^=^^,       ou       {\  — x)y' —  [Y —  y)x' =  (); 
d,  y 

(3'j     normale:  'X  —  x)x'-]-{Y  —  y)y'  =  0. 

Pour  une  courbe  définie  par  y  =  f{x).  le  paramètre  sera  x,  et   on 
aura  x'=:  l. 
Donc  : 

(-2")     tangente  :  Y  —  y  =zy'{\  —  x); 

'3")     normale:  X — .r-h,'y'(Y  —  y)  =  {). 

Exemple  1.  —  Cercle  :  x  =  a  cos  t,        y  ^  a  s\nt  ; 

dx  =  —  a  iin  t. dl,        dv  ^  a  cosl.dl. 
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Donc  dx,  dy  sont  proportionnels  à  —  sin/, 
cos/;  et  la  tangente  est  : 

X— x_Y— y 

—  sin  t         cost 

ou 

(X  —  x)cos<4-(Y  — y)sint  =  0. 

Si  on  ordonne,  en  tenant  compte  de 
X  ces  (  +  y  sin  t  =:  a  cos-  <  +  as\i\-l  =^  a,  on 
retrouve,  comme  on  devait  s'y  attendre, 
l'équation  normale  de  la  perpendiculaire  au 
rayon  (,>.M,  menée  par  M  : 

.r  cost  +  y  siat  —  a  =  0. 

239.  Exemple  2.  —  Cydoïde.  —  C'est  la 
courbe  décrite  par  un  point  de  la  circonférence  d'un  cercle  qui  roule  sur  une  droite. 

Prenons  la  droite  pour  axe  des  x,  et  prenons  pour  origine  0  l'une  des  positions 
où  le  point  mobile  vient  au  point  de  contact  du  cercle  et  de  la  droite.  Figurons  une 
position  quelconque  du  cercle,  et  soit  M  la  position  correspondante  du  point. 

Quand  le  cercle  roule  vers  les  x  positifs,  il  tourne  dans  le  sens  des  rotations  néga- 
tives. L'angle  de  rotation  étant  (CA,  CM),  nous  poserons  «  =  (CM,  CA),  de  sorte  que  l 


^ 
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A' 

^ 

\ 

^ 

.     \  ' 

¥ 

__j:' 
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\/ 
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mesure,  avec  le  signe  contraire,  la  rotation  elfectuée  par  le  cercle.  La  condition  de 
roulement  est  que,  sur  le  cercle  et  sur  la  droite,  les  longueurs  qui  séparent  les 
positions  initiales  des  points  de  contact  de  leur  position  actuelle  soient  égales.  Donc 
en  valeur  absolue,  0.\  =  arcAM.  L'arc  A.M  est  égale  à  «  l\\  donc  a<  est  égal  ù  OA 
en  valeur  absolue;  et  il  est  de  même  signe  d'après  la  convention  faite  sur  t. 

En  définitive,  l'abscisse  de  A  est  at;  dont  celle  de  C  est  aussi  at. 

Soit,  d'autre  part,  0  l'angle  polaire  0  =  (Cx',  CM)  de  M.  On  a  : 

b  +  t  =  (Cx\  CX)  =  —  '^+2k-,        donc        h  =  — ('^  + t) +  2hT,. 

Dés   lors,  les  coordonnées  de  M,  considéré  comme  appartenant  au  cercle,  sont, 
d'après  la  forme  générale  des  équations  paramétriques  d'un  cercle  (n"  218;, 

X  =  al  -\-  a  cosO  =  al  -{-  a  cos  1  —  (  -T  ~l~  0     =  «^^  —  ('  sin  t, 

y^a    -\-asinb  =  a  -{-a  sin     — /  ^ -)- <  )  I  =  a  — acosl. 

Les  équalions  de  la  cydoïde  sont  donc 

[i]  x:=a(t  —  sin<},        3=a(l  — cosi). 
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la  rolalion  du  cercle  à  partir  de  sa  posilioii  initiale,  oii  le  point  de  contact  est  en  0,  étant 
mesurée  par  —  t. 
On  en  tire  : 


[2] 


dx  =  a{\  —  cosl)dl  =  2a  sin-  ^dt, 
t        t 


dy  ==  a  s'in  tdt  =^  2a  s\n-cos ^dt,  * 

(luantilés  proportionnelles  à  sin;^,  cos-:^.  Ces  dernières  donnent  donc,  de  la  manière 
la  plus  simple,  la  direction  de  la  tangente.  Mais  il  faut  observer,  sur  les  formules 
[2',  que  -j^,  Hy  s'annulent  tous  deux  pour  t  =  2k-K,  c'est-à-dire  chaque  fois  que 
y  s'annule.  Ces  valeurs  sont  des  minima  pour  y,  mais  non  pour  x;  elles  donnent 

sin-  =  0,        cos-=±:i; 

de  sorte  que  la  tangente  est  verticale.  Les  points  correspondants  sont  des  points  de 

rebroussement,  tels  que  0  et  R. 

dy 
D'autre  part  j.  s'annule  encore  pour  t^=(2k — l)7r,  qui  donne  ^  =  20.  Les  points 

correspondants   sont   les    points   le  plus  haut,  ou  sommets  de  la  courbe,  tels  que 

S{/=7l). 

On  remarquera  que  si  t  augmente  de  27t,  y  ne  change  pas,  et  x  augmente  de  2Tia. 
La  courbe  se  compose  donc  d'arches  égales,  qu'on  déduit  par  des  translations 
suciessives  d'amplitude  2rai,  dans  un  sens  ou  dans  l'autre,  de  l'arche  qui  correspond 
à  l'intervalle  0  ^  i  ^  27r. 

Enfin,  en  désignant  par  3(0  et  •!/(<)  les  valeurs  [1],  on  a 

Uy(-— u)  +  5(7:  J-u)l  =a-,         '1/(7^-  u)  =  'l(r.  +  u); 

de  sorte  que  les  deux  points  .M  et  M'  donnés  par  «  =  7:  —  u  et/  =  Tt  +  u  sont  symé- 
triques par  rapport  à  SS',  car  le  vecteur  MM'  est  parallèle  à  Oj:,  les  deu.x  points 
ayant  même  ordonnnée,  et  l'abscisse  du  milieu  de  ce  vecteur  est  celle  de  S.  Ainsi 
toute  perpendiculaire  à  Ox  menée  par  un  sommet  est  axe  de  symétrie.  Il  en  est  de  même 
de  celles  qui  sont  menées  par  les  points  de  rebroussement,  comme  on  le  vérillerait  d'une 
manière  analogue. 

Cherchons   la  normale;   elle  sera,  puis([ue   dx  et  dy  sont  proportionnels  à  sin^» 

t 
cos  .^ , 

(X  —  x)  sin.-j  +  (Y  —  y)  cos.^  =  0, 
ou 

X  siu;^  +  ^  cos.^  =  x  sin.-j  -j-  y  cos,j  =  at  sin.j  —  a  T sin<  sin  .^  —  (1  —  cost)  cos^    • 

Mais  le  crochet  est  cos  (t  —  ^  J  —  cos  .j  =  0.  Donc  la  normale  est  simplement 

[3]  (X  —  aOsin.5  + Y  003^  =  0. 

On  voit  qu'elle  passe  par  le  point  A,  {x  =  at,  y  =  0). 

Si  A'  est  le  point  le  plus  haut  du  cercle,  l'angle  A'MA  est  droit,  et  AM  étant  la 
normale,  on  en  conclut  que  A'M  est  la  tangente. 
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231.  Exemple  3.  —  Éincycloïdes  et  hypocycloides.  —  Quand  un  cercle  mobile  roule 
âur  un  cercle  tlxo,  un  point  de  sa  circonférence  décrit  une  courbe  qu'on  appelle 
épicyeloïde  si  le  contact  est  extérieur,  et  hypocydoïde  si  le  contact  est  intérieur. 


Cherchons  les  équations  dune  telle  courbe.  Soit  a  le  rayon  du  cercle  (ixf>,  ma  celui 
du  cercle  mobile.  .Nous  supposons  le  point  mobile  .M  en  \  dans  la  position  initiale, 

où  le  contact  des  deu.x  cercles  est  en  A  sur 
Ox.  Dans  le  passage  de  cette  position  initiale 
à  une  position  quelconque,  le  rayon  vec- 
teur du  point  de  contact  balaie  un  angle 
u^^(OA,  OB)  dans  le  cercle  fixe,  et  un  angle 
t  ^{C.M,  CM)  dans  le  cercle  mobile.  Tes  angles 
étant  de  même  signe  pour  les  hypocycloides 
et  de  signes  contraires  pour  les  épicycloïdes, 

la  condition  de  roulement,  arc  AB  =  arc.Mn 
so  traduira  par  au  =  mat,  ou 


u  =  ml 


[2] 


à  condition  (]ue  m  désigne  la  valeur  algébrique  du  rapport 

BC 
m  ^  —  ^=  • 
BO 

Les  coordonnées  (x^,  Vq)  de  C  sont  alors,  dans  tous  les  cas, 

[.3]  Xq  — a(l  —  m)cosu,        Vu^a(l  — m)sinu 

puisque  OJ  =  OB  4-  BC  =  a  —  am  =  a  (1  —  m). 

Pour  l'angle  polaire  6=(Gx',  CM),  la  formule  (Gx',  CM)  =  (Cx ,  CB)  +  (CB,  CM), 
où  nous  négligeons  un  multiple  dé  27t,  donne,  suivant  les  cas, 

Hypocycloides  :  6  ^^  u  -|-  ( —  ');        Épicycloïdes  ;  6  ^  (u  +  ti)  +  ( —  ')• 

On  a  donc  pour  les  coordonnées  du  point  M,  d'après  les  équations  paramétriques 
du  cercle,  le  rayon  étant  ma,  dans  le  premier  cas,  et  —  ma  dans  le  second  cas, 

Hypocycloides  :  x  =  Xq  -(-  ma  cos(u  —  t),  y  ^y^-j-  ma  sin (u  —  t), 

Épicycloïdes:     x  =  Xo  +  ( — ma)  C03{7r +  "  — 0.       y  =  yQ-{- (— "ia)  s\n{r. -\- u  —  t). 
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Les  formules  sont  dont-  les  mêmes  dans  les  deux  cas;  et,  en  tenant  compte  de  ■  !] 
et  [3_\  il  reste,  pour  les  équations  générales  des  épkydoîdes  et  hypocycloïdes  : 

i  X  =  a{\  —  m)  003 mi  -\-  ma  eo3(l  —  m)t, 
'^  '  (  j  =  a  (  1  —  m)  si  n  m<  —  ma  sin  (  1  —  m)  /. 

On  en  tire  : 

dx 


[3] 


-^  =  am(l  —  m) .[—  %\nmt  —  sin(  I  —  m)t'  =  —  2am{\  —  m)  sin-  cos  /..  —  m\t, 

I  -^  =  am(\  —  m) .  [cos mt  —  ros(l  —  m)t]  ^=  2am(  I  —  m)  sin, -^  sin  (n  —  m  \t. 

Ces  formules,  qui  permettraient  de  faire  l'étude  de  la  trajectoire  de  M,  montrent 
en  particulier  qu'il  y  a  rebrousseinent  pour  l=z2kr.,  c'est-à-dire  toutes  les  fois  que  M 

revient  sur  le  cercle  fixe,  car  ces  valeurs  annulent  -77  el  -n,  de  sorte  nue  le  sens 

dt       at  ' 

de  variation  change  à  la  fois,  pour  x  el  pour  y. 

Les  valeurs  t  =  2k-  correspondent  à  u^2/im7r;  elles  donnent  un  nombre  limité  de 
rebroussements.  si  m  est  rationnel.  Cela  est  intuitif,  si  on  observe  que  m  est,  au  signe 
prés,  le  rapport  des  longueurs  des  deux  cercles.  Par  exemple,  m  =  3  donne  l'hypo- 
cycloïde  a  trois  rebroussements;  m  =  —  2  donne  l'epicydoïde  à  deux  rebroussements). 

L'équation  de  la  normale  sera,  dx,  dy  étant  proportionnels  à  cos (rn  —  ^\t, 
sinj  m  —  g)<, 

(X  -  X)  cos  (  m  —  \\  <  +  (V  —  v)  sin  (m  —  ^)  '  =  0. 
Le  terme  constant  est,  au  signe  près, 

a  1  —  m)     cosml  cos(  m  —  5)  *  +  sinm<  sin(  m  ^  s)M  + 

-jr  ma    cos(i  —  ni)l  cos(m  —  .M  —  sin(l  —  mjt  sin  (  m  —  ;^\l 
ou 

'Ml  —  m)  cos     m  —  (  m  —  2)  r  "^  "^^  ^^^    (  '  —  "M  +  ('"  —  2)  r  ^^ 

=  lali  —  m)  -\-  ma^  cos^  =  a  cos^- 
Donc,  la  normale  a  pour  équation 

[6]  X  cos  (m  —  .-^  )  <  -j-  Y  sin  1  m  —  ,^\l:=  a  cos  ^  • 

Elle  passe  par  le  point  B;  car  jinur  X  =  acosm<,  Y  =  asinm/,  le  premier  membre 
devient  : 

a    cos  m/  cos(  m—  ^\t  -\-  s\a  mt  sin|  m  —  ^\t\  ^  «  cos  \m  —  im  —  9)  ['' 
ce  qui  se  réduit  bien  au  second  membre  a  cos^- 

232.  Équations  implicites.  —  Supposons  une  courbe  définie  par  une 
équation 

U)  f{x,y)  =  0. 

Les  équations  paramétriques  (d)  (n"  229j,  de  l'une  quelconque  de 
ses  branches  vérifieraient  identiquement  celle  équation.  On  peul  donc 
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supposer  que  (4)  est  ridenlilé  en  /  obtenue  en  remplaçant  x  et  7  par 
les  fonctions  :j.(/),  J/(/)  en  question  et  dilTérenlier  les  deux  membres. 
Ce  qui  donne,  par  le  calcul  des  différentielles  totales, 


(•> 


Un  en  tirerait  des  quantités  proportionnelles  à  dx  et  dy,  qu'où 
pourrait  porter  dans  les  équations  ("2)  et  (3)  de  la  tangente  et  de  la 
normale  (n"  229). 

Mais  il  est  plus  simple  de  remarquer  que  cette  formule  (5)  exprime 

que  le  vecteur  -    .  —  est  perpendiculaire  au  vecteur  dx,  dy:  et.  par 

conséquent  que,  lorsquune  courbe  est  définie  par  V équation  /"(.r,  ?/)  =0, 

les  coefficients  de  direction  de  la  normale  sont  ^  et  ^• 
"  ?x       ?y 

Par  conséquent,  les  équations  de  la  tangente  et  de  la  normale  au 

point  {x,  y),  qui  sont  respectivement  perpendiculaire  et  parallèle  à 

celte  direction  ^,  •^.  et  qui  passent  lune  et  l'autre  par  le  point  (>r,  ?/), 

s'écrivent,  avec  les  coordonnées  courantes  X,  Y  : 


(0)     tangente 
(7)     normale 


(X 


^■^.T        ^  ^^:^y  ' 


•^x 
X  —  x 


y 


?x 


^ 

^y 


^f  H 


On  pourra,  du  reste,  v  remplacer  les  dérivées  partielles -^,   -',  le 
*^  '  ^  ^x    ^11 

cas  échéant,  par  des  quantités  proportionnelles. 


Exemple  i.  —  Parabole,     y-  —  2px  =  0 
Si   on   appliijue    les    formules  (6)  et  (7),   on  a  |^ 
tangente. 


^f 


;\r 
2p,  ^  =  2.V,  d'où,  pour  la 


—  p(X  — j)  +  .v(Y  —  y)  =  0,        ou        Yy —pX  — y^ -\- px  =  0. 

En  tenant  compte  de  y-  =  2px,  cette  équation  se  réduit  à  la  forme  simple 

[']        Yy—p(X-\-x)  =  Q. 

On  voit  que  celte  droite  passe  par 
le  point  Y  ^  0,  X  =  —  x,  symétri(|ue 
du  pied  U  de  l'ordonnée  par  rapport 
au  sommet.  D'où  ce  théorème  clas- 
sique :  la  sous-tangente  est  double  de 
Vabscissc  du.  point  de  contact.  Ceci 
s'applique  aux  valeurs  absolues  seu- 
^  lemcnt,  car  la  sous-tangente  UT  et 
l'abscisse  OU  sont  de  signes  con- 
traires. 
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Pour  Ut  nornudc,  nous  obtenons  l'cciunlioii 

[2]  ^Lz£^l^, 

—p        y 

qui,   pour  Y  =  0,  donne  X  —  x  =  p.  Comme  X  est  alors  l'abscisse  de  N,  et  x  celle 
de  U,  cela  signifie  que  la  sous-normale  UN  est  constante  et  égale  au  paramètre  p. 

Hemaniue.  —  Des  é(iuations  (2)  et  (3)  du  numéro  229,  on  déduit  immédiatement  les 


y 

/ 

i4  r 

nJ 

u            \ 

\.  r 

0 

\"- 

formules  qui  donnent  pour  une  courbe  quelconque,  en  valeurs  algébriques,  la  sous- 
tangente  et  la  sous-normalc.  En  faisant  Y  =  0,  la  première  donne,  en  valeur  algébrique, 

et  la  seconde  donne,  en  valeur  algébrique, 


X 


UN 


dx 


On   en   déduit   la   longueur  de  MT  et  celle  de   .MN,  qu'on  appelle  souvent,  pour 

abréger,  la  tangente  et  la  normale  : 

,       — ,       ,  /,    ,   dx-\         nds- 

tangenle  :  MT^  =  Ul^  +  MU-  =  y2  (  1  +  ^  )  =  j2  _ 

normale:  MN^  ==  UN^  +  MU^' =  y2(  1  +  ^,j  =  J^^^,' 

c'est-à-dire,  en  valeurs  absolues, 

MT  =  |.||,        >,N=j.f^l. 

Si  on  prenait  pour  sens  positif,  sur  la  tangente,  le  sens  des  arcs  croissants,  et,  sur 
la  normale,  le  sens  qui  en  résulte  par  une  rotation  de  +  ^.  'es  cosinus  directeurs  de 

la  tangente  étant  alors  cos:p  =  ^-,  ,  sinç:=--j^,  on  aurait,  en  vak-ur  algébriciue, 
MÏJ  =  MTsina  =  MN  sin(:p  +  ^)» 


d'où 


Ân-  =  --^  =  -I*?,      MN 


sin:p 


dy 


in(,  +  f) 


y- 


yds 
dx 


Exemple  2.  —  Ellipse  et  hyperbole.  —  Soit  l'ellipse  -j -j- r;  =  ' 
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Opérons  dirrctemeiil  '  ,  vn  dilTérenliaiU  cetlo  é(]uatioii    II  vient  : 
[,1  2£dx_^2Mv_0 


On   peut  donc  considérer  'i-   .„  comme  dt'flnissanl  la  direction  perpendiculaire  à 
la  tangente.  L'équation  </<•  In  iangenle  est  donc  : 


(\-x)^_  +  (\-y)^,  =  0, 


X  j-   ,    Y  y ^   1   .^ 

ai  +•  6i  ~  ai  ~^0-^' 


ou,  en  tenant  compte  de  —  -j-  ^  =  1 , 


[2] 


•Sx       \y 

n'-  "^  fci 


L'équation  de  la  normale,  parallèle  à  la  direction  -r,  f^,  est  : 
'  '^  a-     0- 


a2 


a-y{S.  —  .r)  —  b-x(\  —  y)  =  0, 


ou  encore,  en  remplaçant  a-  —  b-  par  c-, 

[3]  flîyX  —  bKr\  =  c^'xy. 

Pour  l'hyperbole,  même  calcul  et  mêmes  résultats,  en  changeanl  partout  b-  en  —  b-. 

Tangente  à  Vorigine.  —  Supposons  que  la  courbe  considérée  soil 
une  courbe  algébrique,  c'est-à-dire  qu'elle  soit  représentée  par  une 
équation  /"(.r.  î/)  =  0.  dans  laquelle  'fix.y)  est  un  polynôme  entier. 
Supposons,  de  plus,  qu'elle  p;isse  à  l'origine  :  léqualion  devant  êlre 
vérifiée  par  x^y^O,  f  x.  y)  ne  contiendra  pas  de  terme  constant. 
L'équation  de  la  courbe  sera  donc  de  la  forme 


(8) 


ax-{~  6y  H- g (  Aa:^ -h  2Ba?7/  +  Cy-j  -r 


0, 


où   les  termes  de  même   degré    sont   réunis  en  groupes,  et  où  ces 
groupes  sont  écrits  dans  Tordre  de  leurs  degrés  croissants. 
"  Les  dérivées  partielles  du  premier  membre,  f(x,  y),  sont  : 


(9)     ^-Ç  =  a-^(\x^By)~^  . 


^y 


h-j-ilix-i-Cy] 


elles  se  réduisent  donc  à  f^=:a.  f[^=:b.  pour  x  =  y  =  0.  Léquation 
(6)  de  la  tangente  est.  par  suite,  à  l'origine  des  coordonnées, 

(X  —  0)a-|-(Y  — 0)6=0. 


(!)  C'est  ce  qu'il  est,  en  général,  préférable  de  faire.  On  pourrait  aussi  tirer  de 
l'équation  [1],  les  valeurs  ^^>  ^  proportionnelles  à  dx,  dy,  et  porter  dans  les 
équations  (2)  et  (3)  du  numéro  229. 
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c'est-à-dire 
(10)  ax-hfj>j  =  {\. 

si  on  reprend  les  lettres  x.  y  pour  les  coordonnées  courantes. 

Donc  lorsqu'une  courbe  aigébriciue  passe  à  l'origine  des  coor- 
données on  obtient  récitation  de  la  tangente  à  l'origine  en  égalant  à  zéro 
l'ensemble  des  termes  du  premier  dfgi-é  de  l'équalion  de  cette  courbe. 

Eiemples.  —  l.a  parabnie  v-  —  2px  =  (l  a  pour  tangente  à  l"origini'  la  droite 
—  2px  =  0,  ou  X  =  U,  c'est-à-dire  Taxe  des  y. 

Le  cercle  X-  -|-  y-  —  2aLX  —  2~iy  =  0  a  pour  tangcnle  à  l'origine  la  droite 

—  2otx  — 2^y  =  0,         ou        sx+flv  =  0. 

233.  Points  de  rebroussement.  —  Les  équations  (2')  et  (3').  données 

au  numéro  229  pour  la  langenle  et  la  normale  à  une  courbe  x  =  cf«(/). 

dx 
y=::-l(l)  sont  illusoires,  si.  au  point  considéré,  les  dérivées  x' =z  -, 

(iy 
y'  =  --jj  s'annulent  toutes  deux  ^\  Nous  avons  vu.  au  numéro  117.  que. 

le  vecteur  \x' ,  y')  étant  alors  nul,  il  faul.  pour  avoir  la  direction  de 
la  tangente,  considérer  les  vecteurs  successifs  (x".  y"),  (x"\  y'"),  ...  ; 
et  que  le  premier  de  ces  vecteurs  qui  n'est  pas  nul  donne  la  direction 
cherchée. 

Bornons-nous  au  cas  oli  le  vecteur  {x'\  y")  n'est  pas  nul  :  la  tangente 
et  la  normale  auront  pour  équations  respectives  : 

,  ,  X  —  X      Y  —  V 

tanaente  :  — r, —  =  — tt-^', 

normale  :  (X  —  x)x" -hC^  —  y)?/"=0. 

La  courbe  a  alors^  au  point  M  considéré,  un  rebroussement  ■'.  Si  ni  x". 
ni  y"  n'est  nul  en  ce  point,  cela  résulte  de  ce  que  le  sens  de  variation 
change  à  la  fois  pour  l'abscisse  et  l'ordonnée,  de  sorle  que  le  point 
courant,  après  être  arrivé  en  M  le  long  de  la  langenle^  rétrograde 
ensuite  le  long  de  cette  tangente.  On  examinerait  de  même  les  cas 
x"=iO.  ?/"==:0;  et  x"  =:={).  y" ^0  :  la  tangente  de  rebroussement  est 
alors  parallèle  à  Oy.  ou  à  U.r.  (respectivement). 

On  arrive  à  la  môme  conclusion,  dans  tous  les  cas,  en  étudiant  la  position  d'un 
point  de  la  courbe,  voisin  de  M,  par  rapport  à  la    normale.  Les  coordonnées  X,  V 


(1)  Si  une  seule  dérivée  s'annule,  x'  par  exemple,  l'équation  (2')  donnera,  suivant 
une  convention  déjà  expliquée,  X  —  x  =  0;  ce  qu'on  voit  aussi  en  écrivant  celle 
équation  sous  la  forme  entière  y' {\  —  x)  —  x' {Y  —  y)  =  0. 

(2)  La  cycloide  et  les  epicycloïiles  fournissent  des  exemples,  comme  il  a  été  indi- 
qué à  propos  de  ces  courbes. 
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d'un    li'l    point,  (jui  corres|iond  i\  une  valeur  l -{- h   du   panuMcIrc.   sont,  d'nprus  In 
fornuilo  de  Taylor.  iiuo  l'un  poussera  aussi  loin  qu'il  sera  nécessaire, 


\  \=r+li.r  +^x'  +  i^y' 


b 


V  +  /,,'  +  'ir>  + 


En  remplaçant  X  et  Y  par  ces  valeurs  dans  le  premier  membie  de  reiiualion  de 
la  normale,  nous  obtiendrons  un  résultat  (jui  sera  positif  ou  négatif,  suivant  que 
le  point  (X,  Y)  sera  d'un  coté  ou  de  l'autre  de  la  normale  (n"  21(j).  Or  ce  résultat, 
de  substitution  est,  en  tenant  compte  de.r'=j'  =  0. 

ji^"  +  y"')  +  '-^i^'"-^" + y"'y"^  +  • .  •  ; 

et.  pour  /i  inliniment  petit,  il  est  du  signe  de  son  premier  terme,  qui  est  positif 
pour  /i  <  0  aussi  bien  que  pour  h/^0,  c'est-à-dire  avant  le  passage  en  M  du  point 
courant,  comme  après.  Donc  L-  point  courant  est  du  même  côté  dt:  la  normale,  avant  cl 
aprc^  Sun  passage  en  M,  (dans  le  voisinage  de  ce  point). 

Pour  examiner  de  même  la  position  de  la  courbe  par  rapport  à  la  tangente,  nous 
portons  les  valeurs  (1).  (où  x'  =  y'  =  0),  dans  le  premier  membre  de  léiiualion  de  la 
tangente  : 

_v"(X  —  :r\  —  .r"(Y  —  v)  =  0; 


e  (]ui  d(>nne. 
(2) 


/l3  II' 

îj-  {j-'"'y"  —  y"'j--").  +  24 (•^■"-*'"  —  y'"-'  ) 


Le  premier  terme  est  ici  du  signe  de  h,  si  x'"y"  —  y"'x"  n'est  pas  nul;  c'est-à-dire 
si  le  vecletir  {x'",  y'")  n'est  ni  nul,  ni  parallèle  au  vecteur  (x",  v").  Donc,  sous  celte 
liypothèse,  le  point  courant  traverse  la  tangente,  en  passant  en  .M  ;  et  on  a  ce  qu'on 
appelle  un  rebroussenient  de  première  espèce. 

Dans  le  cas  contraire,  le  premier  terme  de  (2)  s'évanouissant,  c'est  le  second  qui 


N 


M 


donnera  son  signe,  s'il  n'est  pas  nul,  c'est-à-dire  si  le  vecteur  {x'^,  y'*)  n'est  ni  nul, 
ni  parallèle  au  vecteur  {x",  y").  Alors  le  point  courant  ne  traverse  ni  la  normale, 
ni  la  tangente,  quand  il  passe  en  M;  6t  ou  a  ce  que  l'on  appelle  un  rehroussement 
de  seconde  espèce. 

Remarque.  —  La   mithode  que  nous  venons  d'employer  pourrait  servir  à  étudier 
la  concavité  de  la  courbe  en  M,  dans  le  cas  où  le  vecteur  (x',  y)  n'est  pas  nul. 
L'équation  de  la  tangente  a  alors,  (n°  229,  étjualion  (2)),  sa  forme  générale 

(3)  y'  (X  —  .t)  —  x(Y-  y)  =  0. 

Si  nous  portons  dans  le  premier  membre  les  valeurs  (1),  nous  obtenons 

(4)  '4  (yx"  -  xy")  +  ^'  (y  V"  -  x'y"')  +.... 
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Nouà  nous  borneronâ  au  cas  où  le  vecteur  (x",  y")  n'est  pas  nul.  Substituons  dans 
le    premier  membre  de   l'équation   (3)  les  coordonnées  X  =  x- +  .r".  Y  =  v -f  )■"  de 

l'extrémité  J   du   vecteur  MJ,  de   composantes  (x"y") 

a-",  y".  Il  vient  [y'x"  —  x'j")  :  c'est  le  cooflicient  ^ ,' 

qui  détermine  le  signe  du  premier  terme  de  (4), 
pourvu  (ju'il  ne  soit  pas  nul.  Ce  premier  terme 
donnant  son  signe  ù  ce  développement  (4), 
pour  h  infiniment  petit,  nous  concluons  : 

Si    le    vecteur    (x",  y")    n'est     pas    nul,    el  ^,,^''^^ M 

n'est  pas  parallèle  au  vecteur  (.r',  y'),  la  courbe 
se  trouve,  dans  le  voisinage  du  point  M  considéré, 
du  même  côté  de  la  tangente   que    le  vecteur  MJ,   d'origine  M  et  de  composantes  x",  y". 

En  d'autres  termes,  ce  vecteur  MJ  (accélération)  est  toujours  dans  la  concavité  de  la 
courbe,  s'il  n'est  pas  dirigé' suivant  la  tangente^  . 

Il  ne  peut,  par  suite,  y  avoir  inflexion  que  si  le  vecteur  {x",  y")  et  le  vecteur 
(x',y')  sont  parallèles,  c'est-à-dire  si  x'y"  —  y'x"  est  nul.  On  voit  que,  dans  ce  cas, 
c'est,  en  général,  le  second  terme  de  (4)  qui  donnera  son  signe  au  développement 
(4)  :  ce  signe  changera  donc  avec  celui  de  h,  el  il  y  aura  eiïectiveiiieol  inflexion,  si 
le  vecteur  (x'",  y'"}  n'est,  lui-même,  ni  nul,  ni  parallèle  à  la  tangente. 

Tout  point  d'inflexion  salisfuil  donc  à  l'équation  x'y"  —  y'x"  =  0. 

On  retrouve,  du  reste,  immédiatement  cette  équation,  en  écrivant  que  le  sens  de 
la  variation  du  coefficient  angulaire   de  la  tangente  à  la  courbe  doit  changer  en  un 

lel  point  (n"  204),  c'est-à-dire  que  la  dérivée  de  ce  coefficient  angulaire  =77,  s'y  annule. 

234.  Points  singuliers.  —  Les  équations  (6)  et  (7),  données  au 
numéro  :i.'}:2  pour  la  langenle  et  la  normale  à  une  courbe  /'(r,  y)=:0, 
au  point  {x,  y),  sont  illusoires  si  les  coordonnées  de  ce  point  M  annu- 
lent à  la  fois  les  deux  dérivées  partielles  ^,  '-^.  On  dit  alors  que  le 
point  M  est  un  point  singuiiev. 

Dans  le  cas  le  plus  simple,  où  les  dérivées  du  second  ordre.  ^> 

'— >  — ^5.  ne  s  annulent  pas.  toutes  les  trois,  en  ce  n)éme  point,  on 
.^./\^7     ?y-  "^  *^ 

démontre  que  le  point  M  est  :  soit  un  point  isolé,  où  ne  passe  aucune 

branche  de  courbe,  soit  un  point  de  croisement,  où  deux  branches  de 

la  courbe  se  traversent,  soit  un  point  de  rebroussement. 

Reprenons,  en  effet,  le  raisonnement  du  numéro  232;  nous  arriverons  d'abord  à 

1  équation   (5),  rç- dx  -\-  ^dy  =  0,  qui  sera  une  ideutilé   en    <,  pour   toute    branche 

a-  =  5(ij,  y  =  ■!/(«)  de  la  courbe /(x,  y)  =  0,  aboutissant  en  .M.  En  la  dilléreutiant  de 
nouveau,  on  obtiendra 

V'  d'-x  -f  /  dh-  -f  ;-4  dx-'  -f-  2.^  dxdv  +  ';-^  =  0. 


(I)   On   retrouvera    ce   résultat   dans  le   cours  de  mécanique,  où  il  a  une  grande 
importance. 
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Lo  calcul  est  analniruo  à  celui  du   nunu>ro   187:   mais  il  faut  ici  tenir  comple  de 
ce  que  d'.r  et  d-y  ne  sont  pas  nuls. 

l'ourle  |Miinl  M  luinième,  où  ^  -  =  .^-  =  0  par  liypotlièse,  celte  éiiualion  se  réiluil 
<  X      ^  y 


(I) 


.>-  /'        ?-  f      i"*2  f 

Mous  U'iis  lorr.croi.s  au  cas  où  les  dcrivccs  secondes  r-^,  '  -s — r-'  -r-h  ne  sont  iias  nulles 

^x-    ?xliy    ?y- 

toutes  les  trois.  Nous  arrivons  donc  à  une  éiiualion  du  second  defiré  en  dx,  ou  dy. 

Trois  liypollièses  seul  alors  possibles  ; 

/  ^2  /■  \  2      y-  f   ?-  f 
1'     L-il    — :r-h  •  .r^  <  0.   L  équation  (I)  est  impossible;  il   n'v   a  donc  pas 
\^x^y!         ^x-    ?y-  11. 

liranclie  de  courbe  aboutissant  au  point  :  c'est  un  point  singulier  isolé. 


de 


^\f 


y-f  y-f~ 


'■f^, 


2°     /i— ;    i    — ^— 4-<-^>0.  Si   ^  ^c  0,    ré(|ualion  (I)  a  deux  racines  en  rfy,  qui 
\?x^yj        ^x-    ^y--^  ^y-  ^  ^  '  ■'     ' 

ïont  de  la  forme 

i2)  '0'  =^  "'i'^'".         'iy  =  nudx. 

On  trouve  donc  deux  directions  possibles,  pour  la  tangente  en  M  à  ikne  branche 
de  la  couibe,  passant  en  ce  point;  leurs  coefficients  angulaires  étant  /«i  et  m^. 

Si  ^  =:  0,  c— %--  n'est  pas  nul;  et  l'équation  (1)  se  décompose  en  deux  équations, 
^y-  ?x?y  1  '  I  \  /  i  ' 

de  la  forme 

(3)  dx  =  0,         dy  =  mdx. 

(  (n  a  donc   encore  deux  directions  de  tangente. 

(In  démontre  qu'à  chacune  des  tangentes  possibles 
ainsi  trouvées  correspond  elleclivement  une  branche 
de  la  couibe,  qui  lui  est  tangente,  sans  rebrousse- 
ment.  La  courbe  présente  donc  un  point  double-^  c'est- 
à-dire  que  deux  branches  de  la  courbe  se  croisent  en 
Ci  point. 

/  ?i  f  \a      ?-/■    ^-  f 
3°     1;^ — ^1"  —  .p^,  •.^:=0.     Le    calcul    précédent 
\i  Xl  y  f         i  X-    <  y- 

donne  une  racine  double  en  dy.  ou    en  dx.   II   n'y  a 

plus  qu'une  direction  de  tangente.  On  démontre  qu'il  y  a  en  général  rebroussemenl, 

le  long  de  celte  tangente,  au  point  .M  considéré. 

Itcmarque  l .  —  Pour  une  courbe  algébrique /"(j?,  .v)^0  (n°  232),  on 
(lil  (juun  point  {x,  y)  de  celle  courbe  esl  un  point  simple,  si  ses  coor- 
données  n'annulent  pas.  à  la  fois,  les  deu.\  dérivées  partielles  du 

premier  ordre.  — •  — ;  un  poinl  double  si  ses  coordonnées  annulent 

^  ?x    ^y  ^ 

<:os  deux  dérivées  sans  annuler,  à  la  fois,  les  trois  dérivées  partielles 

du  second  ordre,  '— ^,,  -^-J-.  '-4.  ;  el  ainsi  de  suite. 
'  :'x-   ?x?i/   ?ij^  ' 

Si  le  point  considéré  est  l'origine  des  coordonnées,  réquation  s'écrira 


(-4) 


nx  -+-  In/  -+-  ^{Ax-  -f-  2B.rj/  +  Oj')  -h  .  . .  =  0 ; 
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el  si  ce  point  est  multiple  pour  la  courbe,  a  el  b  seront  nuls,  car  cf 
sont  les  valeurs  des  dérivées 

^  /■                                                    ^  /' 
'  =  a  -h  (  Ax  -F-  Biy)  4-  .  .  . ,  '  =  6  H-  (Bj-  H-  C'/)  4- 

pour  ./:  =  j/=::0.  Los  dérivées  secondes  sont  ensuite 

•^:=A^....    ^=ii+...,    ^(=c-i-.... 

et  se  réduisent  à  A.  li.  G,  pour  x  =  ij  ^0. 

Donc,  si  l'oriijine  est  u»  point  double,  l'équation  de  la  courbe  est  de  lu 
forme 

(5)  A.r-^  +  2B.ri/H-Cj/-+ ...  =0. 
les  termes  non  écrits  étant  de  degré  supérieur  à  2. 

Remarque  2.  —  Le  cas  le  plus  simple  est  celui  d'une  courbe  du 
second  degré  :  léquation  se  réduit  à 

(6)  Aa;^  +  2Bxy4-Cjfy-  =  0. 

Si  G  n'est  pas  nul,  on  obtient,  en  résolvant  en  //,  deux  éjualions  de 
la  forme  " 

(  7  )  y  :=  m,j?,         ly  =  ni;c. 

Si  G  est  nul.  Téquation  se  décompose  en 

(S)  .r  =  0,         Ai-  +  2B|y  =  0, 

La  courbe  se  compose  donc  de  deux  droites,  qui  seront  confondues 
dans  le  cas  B-  —  AC  =  0. 

Ainsi  :  une  équation  homot/ène  du  second  degré  en  x,  g  représente  un 
couple  de  droites,  qui  passent  à  lorigine  **'. 

C'est  une  courbe  du  second  degré,  qui  a  un  point  double  à  l'origine; 
et,  réciproquement,  toute  courbe  du  second  degré  qui  a  un  point  double 
se  compose  de  deux  droites  passant  en  ce  point. 

Iteniarque  .'i.  —  Revenons  au  cas  général  de  l'équation  (3)  :  c'est-à- 
dire  à  une  courbe  algébrique  ayant  un  point  double  à  l'origine.  On 
obtient  l'équation  du  couple  des  tangentes  en  ce  point,  en  égalant  à  zéro 
Vensemble  des  ternies  de  degré  moindre  dans  l'é(juation  de  cette  courbe 
(termes  du  second  degré). 

Cela  résulte  df  ce  que  les  directions  de  ces  tanaeiitei  ne  dépendeiil  que  des  valeurs 

(1)  Nous  écartons  le  cas  B-  — AC  <<  0,  où  le  premier  membre  de  (6), 

,^  Cv+B.r)^  +  (\C-Bi)x^J, 

ne  s'annule  que  pour  ./•  =  0,  y  ==  0. 

(2)  A  moins  qu'elle  ne  soil  vérifiée  que  par  x  =  0,  y  ^  0. 
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des   dérivées  ;^-^,  >r^.'  ;»',.-<  pu'squ'ollcs  ?onl  données,  d'après  ce  quim  a  vu  i)lus 

liniil  par  l'équalfon  (\) 

-^d.r^  +  2yJ-dxdy  +  ^-Idy^  =  0. 

Ces  dérivées  .-tant  égales  à  2A.  2B,  2C  pour  la  courbe  (.")),  aussi  bien  que  pour  le 
couple  de  droites  (6).  à  l'oriirine  des  coordonnées,  le  couple  de  droites  (6)  a  mêmes 
tangentes  en  ce  point  (|ne  la  coiirl.e:  .'■•sl-à-dirc  que  les  tangentes  ù  la  courbe  sont 
les  droites  du  couple. 

Exemple  l.  —  La  courbe  x-  —  y^  -\- xyi  =  0  a  un  point  double  à  lorigine;  et  les 
lanirenles  en  ce  point  sont  x2  —  v2  =  0.  c'est-à-dire  .v  =  ±.r.  Ce  sont  donc  les 
bissectrices    des    axes.   On    le    vérifiera   facilement   en   construisant   cette   courl>e. 

Lequation  peut  s'écrire,  en  eiïet,  y  = ''"  . 

±  M  —X 

Exemple  II.  —  La  courbe  y-=x^  a  un  point  de  rebroussemenl  à  l'origine;  et  la 
tangente  en  ce  point  est  donnée  par  y-  =  0,  ou  ^-  =  0.  C'est  donc  l'axe  des  x.  La 
courbe,  dont  l'équation  peut  s'écrire  y  =  ±sx^,  se  construit  encore  facilement. 


235.   Enveloppes.    —  Une 

équation  de  la  (ormo 

(7)     f{x,y,u)  =  0, 

où  u  est  un  paramètre  pou- 
vant prendre  des  valeurs 
constantes  arbitraires,  repré- 
sente ce  qu'on  appelle  une 
famille  de  courbes  (C).  Pour 
diverses  valeurs  m,,  w.,,  Mj,  ..., 
de  M,  on  a  diverses  courbes 
de  la  famille  :  (C,),  (C,,), 
{C3).  .... 

On  dit  alors  qu'une  courbe 
(E)  est  une  enveloppe  des 
courbes  de  la  famille,  si  elle  est  tangente  à  chacune  d'elles;  et,  par 
rapporta  leur  enveloppe,  les  courbes  (7)  sont  appelées  des  enveloppées. 
Chaque  point  M  de  l'enveloppe  est  point  de  contact  d'une  enveloppée 
(C)  qui  correspond  à  une  certaine  valeur  u  du  paramètre.  Les  coor- 
données [x,  y)  sont  donc  des  fonctions  de  u  que  nous  allons  déter- 
miner :  ces  fonctions  satisfont  à  l'équation  (7).  Leurs  différentielles 
dx,  dy  définissent  la  direction  de  la  tangente  à  l'enveloppe  (E),  puisque 
celle-ci  est  le  lieu  de  M  quand  u  varie.  Mais  cette  tangente  est  aussi 
tangente  à  l'enveloppée  (7).  Donc  les  différentielles  dx,  dy  considérées 
satisfont  à  l'équation 

■    (8)  'V^^^.V^        0, 
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que  vérilie  (n"  û'Ail)  tout  déplacement  inlinitésiiiial  tancent  à  l'enve- 
loppée (7)." 

lircipyoqufinrDl.  si  des  fonctions  x,  1/  de  u  satisfont  aux  équations 
(7)  et  (S),  ce  sont  les  coordonnées  dun  ])oint  M.  dont  chaque  position, 
lorsque  II  varie,  est  sur  la  courhe  (7)  correspondante,  et  qui  se  déplace, 
à  partir  de  cette  position,  tangenliellement  à  celte  courbe  '.  Le  lieu 
de  ce  point  est  donc  bien  une  enveloppe  des  courbes  (7)  - . 

Resie  à  trouver  les  fonctions  .r,  //  de  u  qui  satisfont  aux  équations 
(7)  et  (8).  Elles  satisfont  aussi  à  l'équation,  obtenue  en  difTérenliant 

(7),(n"Si). 

et,  par  conséquent,  à  celle  qu'on  en  déduit  en  retranchant  (8)  et  (9)  : 

(10)  ^Uu  =  0. 

/{rciprorjuement,  si  des  fonctions  x,  y  de  u  satisfont  à  (7)  et  (10), 
elles  satisfont  à.  (9),  qui  est  une  conséquence  de  (7);  et,  par  consé- 
quent, à  (8j  qu'on  obtient  en  retranchant  (10)  de  (9).  Elles  répondent 
donc  à  la  question,  puisqu'elles  satisfont  dès  lors  à  (7)  et  (8). 

l^es  fonctions  cherchées  sont  donc  déterminées  par  (7)  et  (10).  On 
peut  diviser  l'équation  (10)  par  du,  qui  ne  serait  nul  que  pour  une 
enveloppée,  et  non  pour  l'enveloppe;  et  on  conclut  : 

L'enveloppe  d'une  famille  de  courbes  s'obtient  en  associant  à  l'équation 
générale  de  ces  courbes  sa  dérivée,  prise  par  rapport  au  paramètre. 

En  résolvant  en  x,  y  les  équations 

(11)  f{x,i/,u)  =  (),  ./A-^^^  =  0 

ainsi  obtenues^  on  obtient  les  équations  paramétriques 

(12)  x=:':^(u),  y^'l{n) 
de  l'enveloppe. 

Pour  chaque  valeur  de  u,  ces  équations  (il)  définissent  les  coordonnées 
des  points  de  contact  de  l'enveloppée,  (de  paramètre  u),  avec  l'enveloppe. 

(1)  Nous  adinoUons  ici,  impliciloment,  que  la  position  du  point  M  n'est  pas  li'lle 
que  l'on  ait  ^  =  :^  =  0;  car,  dans  ce  cas,  l'équation  (8)  ne  dérinit  plus  la  direc- 
tion dx,  dy.  En  d'autres  termes,  les  points  singuliers  des  enveloppées  satisfont  aux 
éi|uations  (7)  et  (8);  ils  s'introduisent  donc  dans  l'enveloppe,  mais  il  peut  n'y  avoir 
pas  contact  en  ces  points  entre  l'enveloppe  et  l'enveloppée  correspondante. 

(2)  En  vertu  de  la  remarciue  faite  dans  la  note  précédente,  la  courbe  trouvée  peut 
être  exceplionnellemoni,  un  lieu  de  points  sinjiuliers  des  enveloppées,  ou  contenir 
un  tel  lieu. 
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Hnniiitjuc  I .  —  Pour  (ju'iin  poinl  apparlionnc  à  l'enveloppe,  il  laul 
que  si  on  porle  les  valeurs  x,  j/  de  ses  coordonnées  dans  les  é(jua- 
lions  (11),  ces  équations  soient  vériliées,  pour  une  valeur  convenable 
de  J/;  car  cela  exprimera  que  ce  poinl  est  l'un  des  points  dont  le  lieu 
est  l'enveloppe  cherchée.  On  obtiendra  donc  la  condition  nécessaire 
que  doivent  remplir  (,r,  y)  pour  être  les  coordonnées  d'un  poinl  de 
l'enveloppe,  en  exprimant  que  les  équations  (11)  ont  une  solution 
commune  en  u.  c'est-à-dire  en  éliminant  u  entre  les  équations  (11). 
Le  résultat  de  celle  élimination,  de  la  forme  E(x,  y)  :={.),  sera  donc 
réquation,  entre  x  et  )/  seuls,  qui  représentera  l'enveloppe'". 

Remarque  2.  —  Les  équations  (11),  où  on  considère  a*  et  y  comme 
des  constantes  données,  expriment  que  u  est  racine  double  de  /'  =  0, 
(n"  130).  Donc,  on  obtient  Véquation  de  l'enveloppe  des  courbes 

f{x,y,  ii)  =  0, 

en  exprimant  que  cette  équation,  considérée  comme  équation  en  u,  a  une 
racine  double. 

Remarque  .'J.  —  Les  points  d'intersection  d'une  courbe  (C)  avec  une 
courbe  voisine  sont  définis  par  les  équations  : 

(13)  /"'x,  y,f/)  =  0.         f{x.y,u-\-h)  =  0. 

Mais  ce  système  est  équivalent  au  système 

f{x,  y,  u  -4-  h)  —  f{x,  ?/.  (0 


(l'O 


f{x.y,u)  =  (). 


h 


0, 


qui  tend  vers  le  système  (U)  lorsque  h  tend  vers  0. 

On  peut  conclure  de  là  que  les  points  de  contact  d'une  enoeloppée 
aoec  l'enveloppe  sont  les  points  d'intersection  de  cette  enveloppée  avec 


(1)  En  g-én<'ral,  quand  les  foordonnées  d'un  point  variable  sont  définies,  en  fonc- 
tion d'un  paramètre  variable  u,  par  un  système  f(x,  y,  u)  =  0,  g(x,  y,  u)  =  0,  on  voit, 
en  raisonnant  comme  ci-dessus,  (|ue  le  Lieu  géométrique  de  ce  point  est  représenté 
soit  par  les  équations  paramétriiiues  obtenues  en  résolvant  ces  équations  pur  rapport  à 
X  et  y,  soit  par  l'équation  en  x  et  y  obtenue  en  éliminant  u  entre  ces  mêmes  équations. 

L'équivalence  des  deux  procédés  nest  pas  absolue.  Mais  la  discussion  de  celte  équiva- 
lence nécessiterait  une  théorie  précise  de  l'élimination,  et  sortirait  des  limites  de 
ce  cours.  Disons  seulement  qu'on  doit  préférer  la  résolution  par  rapport  à  x,  y,  en 
fonction  du  paramètre  u,  si  elle  est  possible.  Ce  sera  le  cas,  par  exemple,  toutes  les 
.fuis  i|ue  Ton  aura  à  chercher  l'enveloppe  d'une  famille  de  droites. 

Observons  encore  que  pour  une  famille  de  courbes  définie  par  une  équation  du 
premier  degré  en  u,  A{x,  y)  -f  uB(x,  y)  =  0.  le  système  (II)  donne  les  points  communs 
à  A  (jr,  y)  =  0,  B{x,  y)  =  0.  par  lesquels  passent  toutes  les  courbes  de  la  famille.  On 
n'obtient  pas  ainsi  des  équations  de  la  forme  (12),  puistjue  les  coordonnées  de  ces 
points  ne  dépendent  pas  de  u.  Il  n'y  a  pas  d'enveloppe  à  proprement  parler.  Le 
procédé  par  élimination  donnerait  Bx,  y,  r=  0,  qui  ne  répond  en  aucune  manière  à 
la  question. 


m:i>iu:st:.NTATi()N  des  hûlubes  usielles 


361 


l'enrrloppre  infiniment  voisine,  ce  qui  veut  dire  :  les  positions  limites 
vers  lesquelles  teiulenl  les  points  d'intersection  de  l'enveloppée  avec 
une  autre  enveloppée  qui  se  rapproche  indéfiniment  de  la  première. 
Par  suite,  l'enveloppe  est  le  lieu  des  points  communs  à  efiatjue  coiirhe 
de  la  famille  et  à  la  courbe  infiniment  voisine  "*. 

Applications.  —  La  théorie  des  enveloppes  a  des  applications  impor- 
tantes en  optique  (principes  des  ondes  enveloppes,  caustiques),  et  en 
mécanique  appliquée  (tracé  des  engrenages,  des  excentriques j. 

236.  Exemple.  —  Enveloppe  d'un  cercle  (C)  dont  le  centre  U  décrit  un  cercle  donné,  et 
(/(Il  passe  par  un  point  fixe  0  de  ce  cercle  donné. 


Soit  A  le  centre  du  cercle  donné,  a  son  rayon.  Prenons  pour  axes  0.\  et  la  perpen- 
diculaire Ov. 
Lr  point  U  a  pour  coordonnées  (voir  équations  paramétriques  d'un  cercle,  n"  218'. 

Xj,  =  fl  +  «  cos (/,        yy  =  asinu. 

I.c  cercle  (C)  a  donc  pour  équation,  R  désignant  son  rayon  : 

[x  —  a(l  -|-  cosu)]2  -{-  j  —  a  sinuj-  =  R^. 

Comme  il  doit  passer  à  l'origine,  le  terme  constant  doit  (-Ire  nul,  de  sorte  (jue 
l'éciuation  est  : 

[I]  X-  -\-  y-  —  2«.r(l  +  cos(i)  —  2rty  sinu  =  0. 

11  faut  y  joindre  la  dérivée  prise  par  rapport  à  u.  qui.  divisée  par  '2a,  est 

[2  '  X  sin  u  —  y  cos  u  =  U. 

Mésolvons  en  x  et  y.  On  lire  de  la  seconde  équation 

V  -^  =     ^     => 

''  '  cosu       sin  u         ' 


(I)  Ici  encore,  une  discussion  serait  néces?aire.  Car  nous  avons  seulement  prouvé 
que  tout  point  d'intersection  d'une  enveloppée  avec  l'enveloppée  infiniment  voisine 
appartient  à  l'enveloppe.  .Mais  nous  voulons  seulement  donner,  sur  cette  théorie,  les 
notions  crénérales  usuelles. 


;<62 


HF.PHKSFNTATION    DKS    COinBES    L'Sl'FLLES 


OC' 


)  ('tant  une  inconnue  nusilinirr.  qu'iMi  ivilcnic  en  porlnnt,  dans  [\],  les  valeurs 

■4"  X  =  >  eus»,        V  =  >,  sin u, 

lirèes  de  ces  équations    3".  Cela  donne,  après  division  par  ),  et  simplitlcnlidn, 

[5]  A  =;  2a(l  +  CCS  h). 

On  a  donc  les  équations  paramétriques  de  l'enveloppe 

.7-  =  2<i  \  1  +  cos  u1  cos  H,        y  ::=  2a (  1  -j-  cos u)  sin  ii. 

.Mais  on  peut  remarquer  que,  d'après  la  forme  des  équations  [4\   ),  et  u  sont  les 

coordonnées  poUircsdu  pointM, 
de  sorte   que    \V>]  est   l'équation 
polaire  du  lieu.  Si  on  l'écrit 
A  =  2a  cos  u  -f  2a, 

et  si  l'on  remarque  que  2a"cosu, 
projection  de  OU  =  2a  sur  le 
rayon  vecteur  est  la  valeur  algc- 
lirique  de  OP,  on  conclut 

ÔM  =  OP  +  2a 

cest-à-dire  RM  =  2a. 

L'enveloppe  chercliée  est  donc 
la  courbe  obtenue  en  portant  sur 
les  rayons  vecteurs  OP  du  cercle 
(dans  le  sens  positif  de  ce  rayon 
vecteur)  une  longueur  constante 
égale  au  diamètre  de  ce  cercle.  La  courbe  ainsi  définie  s'appelle  une  cardloïçle  ; 
si  la  longueur  constante  PM  était  quelconque,  elle  serait  un  limaçon  de  Pascal. 

Pour  la  cardioïde  [5\  A  est  nul  pour  u  =  tï.  La  dircctibn  u^t.  est  donc  la  direc- 
tion limite  de  O.M,  lorsque  M  vient  en  0;  c'est,  par  conséquent,  la  tangente  a  l'ori- 
gine. La  courbe,  qui-,  d'après  sa  définition,  est  symétrique  par  rapporta  x'x,  a  donc 
un  point  de  rebrousscment  en  0. 

Remarque  t.  —  L'équation  "2'  exprimait  déjà  que  OM.  dont  elle  est  l'équation,  est 
parallèle  à  .\U.  de  sorte  que  u  devait  être  elTeclivement  l'angle  polaire  de  M,  aussi 
bien  que  de  U.  Donc  O.M  est  perpendiculaire  à  la  tangente  UT;  et  comme  UT  est  un 
diamètre  du  cenle  (C),  il  passe  par  le  milieu  H  de  la  corde  OM. 

Le  lieu  de  II  est  donc  le  lieu  de  la  projection  de  0  sur  les  tangentes  au  cercle 
donné  :  c'est  ce  ([u'on  appelle  \npodaive  de  ce  cercle  par  rapport  au  point  0. 

El  le  lieu  de  .M  est  homotliélique  du  lieu  de  II  (pôle  0,  rapport  2).  Donc  la  podaire, 
lieu  de  II,  serait  aussi  une  cardioïde,  relative  au  cercle  décrit  sur  OA  comme  dia- 
mètre. 

Remarque  2.  —  L'axe  radical  du  cercle  (G)  et  d'un  cercle  voisin  est  perpendiculaire 
à  la  ligne  des  centres,  qui  est  une  corde  du  cercle  donné,  passant  par  U.  A  la 
limite,  cette  corde  devient  la  tangente  UT,  de  sorte  que  l'axe  radical  du  cercle  (C) 
et  du  cercle  infiniment  voisin  est  la  perpendiculaire  OU  à  UT.  Il  doit  passer  par 
les  point*;  communs  au  cercle  (C)  et  au  cercle  infiniment  voisin,  puisque  l'axe  radical 
de  deux  cercles  est  leur  corde  commune,  quand  ils  se  coupent:  l'un  de  ces  points 
communs  est  0,  et  l'autre  est  le  point  de  contact  de  (C)  avec  son  enveloppe  M.  Ou 
pouvait  ainsi  prévoir  que  O.M  serait  perpendiculaire  à  TU. 

Remarque  3.  —  Les  remarques  précédentes  s'étendent  à  l'enveloppe  d'un  cercle  qui 
passe  par  un  point  fixe,  et  dont  le  centre  décrit  une  courbe  quelconque. 
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DEVELOPPEES   ET   DEVEF/JPPAMES 


237.  Courbure.  —  Lorsqu'un  point  M  décrit  une  courbe,  la  tangente 
MT  en  ce  point  tourne  en  nicMue  temps;  la  courbure  sera  dautant  plus 
accentuée  que  cette  rotation  de  la  tangente  sera  plus  rapide,  pour  un 
même   déplacement    linéaire    du    point.    Pour    préciser   le    degré   de 


courbure  de  la  courbe,  on  a  donc  à  comparer  deux  infiniment  petits, 
l'arc  MM'  qui  sépare  M  d'un  point  voisin  M';  et  ïaïujle  de  conliiujence  t 
de  la  tangente  MT  avec  la  tangente  MT'.  Cela  se  fera,  comme  toujours, 


en  étudiant  ce  que  devient  leur  rapport 


arc  M  M 


7,  lorsque  M'  tend  vers  M. 


Ce  rapport  — "      ,  s'appelle  courhirre  moyenne  de  l'arc  MM';  et  sa 
limite  s'appelle  la  courbure  au  point  M. 


(1) 


Courbure  =  lim ^^:zr-  ■ 

arc  MM' 


Soit  A  un  point  fixe  sur  la  courbe,  et  s  la  valeur  algébrique  que  prend 
Tare  AM.  quand  on  a  fixé  un  sens  sur  la  courbe  pour  les  arcs  positifs 
(n"    204).    Soit    s-f-As    la    valeur  algébrique   de   l'arc    AM'    :    on    a 

arc  MM' =  1  ls\. 

Soit  o  l'angle  de  l'axe  des  x  avec  la  tangente  xMT  (n°  202);  o -h  Ao 
l'angle  analogue  relatif  à  M'T'  :  on  a  e  ^  '  Ao  |.  Donc 


(2) 


courbure  =:]im   -r^ 
A. y 


\j 


Si  on  suppose  que  s  soit  la  variable  indépendante,  la  limite  cle-r  •  est, 
par  définition,  la  dérivée  -f; .  Mais  comme  ce  rapport  ne  dépend  pas 
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di'    la   variable   indépendaïUe   par   rapport   à    laquelle   on    prend  les 
dilVerenlielles,  on  a,  «luelle  que  soil  celle  variable. 


(3) 


courbure =:\ 


ds 


Hemnrqur.  —  Si  la  courbe  est  un  cercle  de  cenlre  C,  £=  MCM'.  Si 

donc  R  esl  le  rayon  du  cercle,  on  a  arcMM'^  R-;   donc  — ^_^  =  .  : 

arc  M  M 
el  ou  conclul,  en  passanl  à  la  limite,  que  la  courburi',  cn.iout  point  du 

cercle  est  éyale  à  .^' 

Si  donc,  pour  une  courbe  quelconque, 
on  pose 


(M 


\\  = 


ds 
dz> 


R  sera  le  rayon  du  cercle  qui  a  pour 
courbure  celle  de  la  courbe  en  M;  on 
l'appelle  le  rayon  de  courbure  en  M.  La 

1 


courbure  de   la  courbe  en   M   sera 

c'est-à-dire  que  la  courbure  est  Vxnverse  du  rayon   de  courbure. 

dv 
Calcul  de  R.  —  On  a  :  ds-  =  dx-  -+-  dy-  ;  el  tg o  =  -7^ . 

Donc 


R' 


d'où 


(/o 


dxd^y  —  dyd-x dxd^y  —  dyd^x 


dx 


dx' 


ds- 


Donc 


el 


ds ds^ 

d"^       dxd-y  —  dyd-x  ' 


(3; 


R  =  I4^  = 


(dx^-\-dy-Y 


d  o        !  dxd-y  —  dyd-x  \  ' 
Pour  la  courbe  a==-i(u),  »y  =  ■]>(«/),  on  a,  en  prenant  les  différen- 
tielles par  rapport  à  u,  et  désignant  les  dérivées  par  des  accents, 
dx  =;■  x'du,         dy  =  y' du,         d-x  =  x"du-,         d^y  =  y"du-  ; 
d'où  la  formule 


(6) 


\xy"  —  yx  I 
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Pour  la  courhe  ij^f{x),  on  a,  en  prenant  les  dérivées  par  rapport 
ii  X,  x'  =  i,  x"  =  0.  d'où  la  formule 

:» 


{-) 


u"\ 


liemarque.  —  D'après  celle  formule,  le  rayon  de  courbure  devienl 
infini,  el  la  courbure  devienl  nulle,  en  un  poinl  d'inflexion.  On  poul 
démontrer  que  le  rayon  de  courbure  lend  vers  zéro,  quand  le  pninl 
considéré  lend  vers  un  poinl  de  rebroussemenl. 


238.  Centre  de  courbure  et  cercle  de  courbure.  —  Il  résulle  de  celle 
formule  que  si  R  n'est  pas  infini,  y"  n'est  pas  nul.  La  courbe  tourne 
donc  sa  concavité  d'un  côté  déterminé  de  la  tangente.  Si  on  porte  de 

ce  coté,  sur  la  normale,  un  vecteur  MC  de  longueur  égale  à  FI,  C  sera 
le  centre  d'un  cercle  ayant  même  courbure,  que  la  courbe  en  M,  et 
situé  du  même  côté  que  la  courbe  par  rapport  à  cette  tangente 
commune.  On  appelle  ce  cercle  :  cercle  de  courbure;  el  son  centre  C  : 
centre  de  courbure. 

Valeur  algébrique   du  rayon   de  courbure.   —    Soit  MN    la   direction   positive   de   la 

normale,  qu'on  obtient  en   faisant  tourner  de  +^    'a  direction  positive  MT  de  la 

tangente  (direction  des  arcs  croissants,  n"  204).  On  reconnaît  sur  la  figure  que.  si  9 
croit  avec  s,  la  courhe  et  MN  sont  d'un  même  cùté  de  la  tangente;  el  réciproquement. 

Donc  le  vecteur  MC  a  le  sens  de  MN,  si  j—  est  positif;  et  le  sens  opposé,  si  -7^  est 
néiratif.  Comme  sa  longueur  est  \j--\,  la    valeur  algébriiiue  MC  de  ce  vecteur  est 

r  o  I  "  ?  I  Cl 

ds 
égale  à  5—  quand  on  l'évalue  par  rapport  à  la  direction  positive  MN. 

Ainsi   la  valeur  algébrique  du  rayon  de  courbure  MC,  qui  va  du  poinl  M  au  centre  de 
courbure  C  correspondant,  est 


(8) 


MC  =  ^, 

dz, 


le  sens   positif  MN    de  la   normale 
étant  défini  par  (MT,  MN)  =  -■ 

TiiiioRibiE.  —  Le  centre  de 
courbure  est  le  poinl  d  inter- 
section de  la  normale  avec  la 
normale  infiniment  voisine. 

Prenons  le  point  considéré 
pour  origine  des  coordonnées, 

et  la  tangente   pour  axe  des  x.  Soit  ïj  =  f{x)  la   courbe.   Au  poinl 
x  =  0,y  =  0,  on  aura  ?/'  —  7;  =  0,  y"  =  tjl  7=  0. 
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La  rtu-mule  (7 1  donne  II  =     —  .  Or,  si  7,"  >  0,  la  conciuMlo  osl  lournce 

,7(1  ! 

vers  le  haut,  et  lordonnée  de  C  est  positive;  et  rêciproquomenl. 

Donc,  avec  le  choix  daxes  adopté,  Vordonuée  du  centre  de  courbure  à 

I  origine  est  -  „  • 

î/ti 

Cela  posé,    la  normale   en  un   -^loinl  M    voisin  de   l'origine  a  pour 
équation  (\  — x)dx-:-  (Y  —  >j)dy  =  0,  ou  \  —  x  -}-  >j' {\  —  7)  =  0.  Elle 
coupe  Taxe  des  7,  normale  en  0,  au  point  P  défini  par 
\-x-i-tj'{\-y)  =  i),         X  =  0. 

L'ordonnée  de  ce  point  est  donc  ; 

,.  X 

J  y 

Lorsque  x  tend  vers  zéro,  7  tend  vers  zéro,  ainsi  que  7'.  Le  rapport 
"-  tend,  daprès  la  règle  de  L'IL'tpital  [n°  IKV),  vers  la  même   limite 

que  — ,,  c'est-à-dire  vers  „.  Donc  l'ordonnée  de  P  tend  vers  l'or- 
donnée  de  C.  et  P  tend  vers  C.  (C.  Q.  F.  D.) 

Remarque  t.  —  Étudions  les  positions  relatives  d'un  cercle  tangent  et  de  la  courbe. 

II  suffira  d'opérer  comme  nous  l'avons  fait  pour  l'élude  de  la  coniiavité  (n"  159), 

en  étudiant  le  sens  du  vecteur  MjM  dont  les  extrémités  sont  les  points  dinlersection 
M  et  M,  d'une  parallèle  à  Ov  avec  la  courbe  et  le  cercle  langent.  Soit  x  labscisse  de 
cette  droite,  v  l'ordonnée  de  M,   v,  l'ordonnée  de  .Mj;  de  sorte  que  la  valeur  algé- 

briijue  de  M, .M  est  :  Mi.U  =  .v  —  Vi-  C'est  un  infiniment  petit,  dont  on  cherchera  la 
partie  principale,  relativement  à  l'ialiaimcut  petit  principal  7;  :  son  signe  sera  celui 
de  M, M.  pour  a-  suf'liamment  petit:  si  c'est  le  signe  -}-,  M  est  au-dessus  de  M^;  si 
c'est  le  signe  —,  M  est  au-dessous  de  M,. 

La  formule  de  Mac-Laurin  donne  pour  j,  puisque  v„=:yy^O, 


(9) 


X-    Il     ,     X3     m     , 


l'our  le  cercle  on  a  une  formule  toute  semblable.  Soit  c  l'ordonnée  de  son  centre; 

on  aura,  puisque  son  centre  est,  pour  lui-même,  centre  de  courbure,  }"„  ^-.d'après 

Ci  qui  précède.  Comme,  de  plus,  le  cercle  est  symétrique  par  rapport  à  Oy,  Vj  est 
une  fonction  paire  de  x  et  le  terme  en  x'^  manquera  dans  le  développement  de  y  y. 
Donc 

(10)  v^^^. ]+,+  ... 

le  signe  «  indiquant  l'absence  du  terme  en  j'.  De  (9)  et  (10),  on  conclut  donc 

(11)  ii;M==v_v,  =  ^'(y;-i)+^y:+.,.. 

Si  donc  c  n'est  pas  égal  à  — , ,  c'est-à-dire  si  le  cercle  n'est  pas  le  cercle  de  cour- 

y» 

bure,  S\.^si  est  du  seeond  ordre,  et  il  a  le  même  signe  de  part  et  d'autre  de  l'origine. 
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Au  tuntraire,  si  r  =    „,  i-.'est-à-dire  si  le  cercle  est  cercle  de  courbure,  \\^  est  du 

troisième  ordre  en  g-énêral,  et  change  de  signe  avec  x. 

Donc  le  cercle  de  courbure  est  celui  des  cercles  lainjenls  qui  se  rapproche  le  plus  de  la 
courbe,  dans  le  voisinaje  du  point  de  contact:  on  l'appelle,  pour  celle  raison,  cercle 
osculateur.  Et,  en  général,  il  traverse  la  courbe  au  point  de  contact. 

II  y  a  exception,  si  ^-^'^O.  Alofi  Mi-M  est  du  quatrième  ordre  (en  g-énérali:  et  ne 

change    pas   de   signe,   quind  rindnimenl  petit   principal   x  change  de  signe.   Le 

cercle  de  courbure  est  dit,  dans  ce  cas,  cercle  surosculatear,  et  il  ne  traverse  pag  la 

courbe,  (en  général). 

/ 

Remarque  2.  —  Un  cercle  tangent  i-n  0,  dont  le  centre  a  c  pour  ordonnée,  a  pour 

rayon    c  , .  Son  équation  est  donc 

X  +  (Y  —  c)2  =  c2,        ou        X^  -r-  Y^  —  2cY  =  0. 

.Si  on  l'asàujcltit  à  passer  par  le  point  .M'  de  la  courbe,  de  coordonnées  x,  y,  cela 
donne  la  condition  x-  -\-  y-  —  2cy  :=  0,  d'où 

l       ,    X'- 
l  ly 

Lorsque  M'  tend  vers  0,  y  tend  vers  zéro  avec  x.  La  limite  de  n-  se  trouve  par  une 

double  application  de  la  règle  de  L'Hùpital;  et  on  a  : 

X-  *-'  r  X  11 

limc^lim:r-  =  lim.7"  =  lim-,  ^Iim-7;  =  ^,- 

^y  ^y  y  y      y,j 

Donc  la  limite  de  c  est  l'ordonnée  du  centre  de  courbure:  et  on  a  une  nouvelle 
délinition  du  cercle  de  courbure  :  le  cercle  de  courbure  est  la  limite  d'un  cercle  tangent, 
i/ui  passe  par  un  point  de  la  courbe  infiniment  voisin  du  point  de  contact. 

239.  Développée.  —  On  appelle  développée  d'une  courbe,  l'enceloppe 
des  uoriita!i's  de  celte  courbe.  D'après  le  théorème  du  numéro  238, 
c'est  aussi  le  lieu  des  centres  de  courbure  de  là  courbe  considérée. 

Soit  la  courbe  x  =  o(u),  y^-l(u).  et  cherchons  les  coordonnées  du 
centre  de  courbure  en  un  point  quelconque,  de  paramètre  u.  La 
normale  en  ce  point  est,  en  introduisant  les  dérivées  par  rapport  à  u, 
que  nous  désignerons  par  des  accents, 

(l-I)  \  —  xx'~(\  —  y)'/'  =  i). 

Il  faut  joindre  à  cette  équation  sa  dérivée  par  rapport  à  u,  prise  en 
considérant  les  coordonnées  courantes  X,  Y.  comme  des  constantes 
(n"  233).  C'est 

(13)  (X  —  x)x"  +  (Y  —  »/)y"  -  ,r  -  ~  .y  -j  =  0. 

Pour  résoudre,  on  écrit  (12)  sous  forme  de  proportion,  et  on  fait  la 
combinaison  indiquée  par  Téquation  (13)  (multiplication  des  deux 
termes  des  rapports  par  x",  y",  et  addition  terme  à  terme)  : 

X  — .g  _  Y  —  y  _  {\  —  x)x"-h{'(^y)y" _  x'--hy'^ 
—  y  x'  — y'x"-^x'y"  x'rj"  —  y  x' 
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dn  ;i  ainsi  los  fonintlrs  du  centre  de  courbure 


[l\)       \-.r  =  —  >/'-^ 


xy  —yx 


Y 


y 


KUes  (Jitnnent,  en  fait,  les  composantes  du  vecteur  MC  (n"  23S). 
Ces   formules  fournissent   les   équaiions  parainélriques  de  la  déve- 
loppée ''  : 


X  y  —  y  X 
Exemple  t.  —  Parabole,     y-  =  2pa\ 


V  =  y  -+-  x'  ^-TT 


y 


xy  —  y  X 


Lequalion  de  la  normale  est  (n"  232.  K.\.  I,  é(]u.  |2]) 

X  -  .r  ^  Y  -  j' 

—  p  V      ' 

ou,  en  roin|)l;i(,'ant  x  par  .r 


[Il 


2p 

X  V  +  Yp  -  py 


=  0. 


C"esl  ici  y  qui   joue   le  rôle  de  paramèlre  variable.   La  dérivée  par  rapport  à  ce 
paramétre  est  donc 

[2]  X-p--^==0. 

On  tire  de  [\]  et  [2]  les  équations  paramétriques  de  la  développée 

[^1  X-p  =  |^,        Y^-^; 

2p  p3 

et.  de  là.  par  élimination  de  v,  son  équation  cartésienne 


[i] 


^^  =  2T^<^-/^>^ 


nu    moyen    de   laquelle    on    trouve    facilement    la   forme    de    la   courbe    (symétrie, 
rebroussement    en    S,  d'abscisse    /».   branches    paraboliques). 

^  Le  sommet  S   est   le    centre  de 

*^  -  courbure,  au  sommet  0  de  la  para- 

bole :  le  cercle  de  courbure  y  est 
surosculaleur.  le  rayon  de  cour- 
bure y  est  é^al  au  paramètre. 

Les  formules  [3]  donnent  : 
'K^=li-\-']x,  ce  qui  fournit  une  (0(1- 
slruction  facile  du  centre  de  cour- 
liuie  en  un  point  ([uelconcpie  : 
.\V  =  2.0L'. 

On  obtiendrait  aussi  réqualion  [4] 
en  exprimant  que  léquation  [IJ  a, 
en  y.  une  racine  double  (n"  235, 
remarque  2).  au  moyen  de  la  con- 
dition, (4p'-)- 277-^0),  trouvée  au 
numéro  106. 

Exemple  2.  —  Ellipse.  —  Nous  prendrons  les  équations  sous    forme  parométrii|ue 
X  ^=  a  c-0<  II,        y  =  fisin((. 

(I)  Dans  chaque  cas  particulii-r,  le  mieux  est  de  refaire  le  calcul  des  coordonnées 
du  point  d'intersection  de  la  normale  avec  la  normale  infiriimedl  voisine. 
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L'équnlion  do  la  normale  est  : 

(j-  —  a  cosu)  ( —  a  sinu)  +  (^  —  b  siuu)6  cosu  =  0. 
ou,  cil  Icnant  compte  de  c- =  a-  —  6-. 

[I]  aj^sinu  —  ty  cosu  =  c- sin  u  cosm. 

La  dérivée  par  rapport  à  u  est 

[2]  ax  cosu  +  by  sinu  =  c-(cos-u  —  sin-u). 

La  résolution   se  fait  en   niulti|iliaiit  par  les  coeflicienls  des  inconnues  a.c,   by  et 
ajoutant  :  elle  donne 

[3]  tu-  =  c-  C0S-'  u,        by  =  —  c-  sin-' u. 

Pour  rélimination   de   u,    il   n'y  a  qu'à  résoudre  ces  formules  en  cosu,  sinu,  et 
porter  dans  cos-u  +  sin-u  =  1.  Cela  donne  immédiatement 

Sous  la  forme   3],  ou  sous  la  Turme  '4],  la  construction  est  facile  :  la  courbe  a  jiour 


axes  de  symétrie  ceux  de  l'ellipse:  elle  possède  quatre  points  de  rebroussements  ou 
sommets  : 


Les  sommets  sont  les  centres  des  cercles  de  courbure  aux  sommets  de  lellipse, 
cercles  <|ui  sont  figurés,  pour  A  et  B,  en  pointillé  :  ce  sont  des  cercles  surosculateurs 
qui  permettent  un  tracé  facile  de  l'ellipse,  à  main  levée;  pour  plus  de  clarté,  nous 
n'avons  figuré  qu'un  quart  de  l'ellipse. 

Les  sommets  S  et  T  se  construisent  en  abaissant  du.sommet  C  du  rectangle  OACB 
la  perpendiculaire  sur  la  diagonale  AH.  Kn  effet,  la  droite  ST  a  pour  équation 

y 


(ST) 


7^,,+ 


(?)        -(Ï) 


=  I, 


ax  —  by  =  c-  ; 
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l'I  un  voil  ainsi  (lu'i'llo  osl  vorilice  pour  x  =  (i,  y=b.  et  (ju'ollc  est  pcriiendiculairc 
a  Alt,  tionl  l'équalion  est  : 

ou         6.r  -f-  uy  =  ab. 

ux  -\-  vy  -\-  w  =  0.         u'x  -\-  v'y  +  w'  =  0). 

Exemple  .7.  —  Hyperbole.  —  La  branche 

(le    droite    de    l'Iiyperhole  — '  — r.  :=  1 
•  '  a-      b- 

pcut  iHre  représentie  par  les  éiiualioDS 

parani('lri(|ues 

;|  ;     X  =  a  cil  u,        y  =  b  shu. 

d'où  on  conclut  bien,  à  cause  de 
JC  (II-  (I  —  sh-  H  =  1,  l'équation  de  la 
courbe;  elle  ne  représente  (jue  la  bran- 
che de  droite  parce  que  cli  u  est  toujours 
positif. 

A  partir  de  ces  t'(|uatioiiP,  le  calcul 
de  la  développée  se  fait  comme  pour 
l'ellipse,  et  donne 


"2' 


p)'-fâ^' 


1. 


La  forme  de   la  développée  est  indiquée  sur  la  ligure  :   il  resterait  à  compléler 
par  symétrie  pour  la  branche  de  gauche. 
Le  sommet  S,  centre  du  cercle  de  courbure  en  A  (surosculateur),  a  pour  abscisse 

x  =  ~.   On  a  donc  a.r  =  c^,  ce   qui  indique  que   S  s'obtient  en   menant  par  C  la 

perpendiculaire  à  l'asymptote.  Car  on  a  ainsi  OA.US  =  OC-;  et  on  a  vuqueUG  =  c. 

Application.   Caustique  par   réfraction.    —    Supposons   deux    milieux    transparents, 
homogènes,  séparés  par  une  surface  plane;  et  un  point  lumineux   L,   place  dans 


I 


l'un  deux.  Le  phénomène  étant  de  révolution  autour  de  la  perpendiculaire  x'x 
menée  de  L  sur  le  plan  de  séparation,  il  suffit  d'étudier  ce  qui  se  passe  dans  un  plan 
passant  par  x'x.  Soit  Oy  l'intersection  du  plan  de  la  (igure  et  du  plan  de  séparation, 
Ll  un  rayon  incident,  IR  le  rayon  réfracté.  En  cherchant  l'enveloppe  de  IR,  ou 
plutôt  de  son  prolongement  IR',  on  obtiendra  la  méridienne  CSC  de  la  caustique 
par  réfraction,  qui  est  l'image  de  L.  vu  du  inilieu  de  gauche. 


1 
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Soit  (1L  =  /i.  d'où  Ol^/itgt,  i  étant  ranpie  d'incidenco.  Le  coefficient  anjrulaire 
de  m  est  — tfi/-,  ;■  étant  l'angle  de  réfraction.  L'é(|uation  de  RR'  est  donc 

Il  v  =z /i  t^rj  —  .c  tgr. 

Les  deux  paramètres  (  cl  r  sonl  liés  [lar  la  loi  do  la  n'fiactinn  : 
[2]  siu(  =:  Il  sinr. 

Gela  permet  de  considérer  l'un  de  ces  paramètres  comme  fonction  de  l'aulre;  et  il 
faut,  pour  trouver  l'enveloppe,  diiïérentier,  par  rapporl  à  ce  dernier,  l'éijuation  [1]; 
mais  cette  dilTérentiation  peut  se  faire  sans  choisir  celui  des  deux  paramètres  qui 
sera  le  paramètre  indépendant;  on  le  choisira  plus  tard,  de  manière  que  le  calcul 
se  termine  aussi  simplement  que  possible.  On  tiendra  compte  seulement  de  ce  que 
les  dilTérentielles  des  deux  paramètres  sonl  liées  par  la  relation  obtenue  en  dilTé- 
rentiant  hes  deux  membres  de  l'équation  [2],  qui  lie  ces  paramètres. 

En  résumé,  on  est  ainsi  conduit  à  adjoindre  aux  équations  [1]  et  [2]  les  équations 
obtenues  en  différcnlianl  tes  deux  membres  de  chacune  de  ces  équations;  et  à  éliminer 
di,  dr,  i  et  r  entre  les  quatre  équulions  du  système  ninsi  formé. 

La  difTérentiation  indiquée  donne 

n         hdi  xdr  ...  , 

0  = — . 5- ,         cos  idi  =:  n  cos  /'  </r. 

COS-;       c03-r 

Nous  éliminons  d'abord  di  et  dr,  en  écrivant  : 

.    cos-r    (//  .  cos-'r 

"  cos-  i  '  dr  COS-'  /  " 


On  a  donc  l'équation 

[:»:  c( 

à  joindre  à  [1]  et  [2],  pour  éliminer  i  et  r.  On  tire  de  1.2]  et  [3] 


i  nh  \:< 


t.ii-  i  : 


"iwX- 


Igr 


de  sorte  que  [1]  devient 


l|.t8r. 
D'aulre  part,  en  élevant  au  carré  les  deux-membres  de  '2]  el  [3]  et  ajoutant,  il  vient 


l  =z  n- s\n- r -j- I — 1  cos^r, 
ce  qui  s'écrit  encore  en  divisant  par  cos^  r,  et  remplaçant   _     .,  .  par  I  +  tg- /', 

15]  ^,^n^,,,.r=[{ff-l} 

il  ne  reste  plus  qu'à  éliminer  t-;;-  cnlie  [4    et  Ji],  ce  qui  donne 

"--a)'=[("r-'r^  --'Hjr=("r-'^ 

ou  en  (In 

[6]  xà-f(l —n2).^y.^«  — («/()•!. 

Supposons  par  exemple  n  >  I  ;  on  pourra  écrire  cette  é(iualion  (6) 


X  |:« 

nli\ 


y 

nli 


\ni—  I  ' 
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C'est  l't'(|uation  d'iiiip  di-voloppi-e  dli>|iciliolp;  |iuur  ridoiitiller  avu-  rc(|ii.ilioii  [2] 
de  l'oxpiniile  3.  il  sunil.  eu  elTel.  do  poser 

c- ;»/i 

6  ~s/7î 


-  =  nh. 


1 


nh        I        ^n-  —  1 


=  (par  comhinaison)       ' 


"Il  (Ml  tire 


l+;ni—   I)  H 


■  =  '', 


6  = 


Llivperbole  t  orrespordanle  a  donc  pour  foyer  le  point  lumineux  L,  et  pour  axe 

non  focal  In  droite  de  séparation  des  milieux.  L'indice  n  =  -  est  rexcenlricité. 

a 

Pour  n<  I.  on  a  de  mi''me  une  développée  d'ellipse,  avec  les  mêmes  éléments 

fondamentaux. 

FteiiHirquf.  —  On  peut  énoncer  le  résultat  en  disant  que  les  rayons  réfractés  sont 
normaux  à  une  hyperbole,  ou  à  une  ellipse,  définie  comme  il  vient  d  être  dit.  Cette 
courbe,  normale  aux  rayons,  s'appelle  an^iVuusiiçuf. 

240.  Variation  diin  segment  de  droite.  —  Nous  déduirons  les  pro- 
pi  it'Iés  dt.'S  dOveloppfGS  dune  formule  iuiporlaiife  qui  donne  la  di/fé- 


.X 


ii^ul'ii'Ue  de  la  longueur  d'un  vecicur  M,\r„  dont  les  extrémités  décrivent 
des  courbfs  quelconques  (C,)  et  (C.^). 

Soient  [x^,  ?/,),  (ar,,  y.^  les  coordonnées  de  ces  deux  points,  /  la  lon- 
gueur du  vecteur.  On  a 

DifTérentions  "'  les  deux  membres,  nous  obtenons,  en  divisant  par  2, 
/(//  =  {.T,,  —  X,)  [dx..  —  dx^)  H-  (t/2  —  y, )  ( dij.,  —  dxj^), 

il)  On  suppose  que  Mj  et  .Mj  se  déplacent  simultanément,  suivant  une  loi  déter- 
minée: j-,,  y,:  3"2.  j.,  sont  donc  fonctions  d'un  même  paramètre  t.  par  rapport 
auquel  se  fait  la  diiïérentialion. 
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ou 

(15)  ldl=[(.i:,  —  x,)dx,_^(ij,  —  ij^)dy,]  —  [{.r.,—x,)dc^-h{'j,~y^)dy^]. 

Dans  lo  second  membre,  le  premier  crochet  est  le  produit  scalaire 

des  vecteurs  (.r^  —  x^,  y,  —  7,),  (dx.,,  d;/,),  c'esl-à-dire  de  M,M_,  et  de 
rélément  d'arc  ds^  de  la  courbe  (C^).  Soit  -i^.,  l'angle  formé  par  la  direc- 
tion du  vecteur  M, M,,  et  la  direction  positive  de  la  tangente  à  (C^) 
(n°  204).  Rappelons-nous  que  d.s.,  est  la  valeur  algébrinue  du  vecteur 
{dx,,  dij.,),  porté  par  celte  tangente;  et  nous  aurons,  pour  le  produit 
scalaire  considéré  (n"  201), 

{X.,  —  x\}dx.,  -+-  (i/.,  —  ]li)d]j..  =  l.ds.,.  cosS.,. 
Nous  aurons  de  même,  avec  des  notations  analogues  pour  .Mj, 
(x.,  —  Xj)  (/.r,  -h  (7^  —  7,)  dl|^  ^  / .  r/s'i  .  cos  I j  ; 
de  sorte  que  la  furniule  (  15)  devient  \ii  formule  fondain-^'ntale  annoncée  : 

(16)  dl.  ^=  coS'i>,^./6',  —  cos}, '/s,. 


(Cj 


(C,) 


(C'z 


241.  Courbes  parallèles.  —  Supposons  qu'un  vecteur  M,.M^  de  lan- 
gueur constante  soit  constamment  normal  au  lieu  (C,)  que  décrit  son 
origine  M,.  On  aura  dl:=i). 
cosi/,  =  0.  La  f'oruiule  (  Itî) 
donne  donc  cos'i/.,  =  0; 
c'est-à-dire  que  son  extré- 
mité iM.,  décrit  une  courbe 
constamment  normale  au 
vecteur. 

Les  deux  courbes  (Cj 
et  (C^)  ont  donc  les  mêmes 
normales,  et  elles  inter- 
ceptent sur  ces  normales  communes  des  longueurs  égales.  Par  analogie 
avec  la  propriété,  toute  semblable,  des  droites  parallèles,  on  dit  que 
ce  sont  des  courbes  parallèles. 

On  obtient  donc  une  courbe  (C.,)  p  irullele  à  (C,)  en  portant  des  Ion 
gueurs  égales  sur  les  normales  à  (C,). 

On  obtient  aussi  la  courbe  (C,),  parallèle  à  (C[)  à  la  distance  l,  en  cherchant  l'enveloppe 
des  cercles  (y),  dj  rayon  constamment  égal  à  l,  dont  le  cenlrj  M,  décrit  (Cj). 

En  ellet,  la  cor  Je  commune  à  deux  de  ces  cercles  (y)  el  {/),  est,  puisqu'ils  sont 
égau.x,  perpendiculaire  au  milieu  de  MiM,,  ligne  des  centres.  A  la  limite,  quand  .M, 
tend  vers  M,,  la  corde  commune  du  cercle  (y)  et  du  cercle  infiniment  voisin  sera  donc 
la  perpendiculaire  à  la  tangente  à(C,)  en  M,.  Le  cercle  (y)  touchera  donc  son  enveloppe 
aux  extrémités  Mj.  .N'^  de  son  diamètre  qui  est  normal  à  (Ci).  Le  lieu  de  .\h  est  la 
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courbe  parallèle  (C,),  déjà  considriée.  Lo  lieu  de  N..  est  une  autre  eouilio  i)arallele. 
obtenue  en  portant  la  longueur  /.  sur  les  normales  à  (C,),  dans  le  sens  ojiposé  '  . 

242.  Développées  et  développantes.  —  1°  Supposons  que  M,  soit 

couslaiiiniL'uL  le  cenlre  de  cour- 
l)ure  (Je  la  courbe  (C^)  que  décrit 
.M,.  La  courbe  (C,),  lieu  de  M,, 
est  alors  la  développée  de  (C,,). 
Si  on  suppose  que  le  sens  des 
arcs  croissants  sur  (C,)  corres- 
ponde, pour  la  direction  posi- 
tive de  la  tangente  en  AI,,  au 

sens  de  .M, M,,  on  aura,  dans  la 

formule  (IG),  'J/j^O,  ■b.,  =  '~^;  et 

elle   se   réduira   ù,  dt  =  —  rf.v^, 

ou  dl-hds^^{}, 

doii 

(17)    l  -i-  ''^  =  c  =  con6ta)ite. 

Supposons  que  le  point  Mj  soit,  par  rapport  à  lorigine  A  des  arcs, 
sur  (Cj).  du  côlé  positif  :  cette  formule  indique  alors  que  la  somme 

des  longueurs  de  lare  AM,  et  du  segment  recliligne  MjM^  est  égale  à  la 
longueur  constante  c. 

Pour  interpréter  ce  résultat,  imaginons  que  la  courbe  (C,)  est  le 
prolit  d'une  bobine,  sur  laquelle  est  enroulé  un  fil,  flexible  et  inexten- 
sible, fixé  en  A  par  une  de  ses  extrémités.  Si  on  tire  sur  Textrémité 

libre  M,  une  partie  du  fil,  AM,  par  exemple,  reste  enroulée  sur  la 
bobine,  et  l'autre  partie,  MjM,  est  tangente  en  M,  au  profil  (C,).  Si 
donc  le  fil  a  la  longueur  c,  son  extrémité  M  coïncide  avec  M^,  point 
de  {CX  Comme  le  même  fait  a  lieu  pour  toutes  les  positions  du  fil 
tendu,  on  voit  que  : 

Toute  courbe  {C.,)  esl  le  lieu  décrit  par  Vextrémilé  libre  d'un  fil, 
enroulé  sur  la  développée  (C,)  de  cette  courbe,  et  que  Con  développe  en 
le  maintenant  tendu. 

C'est  de  là  que  vient  le  nom  de  développée. 

2"  Réciproquement,  l'extrémité  d'un  fil,  enroulé  sur  une  courbe  (C,),  et 

(1)  C'est  ainsi  que,  dans  Toptique  ondulatoire,  le  front  de  l'onde,  si  le  phénomène 
se  passe  dans  un  plan,  est  constitué,  aux  divers  instants  successifs,  par  des 
courbes  parallèles,  dont  chacune  est  lenveiOppe  des  ondes  circulaires  émises  par  les 
points  des  précédentes  («as  d'un  milieu  homogène  isotrope). 
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'luon  dà'OuU]  o»  le  tenant  tendu,  décrit  une  courbe  (C.,),  dont  (C,)  est  la 
développée. 

Kn  eUet,  on  a,  ici,  en  j^ardanl  les  mi'ines  nolalions  (c  élanl  la  lon- 
gueur totale  du  lil,  A  le  poim  où  il  est  fixé,  5:=  AMj  la  longueur  de  la 
partie  non  déroulée,  /=M,M,  celle  de  la  partie  rcotiligne  déroulée), 
/  -h  s,  =  c,  donc  dl  -h  di\  =  0. 

La  formule  (16)  s'écrit,  puisque  d'autre  part  1^1  =  0, 

dl  =.  cos-h.,ds.,  —  ds^.         dl  -+~  ds^  =  cos -h. ^ds.,, 
et  de  (//-hrf*,  =  0,    on   conclut,    cos'}.,  =  0.   L'angle    'l.,  étant  droit, 
M.Mj  est  normal  au  lieu  (C,)  de  M,.  '  (C.  Q.  F.  D.). 

Remarque  I .  —  La  longueur  c  étant  arbitraire,  on  a.  pour  chaque 
valeur  de  c  (longueur  du  fil)  une  courbe  (C.J;  toutes  ces  courbes 
s'appellent  des  développantes  de  (CJ.  Chacune  d'elles  coupant  à  angle 
droit  les  tangentes  de  (C^^,  .on  dit  que  ce  sont  des  trajectoires  orthogo- 
nales des  tangentes  de  (CJ. 

Pour  deux  longueurs  du  fil,  on  obtient  deux  courbes  (CJ  et  (C), 
telles  que  le  segment  M.,M  est  normal  à  toutes  deux,  et  a  une  longueur 
constante,  égale  à  la  difl'érence  des  deux  longueurs  de  fil  considérées. 
La  famille  des  développantes  d'une  courbe  (Cj)  est  donc  une  famille  de 
courbes  parallèles. 

Réciproquement,  des  courbes  parallèles,  ayant  les  mêmes  normales,  ont 
la  même  développée  et  sont  des  développantes  de  cette  même  développée. 

Enfin,  les  développantes  de  (Cj)  sont  les  seules  courbes  normales  aux 
tangentes  de  (C,);  car  une  trajectoire  orthogonale  de  ces  tangentes  est 
une  courbe  qui,  ayant  ces  tangentes  pour  normales,  a  la  courbe  (C,) 
pour  développée;  c'est  donc,  d'après  ce  qui  précède,  (1"),  une  déve- 
loppante de    C,). 

Remarque  2.  —  Considérons  une  courbe  (Cj  el  sa  développée  (CJ, 
et  deux  normales  M.Mj,  WJS\[  à  (C.,).  Supposons  que  W^  soit  au  delà 
de  M,  sur  (C,)  dans  le  sens  des  arcs  croissants  :  on  aura,  /  étant  la  lon- 
gueur du  rayon  de  courbure  MjNL,  et  V  celle  du  rayon  de  courbure  MJM.^, 

/-^S(  = /' H-sJ.       ou       / — l  =zs[  —  ,Sj:=arcAM;  — arcAMj=:arcMiMj. 

Donc  Varc  de  développée  compris  entre  deux  centres  de  courbure  est 
égal  à  la  différence  des  rayons  de  courbure  correspondants  ^^K 

(I)  La  corde  MiMJ  est  moindre  que  l'arc  MiMJ;  de  sorte  que  l'on  a  MiM,<;<  —  T. 
Donc  des  deux  cercles  osculateurs  à  (Cj),  de  centres  Mj  et  Mp  le  plus  grand  contient 
le  plus  petit,  puisque  la  distance  des  centres  est  inférieure  à  la  diiïércnce  des 
rayons.  Les  cercles  osculateurs  à  une  courbe  ont  donc  une  enveloppe,  quoique  deux 
cercles  osculateurs  inliniment  voisins  n'aient  pas  de  point  d'intersection.  On  est  ici 
en  présence  d'un  de  ces  cas  d'exception  auquel  faisait  allusion  la  note  de  la  page  361. 
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243.  Application  :  Pouiulc 
ci/doïdal.  —  Cherchons  la  déve- 
loppée d'une  ctjclinde. 


l'i 


Les   é(]ualions    de    la    courbe    son! 
(n"  230) 

.r  =.a(l  —  sin  l), 
y  =  a(l  —  cosO; 
el  colle  de  la  normale,  nu  puinl  M,  de 
coordonnées  [1],  est  : 

[2]    (X— aOsin:j  + Ycos^=0; 

(voir  encore  n"  230). 
Pour   trouver    les   coordonnées   dii 
centre  de  courbure  M'  situé  sur  cette  normale,   c'est-à-dire   de  son    point   d'inler- 
secliou  avec  la  normale  infiniment  voisine,  il  faut  associer  à  l'équation  [2]  l'équation 
dérivée  : 


[3] 


(X  —  al)  CCS;)  —  Y  sinn  =  2a  sin  ^. 


On  tire  de  [2]  et  ,;.3.',  pour  les  coordonnées  de  M', 
[4]      X  —  rt/ =  2n  sin;;  cosi,  =  a  sini;        Y  =  — 


2a  sin-, 3  =  —  «(I  —  cos<)- 


En  les  comparant  a  celles  de  M,  on  constate  que 

(\  —  at)  =  ~(x  —  al),         Y  =  — V. 

Si  donc  on  transportait  l'origine  au  point  x^^  =  al,  ^(,  =  0,  qui  est  le  point  de 
contact  A  du  cercle  générateur,  pour  la  position  qui  donne  le  point  M  de  la  courbe, 
les  coordonnées  de  M  et  M'  seraient  égales  et  de  signes  contraires,  deux  à  deux  : 
les  points  M  et  M'  sont  donc  symétriques  par  rapport  au  point  A,  où  la  normale 
rencontre  Ox,  base  de  la  cycloide. 

Les  équations  ;4)  deviennent,  si  on  transporte  l'origine  en  S',  centre  de  courbure 
du  sommet  S,  et  si  on  désigne  par  Xj,  yj  les  nouvelles  coordonnées 

3^x  =  (\  —  T.a)  =  a[l  —  T.  +  sin<],        ^i  =  Y  +  2a  =  a(l  -(-  cost). 
ou,  en  posant  l  —  -  =  u,  <  =  7;  +  u. 


(5: 


a(a  —  sin  u). 


I  =:  a(l  —  ces  u). 

La  développée  est  donc  une  cycloide 
égale  à  la  première,  et  placée  comme 
l'indique  la  figure. 

Gela  posé,  faisons  tourner  la  figure 
de  180°  autour  de  Ox^  après  l'avoir 
complétée  pour  une  arche  OSOj  de 
la  cycloide  donnée;  la  développée 
aura  l'aspect  OS'O,,  composée  de  deux 
demi-arches.  Supposons-là  réalisée 
matériellement,  et  un  pendule  simple, 

de  longueur  égale  à  arc  US',  sus- 
pendu en  S',  de  manière  qu'il  soit 
guidé  dans  son  mouvement  d'oscilla- 
tion par  le  cadre  OS'O,.  Le  fil  de  ce 
pendule   restera    tendu,    et  M  décrira   la  développante  de    la  cycloide    OS'Oi,  qui 
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n'est  nuire  que  la  cydoide  OSU,.  Celte  cycloïde  est  normale  à  00,  en  U   el  0,;  et 

SB  =  BS  =  .^  arc  OS  =  .,  arcOS\ 

Tel  ftit  le  dispositif  (ju'avait  imaginé  Huygens,  pour  obtenir  un  pendule  cycloïdal 
(lui.  d'après  sa  théorie  mécaniiiue.  doit  avoir  des  oscillations  rigoureusement  iso- 
clirones,  ([uelle  que  soit  leur  amplitude.  (Voir  le  Cours  de  Mécanique,  t.   II.) 

Développante  de  cercle.  —  Dans  la  théorie  des  engrenages,  on  utilise  la  développante 
de  cercle.  Pour  trouver  ses. équations,  nous  remarquerons  dahord  cjuc  l'équation    17), 


i  +  Sj  =  c,  s'écrit,  si  on  change  le  sens  des  arcs  croissants,  en  posant  Sj  =  —  5,', 
l^c-\-s[.  On  peut,  de  plus,  supposer  qu'on  a  transporté  l'origine  des  arcs  au 
point  d'abscisse  curviligne  Si=^c,  Si^  —  c,  où  la  développante  se  termine  sur  la 
courbe;  en  posant,  pour  les  arcs  comptés  à  partir  de  ce  point,  s  =  c-)-s',,  on  aura 
enfin  l  =  s. 

On  définit  donc  une  développante  quelcon'jue  en  portant  sur  clia/ue  tangente  MT,  dans  le 
sem  opposé  au  sens  des  arcs  croissants,  une  longueur  .MP  égale  n  l'abscisse  curviligne  du 
point  de  contact  .\I.  Pour  avoir  les  diverses  développantes,  il  faudra  alors  prendre 
successivement  les  divers  points  A  de  la  courbe  pour  origines  des  arcs. 

Soit  a  le  rayon  du  cercle  considéré,  u  l'angle  polaire  du   point  .M;  on   portera  la 

longueur  — au  sur  la  dfreclion  positive,  cos(h  +  ^)>  sinui-f^).  de  la  tangente. 
Les  équations  de  la  développante  sont  donc 

[I]  x  =  a(coiu -|- "  sinu),        y  =  a{àinu  —  ucosu). 

On  en  déduira  : 


de 
dli 


=  au  cos  u 


=  au  sin  «, 


ce  qui  montre  ijue  la  tangente  en  P  à  la  développante  est  [)arallèle  à  la  direction 
cosu,  sinu,  qui  est  celle  du  rayon  O.M.  La  tangente  MP  du  cercle  est  donc  bien  nor- 
male à  la  développante,  comme  l'indiquait  la  théorie  générale. 


,5  7.  —  COX.STRUCTION  DES  GOLKRES 

244.  Généralités.  —  La  coiistt^iction  d'une  courbe,  détinie  par  une 
équation  y  =  f{x),  résulte,  comme  on  Ta  vu  au  chapitre  x,  de  l'étude 


378 


nEI'ni.SENTATION    DKS    (.OIIIBKS    USUELLES 


de  la  variation  de  la  fonclion  /(.r).  N(»us  ne  nous  occuperons  pas  du 
cas  où  la  courbe  à  construire  est  délinie  par  une  équation  non  résolue, 
F(.r,  »/)=:0.  Ce  cas  se  ramènera  au  précédent  toutes  les  fois  que  Ton 
pourra  résoudre  l'équation  par  rapport  à  y.  Il  en  sera  de  même  si  on 
peut  la  résoudre  en  .r.  car  l'étude  d'une  courbe  x  =  ri{y)  revient  à 
leludo  des  variations  de  la  fonclion  ij[y)  :  le  rôle  des  axes  est  seul 
obangé.  dans  les  méthodes  exposées  au  chapitre  x. 

Mais  on  pèul  avoir  à  étudier,  comme  cela  s'est  présenté  dans  les 
paragraphes  précédents,  une  courbe  délinie  par  ses  équations  para- 
métriques .r=:z,[t),  y ^ ']/(/),  ou  une  courbe  délinie  par  son  équation 
polaire  r^  /"(O).  On  a  vu.  dans  les  exemples  traités,  que  la  construction 
des  courbes  ainsi  définie  revenait  encore  à  une  étude  de  variation  de 
fonctions.  Nous  allons  revenir  sur  la  question,  pour  préciser  la  marche 
à  suivre,  dans  chacun  de  ces  deux  cas. 

Rananiuf.  —  Le  cas  d'une  courbe  définie  par  une  équation  non  résolue,  V{x,  y)=:0, 
peut  parfois  se  ramener  à  celui  d'une  courbe  définie  par  ses  équations  paramétriques. 

Soit,  par  exemple,  à  construire  la  cuurbe,  dite  foliam  de  Descaries,  définie  par 
l'équation 

[1]  x^  +  j=  —  3a.T}' ==  0. 

Cette  équation,  étant  du  troisième  degré  en  x  et  en  y  ne  se  prête  pas  à  une  réso- 
lution sim[>ie.  Mais  si  nous  introduisons  un  paramètre  t,  en  posant  : 

[2]  y  =  tx, 

réqualion  devient 

[3]  xm  +  i')  —  ialxi  =  0; 

et  l'équation  [1]  équivaut  au  système  [2],  [3\  Celui-ci  se  décompose  en  deux  ; 

[4]  y  —  lx,        x(l -f  <■')  — :ja^  =  0; 

{5]  r  =:  Ix,        X-  =  0. 

Le  second  n'a  qui'  la  solution  x  =  0,  y  =  0,  qui  se  retrouve  dans  le  premier,  pour 
/  :=  0.  Le  système  (4)  donne'donc,  pour  les  diverses  valeurs  de  t,  tous  les  points  {x,  y) 
de  la  courbe  (1).  Cette  courbe  est,  par  suite,  représentée  par  les  équations  paramé- 
triques qu'on  obtient  en  résolvant,  en  x  et  y,  les  équations  (4),  c'est-à-dire  : 

2at  3rt^' 


16: 


l  +  i''' 


1  +  i^ 


Le  calcul  précédent  a,  du  reste,  l'interprétation  géométrinae  suivante  :  nous  avons 
coupé  la  courbe  [l]  par  la  droite  [2],  qui  est  une  droite,  de  coeflicient  angulaire 
arbitraire  t,  passant  par  l'origine  0  des  coordonnées.  L'éijuation  [3]  donne  les 
abscisses  des  points  d'intersection.  L'un  d'eux  est,  quel  que  soit  la  sécante,  le  point  0  : 
il  est  donné  par  la  racine  .t  =  0  de  l'équation  ;3],  c'est-à-dire  parle  système  [.5].  Le 
système  4  donne  le  reste  des  points  dinlersection  :  il  n'y  en  a  plus  qu'un,  car  l'équa- 
tion |3J  s'est  abaissée  au  premier  degré  en  x,  après  suppression  de  la  racine  x  =  0. 

Ainsi  toute  droite  [2],  passant  en  0,  ne  coupe  la  courbe  ([u'en  un  point  autre  que  0, 
et  les  coordonnées  de  ce  point  sont  données  par  les  formules  [6].  Comme  tout  point 
du  plan  se  trouve  sur  une  des  droites  [2],  on  obtient  ainsi,  pour  les  diverses  valeurs 
de  /,  tous  les  points  de  la  courbe,  sauf  peut-être  le  point  0.  .Mais  on  retrouve  encore 
ce  point,  par  les  formules  f6],  pour  l  =  0.  Donc  la  courbe  [1]  est  représentée  par  les 
équations  [6;. 
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Remarquons  encore  qu'on  obtient  un  résnllat  riiuivalenl  en  passant  en  cooidniinces 
polaires,  par  les  formules  m"  211) 

[~t]  .r  =  re()SO,        y^^rsinO. 

Car  réijualion  [l]  devient 

:8;  r3(eos^0  +  sin3fj)  —  3a/-- cos6  sinf)  =  0. 

On   peut  supprimer  la  solution  /■  =  (»,  qui  donnerait   ii-  point  0:   car   l'éijualion 
résolue 

,  ,j  I  , _^?_^^_^  J'  "  ^•' 

cos^O  +  sin-'6' 

que  l'on  obtient  ainsi,  fournit  ce  point,  pour  0  =  0. 

Le  folium  de  Deseartes  peut  donc  encore  être  représentée  par  l'équation  polaire  ['J\, 
qui  est  résolue  en  r. 


245.  Cas  des  équations  paramétriques.  —  Un  syslème  d'équalioiis 

(1)  x  =  '^{t),       y  =  -Hn, 

drfinit,  lorsque  /  varie,  le  mouvement  d'un  point  mobile,  ou  point  cou- 
rant, M,  dont  les  coordonnées  sont,  pour  chaque  valeur  de  t,  données 
par  ces  formules  (1).  Pour  construire  la  courbe  définie  par  ces  équa- 
tions (1).  c'est-à-dire  le  lieu  des  positions  de  ce  point  courant,  il  s'agit 
donc  de  suivre  le  mouvement  de  ce  point,  de  manière  à  pouvoir  tracer,  à 
mesure^  sa  trajectoire. 

1"  Il  faudra  d'abord  déterminer  Vintervalle,  ou  les  intervalles,  que  t 
doit  parcourir,  pour  que  M  décrive  toute  la  courbe  et  ne  la  décrive 
qu'une  fois.  En  principe,  t  doit  varier  de  —  x  à  -f-ac;  mais,  dans  tel 
ou  tel  cas,  les  conditions  mêmes  du  problème  peuvent  restreindre  la 
variabilité  de  t.  Il  se  peut,  d'autre  part,  que  les  fonctions  o{t)  et  •]/(/)  ne 
soient  pas  définies,  Tune  et  l'autre,  pour  toutes  les  valeurs  de  t  en 
question  :  dans  ce  cas,  on  se  limitera  donc  aux  valeurs  pour  lesquelles 
elles  sont  définies  toutes  deux. 

Exemple  1.  —  Cherchons  le  lieu  des  milieux  des  cordes  du  cercle 

x2  +  r2  —  iax  +  2a2  =  0 

qui  passent  par  Vori<jine  0  des  coordonnées. 

Chaque  point  M  du  lieu  est  à  l'intersec- 
tion d'une  droite  y^lx,  et  de  la  perpen- 
diculaire ly -{- X  —  2a  =  0,  menée  à  cette 
droite  par  le  centre  C  du  cercle.  Les  équa- 
tions paramélriiiues  du  lieu  sont  donc  : 

_     2a  _     2a< 

Mais  la  droite  y  ^ix  doit  rencontrer  le  cercle.  Les  abscisses  des  points  d'intersec- 
tion sont  données  par  l'éiiuation 

j-^  (  1  +  l-)  —  iax  -j-  2ai  =  0, 
dont  les  racines  n'existent  que  pour 

4ai  — 2a^(l -f  <i)^(J,        ou        f^^[. 
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Doue  /  lie  devra  varier  que  dans  l'inlervalle  ( —  I.  -j-  1) 

Exiniple  II.  —  Soit  a  construire  la  courlie 

a 


•  al 


V 1  -  r- 

l-  >  0,  l  ne  devra  varier  que  dans  l'inler- 


\i-r- 

Comnie  j  etr  ne  sonl  définis  que  pour  I 
valle  ( —  I,  -|-  1).  l)oriies  exclues. 

2"  [yautrrs  cousidt'rnlionx  peuvent  intervenir  pour  limiter  la  varia- 
hilité  du  paramètre.  La  plus  fréquente  esl  \ii  pi-i'iudicilc  des  fonctions 
v(/)  et  -Id).  Supposons  que  /  doive  varier  de  — x  à  -h  x,  mais  que 
o(t)  et  'Id)  admettent,  toutes  deux,  la  période  oi.  11  suflira  de  faire 
varier  /  dans  un  intervalle  de  la  forme  (Z^,  /^,-f-oj),  /^  ayant  une  valeur 
arbitraire. 

En  effet,  les  valeurs  de  /  se  répartissent  entre  les  intervalles  consé- 
cutifs, définis  par  les  termes  de  la  progression  arithmétique,  illimitée 
dans  Ks  deux  sens, 

...,/„  —  /Jco,    ...,/„  —  2c.).  /g  —  (.),   /„.  /„-r-  o>,   /q  +  2(.).    .  .  . ,  /(,-+-?(  (•>,   .... 

On  passe  de  iun  de  ces  intervalles  au  suivant,  en  a;outant  ot  à 
chaque  valeur  du  premier  intervalle  :  cela  ne  change  la  valeur  ni  de 
0.(0,  ni  de  'lit).  Par  conséquent,  les  points  fournis  par  un  iiUervalle  sont 
les  mêmes  que  ceux  que  fournit  l'intervalle  qui  le  précède,  ou  celui  qui 
le  suit.  Un  peut  donc  se  limiter  a  un  seul  de  ces  intervalles. 

ExeiniAjs.  —  On  obtient  toute  la  courbe  a==acos<,  v^ôsint,  en  faisant  varier  l 
de  0  à  2-.  On  obtient  toute  la  courbe  x  =  acos.j,  j  =  6cos-  en  faisant  varier  /  de 

0  à  0-.  Car  cos/  et  si n/  ont  pour  période  2-;  cos.^  et  cos.,  ont  pour  période  commune  6n. 

3"  Un  autre  cas  est  celui  où  on  peut  déterminer  des  intervalles 
partiels  de  variation,  tels  que  les  arcs  de  courbe  fournis  respectivement 
par  ces  intervalles  se  déduisent  de  l'un  d'entre  eux  par  des  trans- 
formalions  géomàiriques  simples  :  symétries,  déplacements,  homothé- 
ties,  etc....  Il  suffira  alors  de  construire  l'un  des  arcs  au  moyen  des 
équations  paramétriques  données;  et  on  en  déduira  les  autres  par  la 
transformation  en  question. 

Exemple  I.  —  Pour  l'ellipw  x  =  a  cost.  y  =  bsinl,  il  suffit  de  construire  l'arc 
fourni  par  l'intervalle  0  à  .''.  lin  effet,  en  changeant  t  en  r.  —  t,  cet  intervalle  devient 

rinlervalle  de  -'  a  t.;  et  cette  opération  change  a-  en  —  x,  sans  changer  y;  ce  second 

intervalle  donne  donc  un  arc  symétrique  du  précédent  par  rapport  à  Oy.  On  aura 
ainsi  tout  l'arc  qui  correspond  à  l'intervalle  de  0  à  t::  celui  que  fournirait  l'inter- 
valle de  — -  à  (J  s'en  déduit  en  changeant  l  en  — l  :  cela  ne  change  pas  x,  et 
change  ^  en  — y.  Ce  nouvel  arc  est  donc  symétrique  du  précédent  p.ir  rapport  à  Oy. 
Cet  arc  tracé,  toute  la  courbe  est  construite,  puisciuon  a  obtenu  tous  les  points  fournis 
par  l'intervalle  (— ti,  +7:),  d'amplitude  2;:,  égale  à  la  période  de  cost  et  sin<. 
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Exemple  II.  —  Pour  la  cycloule  x  =  u(t  —  sin/),  _v=:a(l  — cosO,  nous  avons  vu 
(n"  230)  (]u'il  suflil.de  faire  varier  l  dans  l'inlervaile  (0,  2ii),  le  reste  de  la  r(iuri)e  se 
déduisant  de  la  première  arche  ainsi  obtenue  par  des  Iranslations  successives 
d'amplitude  ±2a~,  parallèles  à  Ox. 

FxcinitU'  III.  —  Pour  la  courbe  x=  sin3Z  +  cost,  r  =  cos3<  +  9'n^  il  suffira  de  faire 
varier  t  de  0  à  2ir,  à  cause  de  la  périodicité  de  x  et  v.  Si  on  change  (en  t  +  i:,  x 
devient  —  x,  et  y  devient  —  y.  Donc,  on  pourra  se  borner  à  faire  varier  (  de  0  à  tt,  à 
condition  de  compléter  la  courbe  par  symétrie  par  rapporta  0.  Enfin  si  on  change  l 

en  /  +  ^  ,  X  devient  — y,  cl  y  devient  a-;  donc  cela  revient  à  faire  tourner  le  point 

{x,  y)  autour  de  0,  d'un  angle  droit,  dans  le  sens  direct  (n"  214);  on  obtiendra  donc 

toute  la  courbe  en  faisant  varier  (  de  0  à  .y,  en  faisant  tourner  l'arc  obtenu,  autour 

de  l'origine,  de  +  ^'  ^^  6"  complétant  la  courbe  ainsi  obtenue  par  symétrie  par  rap- 
port à  l'origine  des  coordonnées. 

Exemple  IV.  —  Pour  la  courbe  x  =  e'cos(,  y^e'iint  (spirale  logarithmique^,  il 
suflit  de  faire  varier  t  de  0  à  27:.  Car  si  on  change  (en  (  +  2-iz,  cela  multiplie  seule- 
ment X  et  y  par  e-"  =^  k;  et  si  on  change  (  en  (  —  2u,  cela  les  multiplie  par  e^*'^  =  ^• 

Le  premier  arc  étant  tracé,  le  reste  de  la  courbe  s'en  déduit  donc  par  une  inlinilé 
d'homothéties  successives,  ayant  pour  pôle  l'origine,  et,  pour  puissances, 

4"  Celle  élude  préliminaire  de  la  variabilité  de  /  élanl  achevée,  on 
est  ramené  au  problème  type  suivanl  :  t  varianl  de  a  à  ,fe,  comment  se 
déplace  M?  Il  va  de  droite  à  gauche  quand  x  croît,  de  gauche  à  droite 
quand  x  décroit;  il  moule  quand  y  croît,  il  descend  quand  y  décroît. 
Le  problème  se  ramène  donc  à  étudier  les  variations  simultanées  des 
■fonctions  x  et  y  de  t. 

On  cherchera  donc  les  valeurs  de  t  pour  lesquelles  l'une  ou  l'autre 
des  fonctions  &(/),  'l(t)  cesse  d'être  continue;  et  celles  qui  font  changer 
le  sens  de  variation  de  l'une  ou  l'autre  de  ces  fondions.  En  classant 
toutes  ces  valeurs  par  ordre  de  grandeur,  on  obtiendra  des  intervalles 
consécutifs,  dont  chacun  satisfait  aux  conditions  suivantes  :  dans  un 
tel  intervalle  (À,  ix),  ,r  et  //  varient  d'une  manière  continue,  et  chacune 
dans  un  sens  toujours  le  même.  On  placera  les  positions  U  et  V  de  M, 
qui  correspondent  à  ^  =  À  et  /  =  [^;  et  on  les  joindra  par  un  trait  qui 
aille  toujours  dans  le  même  sens,  soit  dans  la  direction  horizontale, 
soit  dans  la  direction  verticale;  on  tiendra  compte  des  tangentes  en  U 
et  V  :  elles  sont  parallèles  à  l'un  ou  à  l'autre  des  axes,  sauf  en  cas  de 
rehroussement  (n"233). 

L'ensemble  de  tous  les  traits  ainsi  obtenus  fournira  le  tracé  de  la 
courbe.  H  y  aura  lieu,  en  général,  de  le  perfectionner,  en  déterminant 
quelques  points  particuliers,  par  exemple  les  points  d'intersection  avec 
les  axes. 
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5°  Certains  des  arcs  (racés  pourronl  s'élendrc  à  linfini,  an  lieu  de  se 
terminer  en  dos  points  U  el  V,  situés  tous  deux  à  dislance  Unie.  Les 
hranclies  hi/inirs  correspondantes  s'étudieront  en  appliquant  les  prin- 
cipes établis  au  numéro  1G2. 


2^.  Exemple  I.  —  Foliiim  de  Descartes.      .r=  i~ïm^  -^  ^^ 


1  4-  i^ 


Inlprv.Tllo  de  variation   (—oc,  -{-y:-).  Mais  si  on  change  t  en  -,  x  devient  v,  et 

inversement;  c'est-à-dire  que  le  point  (x,  y)  est  remplacé  par  son  symétrique  par 
rapport  à  la  première  bissectrice  (bissectrice  de  rOj).  On  fera  donc  varier  «eule- 
ment  l  de  —  t  à  +  1,  et  on  complétera  la  courbe  par  symétrie  par  rapport  à  cette 
bissectrice.  On  a.  pour  j-  et  y  la  seule  discontinuité  ^  =  —1.  On  trouve  d'autre  part 


dj  _  „      1  — J/< 


dr  _  „     t(2  —  TM 

dt~~      (i  +  fiy-' 


D'où  le  tableau  suivant 


t 

—  1 

0 

1 
^2 

1 

X 

X 

y" 

û 

/^ 

a  \  4 

\ 

2 

y 

+  ^ 

\ 

0 

y" 

0^2 

^ 

3a 
2 

dx 


=  0, 


dt 
(?'2=1.2G: 


pour 


/  = 


Vi-- 


v/2 


l'our  la  branche  infinie,  donnée  par  t  ^  —  1  +  î>  on  a  lim  ^  =  WmL  =^  —  1  : 


mx  =  y  -^-  X 


=  Za^-i^à:^  = 


Sat 


La  limite   est  — a,  pour  t  =  —  1;  et  on   a.   pour  placer  In  branche  le  Iung  de 
l'asymptote  y  4- ^  +  0=0  ainsi  trouvée. 


y  +  X  -f  a 


sai      ,  (1  +  tr- 


l  —  t-\-  l 
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<•(■  (lui  est  positif  que!  que  soit  l  :  la  brandir,  ft  nn-nic  louti-  la  courbe,  sont  donc 
au-do>sus  do  l'asymptoli-. 

La  tangente  à  l'origine  est  donnée  par  lim'- '  =  lini  <  =  0  :  c'est  donc  Ox.  On  peut 

ainsi  tracer  la  branche  de  courbe  re|irésentée  en  Irait   plein  sur  la  tipiiri';   et    la 
courbe  s'achève  par  symétrie  (trait  plus  lin). 

l'oiir  l:^\,  on  a   Ji  =  —  -^,  di~~i'   ^'^  la"cenl«'  en  A   est  donc   parailcle   à 

l'asyiiiplote.  Le  point  15  correspond  à  /=  ;^.  On  a  UD  =  OE  =  — a. 

\-^ 

On  a  facilement  le  centre  de  courbure  C  en  0.  i:ar,  daitn-s  le  numéro  237. 
remarque  I ,  on  a, 

ÔC=  '„=:lim^". 

la  tanfrenle  en  0  étant  Ox.  Cela  donne 

9aHi  

Le  centre  de  courbure  est  donc  le  point  C  qui  a  même  ordonnée  que  A. 

Exemple  II.  x  =  asin2<,  y=:asin3<.  C'est  un  cas  particulier  des  courbes  dites 
c(iurbes  de  Lissajous,  qui  résultent  de  la  composition  de  deux  mouvements  vibratoires 
simples    rectangulaires,    et    peuvent     se    réaliser    par     des     procédés    d'opliiiue. 


R  =  lim,,^^li-X^i?'  =  -^. 


I/intervalle  de  variation  est  0  à  2-,  car  sin2f  et  sin3<  ont  2-  pour  période.  Si  on 
change  l  en  t  -{•  tz,  x  el  y  se  changent  eu  —  j-  et  —  y.  11  suffira  donc  de  faire  varier  l 
de  0  il  t:,  et  de  compléter  la  courbe  par  symétrie  par  rapport  à  0. 

D'autn^  part,  si  on  change  t  en  t;  —  t,  x  se  change  en  — x,  et  y  ne  change  pas  :  il 

suflira  donc  de  faire  varier  t  de  0  a  ',^ ,  et  de  prendre  le  symétrique  de  Parc  obtenu, 
jiar  r.ipport  à  Oy,  avant  d'appliquer  la  symétrie  par  rapport  à  0. 
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l,e  sens  de  In  variation  ost  ici  immédiat:  cl  on  a  le  tableau  suivant 

l 


0 

0 

4 

2 

0 

/' 

«\^ 

y' 

(I 

\ 

0 

0 

\ 

0 

\ 

«^ 

\ 

—  a 

On  remaniue  nue  l'ordonnée  ,v  s"annule  pour  '  =  0";  la  valeur  (-orrespondante  de 
Tabscisse  est  x^a-^- 

La   portion  de  courbe  qui  correspond  à  O.^l-^^  est  alors  facile  à   tracer  (Irait 

plein);  et.  en  complétant  par  symétrie  (trait  fin),  on  a  la  courhe  demandée. 

_         ,     .  .....  I-     y       1-     sin.T<       ,.     'M      3 

Pour  la  tansente  a  I  orijrine.  on  a  Iim-  =  lim^ — ^  =  limr,,  ==  r,  • 

Hemarque.  —  Dans  les  deux  exemples  précédents,  la  courbe  pré- 
sente des  points  Joiibies.  Un  tel  point  -est  obtenu  quand  le  point  cou- 
rant qui  décrit  la  courbe  passe  deux  fois  par  la  même  position; 
c'est-à-dire  quand  il  existe  deux  valeurs  de  /,  /,  et  t.-,,  pour  lesquelles 
CD  a 


II. 


-i(/..), 


■(/,) 


1^,). 


Tout  revient  donc,  pour  trouver  ces  poinls  doubles,  à  résoudre  ce 
système  d'équations,  en  /,  et  l.,.  On  doit  exclure  la  soin  lion  i^=zl.,:  et 
n'admettre  que  celles  pour  lesquelles  les  valeurs  /j  et  t.,  appartiennent  à 
rintt-rvalle  total  dans  lequel  on  doit  faire  varier  /pour  obtenir  toute  la 
courbe,  et  l'obtenir  une  seule  fois.. 

Exemple.  —  Si  nous  reprenons  l'exemple  .r  =  asin2<.  y  ^=  as'init,  les  équations 
sin2/,  =:  sin2^^,        sin3<[  =  sinS/^, 
donnent,  respectivement. 


2/,  =  2/, -f  2^7: 
:j/i  =  3/.,-|-2/.-- 


ou         2<,  =  |2/c-f-l)7:  — 2(,; 
ou        3/i  =  (2//-|- I)-  — 3/V 


Pour  avoir  un  sjstème  qui  ne  soit  ni  impossible  ni  indéterminé,  il  faut  associer 
ces  équations  de  l'une  des  deux  manières  suivantes  : 

[1]  •  2<.=  ,2/c-|- 1)7:  — 2<,,         3^=3<i4-2/.- 77-. 

[2]  2/,  =  2ti4-2/c7r,  3^.^  (2/c' -|-  l)7r  —  3<i. 

Discutons,  par  e.xemple,  le  système  [l\  Nous  nous  bornons  à  chercher  les  poinls 

doubles  situés  sur  l'are  0.\BC,  c'est-à-dire  a  O^liZl:^.    La  condition  0  ^  <a  ^  27: 

donne  alors 

0  Z_  {21c  +  1)7:  —  2/,  ^  47:,         0  .^  3/,  -f  2k  r,  ^  G-, 
oo 

2<,  _;:  t2k+\)T.  .il  i-  +  2<,,         —  3«i  .^  2k -r:  _  G7:  -  3ij, 
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d'où,  a  fortiori, 

11  res^te  donc  à  essayer  les  .valeurs 

/c=  I,  2,         //=:  1,  2, 
car   la    valeur   li'=^0  donnerait  t.,^=l^,  et   doit  ùlre  écartée:   et   la    valeur  A' :=  3 
donnerait  <j  =  <,  +  2tu  et  doit  être  écartée  aussi. 

En  résolvant  le  système  [I],  on  a 

'.  =  "[1  +  ^-3]^ 

et  on  trouve  facilement  que  les  seules  solutions  sont  : 

k  —  I  A-'  —  2  /    —  —  /    —  17—, 

/.  _  1,  h  —Z,  '1  —  12'  'i— ''l2' 

5r 


La   première   donne  le    point  E,   dont  les  coordonnées   sont,   par   suite,   x-. 


2' 


y^a-^  ;  la  seconde  donne  le  point  F,  symétrique  de  E  par  rapport  à  Ox.  il  serait 
facile  de  trouver  les  tangentes  en  ces  points. 

247.  Cas  des  coordonnées  polaires.  —  Soit  à  construire  la  courbe 
définie  par  une  équation  de  la  forme 

(3)  r  =  f{fi). 

On  peut  ramener  ce  cas  au  précédent,  les  coordonnées  cartésiennes 
d'un  point  courant  étant  x  =  rcos(),  )/=:?'sinO,  c'est-à-dire 

(4)  x  =  f(()).cohf),         y  =  /"(0).  sinO. 

Ce  sont  des  équations  paramétriques,  avec  le  paramètre  0. 

Il  sera  plus  simple,  en  général,  d'étudier  le  mouvement  du  point 
courant,  lorsque  0  varie,  en  le  considérant  comme  le  mouvement 
résultant  du  mouvement  de  rotation  de  l'axe  u'u,  défini  par  l'angle 

3/ 


polaire  (Cr,  {)u)  =  f),  et  du  déplacement  du  point  M  sur  cet  axe,  qui 
est  défini  par  les  variations  du  rayon  vecteur  /•  =  /(0). 

MATH.     OÉNKKALES.    —   I.  -  2o 
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1"  (»n  devra  dclorminer  d'abord,  comme  dans  le  cas  précédent, 
linlervalle  dans  lequel  il  faut  fajre  varier  0  pour  obtenir  toute  la 
oourlte,  et  ne  lobtenir  qu'une  fois.  Il  faut,  pour  cela,  chercher  d'abord 
les  plus  polilos  valeurs  positives  de  /■•  pour  lesquelles  on  a,  quel  que 
soit  0. 

uu  bien 

(G)  /■(0H-(-2/.-+l)::)  =  -/(0); 

deux  couplvs  de  valeurs  de  0  aiusi  associées  donnent  le  même  point, 
de  sorte  ({ue,  si  la  première  égalité  a  lieu,  il  suffit  de  faire  varier  0 
de  0„  à  Oo-i-2/.-;  et  si  la  seconde  a  lieu,  il  suffit  de  faire  varier  0  de  0„ 
à  o^-f-  (24  4-1)7:;  la  valeur  0^  étant  arbitraire. 

11  faudra  ensuite,  s'il  y  a  lieu,  tenir  compte  des  considérations 
indiquées,  pour  la  détermination  de  l'intervalle  de  variation,  au 
numéro  2'i5.  1". 

(, 
Exemples.  —  1"  l'our  obleuir  toute  la  courbe  r^acos:^,  on  aura  a  faire  varier  0 

daii^  un  intervalle  d'amplitude  4n;  car  Tidenlité  (5)  a  lieu  pour  k  =  2,  et  n'a  pas  lieu 
pour  fc  =  1  -,  et  l'identité  (6)  n'a  lieu  pour  aucune  valeur  de  /,-. 

2"  Pour  obtenir  toute  la  courbe  r  =  a  cos.j,  on  aura  à  faire  varier  0  dans  uu  inter- 
valle d'amplitude  3-,  car  l'identité  (5)  n'a  lieu  que  pour  fc  =  3,  et  lidenlité  (G)  a 
lieu  pour  k  ^  i. 

2"  L'intervalle  ainsi  obtenu  pourra  être  réduit,  si  on  peut  le  décom- 
poser en  intervalles  partiels  tels  que  les  arcs  de  courbe  qui  leur 
correspondent  puissent  se  déduire  de  l'un  d'entre  eux  par  des 
si/mclnes.  des  rotations  autour  de  Voriglne.^  des  homolhéties.  (Comparez 
n"  24o,  2"). 

Ainsi,  si  la  fonction  /(O)  est  paire,  à  tout  point  M,  (0,  r  =  /'(0)),  de  la 
courbe  correspond  le  symétrique  M^,  par  rapport  à  Ox,  ayant  pour 
coordonnées  (—0,  r  =  f—(i))  ;  il  y  a  symétrie  par  rapport  à  i)x.  Si 
donc  on  avait  conclu  à  un  intervalle  de  variation  de  — 0„  à  +0^,  il 
suffira  de  faire  varier  0  de  0  à  0,^,  et  de  compléter  l'arc  ainsi  obtenu 
par  symétrie  par  rapport  à  Ox. 

On   verra,    de   même,    que   si   /"(tt  —  0)r=/'(0),   il   y  a  symétrie  par 

rapport  à  Oj/;  et  un  intervalle  de  variation  ~  —  y.,  '^-{-  a  sera  réduit  à 

l'intervalle  (^  — «'  i)' 

De  même  encore,  si  /"(-  -r  0)  =  /"  0),  il  y  a  symétrie  par  rapport  à  0  ; 
et  tout  intervalle  de  variation  {o^—-,  x-\--)  pourra  être  réduit  à 
rintervalle  (x,  y. +  -). 
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Exemples.  —  Les  courbes  r  =  fliosO.  r  =  asinO,  ;-  =  algO  donnent  des  exemples 
simples  de  ces  trois  cas. 

."i"  Lelude  des  variations  de  r  =  /(0)  dans  un  intervalle  (À,  aj,  ainsi 
obtenu,  conduira  à  des  intervalles  tels  que,  dans  chacun  d'eux,  le 
rayon  vecteur  OM  variera  toujours  dans  le  même  sens.  11  sera  plus 
commode,  pour  suivre  le  mouvement  de  M,  de  suivre  la  variation  de 
la  distance  OM,  cesl-à-dire  de  i  ?•  .  On  introduira,  à  cet  edet,  dans  le 
tableau  des  variations,  les  valeurs  qui  annulent  /"(O);  de  sorte  que, 
pour  chacun  des  intervalles  partiels  ainsi  déterminés,  le  point  M  s'éloi- 
gnera, ou  se  rapprochera  constamment  de  0,  sur  une  des  demi- 
droites  Om,  Ou'. 

On  remarquera  que  si  r  s'annule  pour  0  =  0,,  M  vient  en  0,  et  que  la 
position  limite  de  la  droite  OM  est  celle  de  u'u  :  la  tangente  en  0,  à  la 
branche  de  courbe  correspondante  est  donc  la  droite  ii'u  définie 
par  0  =  0(. 

On  aura,  en  définitive,  à  tracer  une  suite  d'arcs  UV,  pour  chacun 
desquels  les  extrémités  U  et  V 
seront  fournies  par  les  bornesOrr=À, 
()  =  ix  de  l'un  des  intervalles  par- 
tiels obtenus;  on  tiendra  compte 
dans  le  tracé  de  ce  que,  lorsque  le 
point  courant  décrit  un  tel  arc, 
sou  rayon  vecteur  tourne  toujours 
dans  le  sens  positif,  et  varie  tou- 
jours dans  le  même  sens,  sans 
s'annuler. 

4°  Si   /"(O'j   devient  infinie   pour 
Tune  des  bornes  de  l'intervalle,  le 

point,  U  ou  "V,  correspondant,  est  rejeté  à  l'infini,  et  l'arc  UV  devient 
une  branche  infinie.  On  pourra  l'étudier  en  passant  aux  coordonnées 
rectangulaires,  au  moyen  des  formules 


y 

^' 

0 

/% 

y 

^ 

X 

a-^j'cosO. 


(/  =  /'sinO. 


'/_ 


Remarquons  que  l'on  a  ^  =  tgO,  de  sorte  que  lim  '  =  tga,  a  étant 

celle  des  bornes  de  l'intervalle,  pour  laquelle  r  devient  infini.  Donc 
la  direction  asymptotique  est  donnée  par  mmtga,  ou  0  =  a. 

Pour  la  recherche  de  l'asymptote,  on  aura,  d'après  cela,  à  chercher, 
pour  0  tendant  vers  x,  la  limite  de 

♦  ■    (  ri  î'sin(0  —  y. 

Il  —  mx  =)/  —  xls-j.  =  r  sin  0  —  r  cos 0  tg  a  =: ^ . 

^  cosx 
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On  sera  donc  ramené  à    trouver,  pour  0=a,   la  vraie  valeur  de 
rsiniO —  :i),  qui  se  présente  sous  la  forme  xxO. 

248.  E.r<-mple.  —  Un  système  rigide  est  formé  de  doux  tiges  rectilignes  w'w,  et  ST. 
Le  point  S  est  fixe  sur  w'w,  ST  est  perpendiculaire  à  w'w. 

j^  La  lige  w'w,  illimitée  dans  les  deux 

sens,  est  assujettie  à  passer  par  un 
point  (ixe  0,  et  l'extrémité  T  de  ST  est 
assujettie  à  glisser  le  long  d'une  droite 
fixe  1)1'.  De  plus  la  longueur  ST  ^  a 
est  égale  à  la  distance  OA  du  point  fixe  0 
à  la  droite  lixe  v'v. 

On  demande  d'étudier   le   lieu   de  S 
(strophoïde  droite). 

Les  axes  étant  j'.t  parallèle  à  i''(',  et 
y'y  perpendiculaire  à  v'v,  nous  appe- 
lons r  et  <)  les  coordonnées  polaires  de  S. 
Nous  supposerons  que  0  mesure  l'angle 
(Qx,  Ow),  de  sorte  (|ue  l'angle  polaire  cor- 
respondant à  la  direction  du  vecteur  ST 
sera|6-|-^j.  Cela  étant,  les  coordonnées  de  T,  qui  s'olitienncnt  en  projetant  sur 
les  deux  axes  le  contour  OST,  sont,  pour  toute  position  du  système, 

07  =  rcosô  +  û  cos(9  "h  ^)i        j  ^  r  sin6  4- a  sin  (6  4- f)- 

Et  on  a  l'équation  du  lieu  en  écrivant  que  ce  point  T  est  sur  v'v,  ce  qui  donne 
a  =  r  sinO  -{■  a  cosô, 

1  —  cos6 


z' 

y 

a 

t 

~^ 

/^      . 

*  "■ 

'N 

/  / 

v 

X 

\/ 

V 

V 

¥ 

X' 

0 

X 

sin'j 


atg.j. 


d'où 

[1] 

Construisons  donc  cette  courbe. 

La  valeur  de  r  ne  change  pas,  si  on  change  6  en  6  +  -tt.  L'intervalle  de  variation, 
nécessaire  et  suffisant  pour  obtenir  toute  la  courbe,  aura  donc  l'amplitude  27r. 

Si  on  change  0  en  —  6,  r  se  change  en  —  r.  Cela  fait  passer  (voir  la  figure  de  la 
page  385)  du  point  M  au  point  M^,  symétrique  de  M  par  rapport  à  Oj.  On  fera  donc 
varier  0  de  0  à  t:  et  on  complétera  par  symétrie,  par  rapport  à  0^, 

u  

Donc  g   varie  de  0  à  ^' f  de  sorte  que  r  est  constamment  positif  et  croissant;  et 

part  de  zéro  pour  aller  jusqu'à  l'infini.  1  e  point  S  décrit  alors  la  demi-droite  Ow 
tout  entière,  quand  celle-ci  pivote  de  la  position  Ox  à  la  position  Ox  .  La  branche 
de  courbe  obtenue  part  de  0  (pour  6^0,  donc  tangentiellement  à  Ox),  traverse  O7, 

2 
pour  f)  =  -,   r  =  a,  c'est-à-dire  au  point  A),  et  s'éloigne  à  l'infini  dans   la  direc- 
tion 6  =  -,  c'est-à-dire  dans  la  direction  Ox'. 

L'asymptote,  s'il  y  en  a  une,  sera  parallèle  à  x'x  :  elle  s'obtiendra  donc  en  cher- 
chant la  limite  de  }'^rsin6  =  a(l  —  cos6),  pour  8^7:.  Cela  donne  y  =  2a.  La 
valeur  de  y  est,  de  plus,  toujours  inférieure  à  cette  limite,  de  sorte  que  la  branche 
est  au-dessous  de  l'asymptote  z'z,  (0B  =  2a). 

La  courbe  est  dès  lors  facile  à  tracer.  La  tangente  en  un  point  est  donnée  par 


„_rd6 
'^  ~  dr 


tg^.cos^^  — 


Pour  le  point  A,  tg  V 


tS  >   ^  -r-  =  tg-ji  .  C0S2-,  =r  siuO. 

I  ;  la  tangente  est  donc  la  bissectrice  de  y'Ay. 
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Coniplélée  par  symétrie,  In  courbe  a  un  point  douljie  pu  A,  el  les  tangentes  en  ce 
point  sont  rectangulaires. 


y 

B 

■"If 

/ 

/ 
/■ 

>>c 

0 

^^^x 

^cc. 


EXERCICES  SUR  LE  CHAPITRE  XII 

1.  —  Les  extrémilés  d'une  droite 
AB,  de  longueur  invariable  2'/,  glis-  ^,  Ju 
sent  sur  deux  axes  rectangulaires. 
Trouver  le  lieu  décrit  par  un  point  M 
invariablement  lié  à  cette  droite. 
Discuter. 

(La  projection  H  de  M  sur  AB  est  un  point        — -;-| "^^ x 

fixe  de  AB;  H.\I  est  constant;  on  délinira 
donc  la  position  de  M  par  rapport  à  AB 
au  moyen  d'un  système  d'axes  mobiles  O^x^. 
0x71,  dont  l'origine  0^  est  le  milieu  de  AB.) 

2.  —  Un  cercle  roule  sur  une  droite.  Trouver  les  équations  parami-- 
triques  de  la  courbe  décrite  par  un 
point  P  invariablement  lié  à  ce  cercle.  La 
demi-droite  CP  rencontre  le  cercle  en 
un  point  M  qui  décrit  une  cycloïde; 
P  décrit  une  ajcloïde  allongée  si  M  est 
entre  C  el  P;  une  ajcloïde  raccourcie,  si 

P  est  entre  C  et  M.  Étudier  la  forme  de  ces  deux  courbes.  La  seconde 
s'appelle  encore  trochoide^  et  se  rencontre  dans  la  théorie  de  la  houle, 
en  hydrodynamique. 

3.  —  La  composition  de  deux  mouvements  vibratoires  simples 
rectangulaires  conduit  aux  formules  : 

x=:asin{Mt  -{-  o),         j/ =  é  sin(o)'^  H- -i'), 

qui  sont  les  équations  paramétriques  des  courber  de  Lissajous.  Discuter 
la  forme  de  ces  courbes  pour  co'  =  co,  d'après  la  différence  des  phases 

cp'  —  cp.  (On  pourra  supposer  cp^^,  en  choisissant  convenablement 

l'origine  des  temps.)  Même  question  pour  (o'=:2co,  co'=:3a). 

4.  —  Montrer  que  les  points  de  contact  des  tangentes  menées  d'un 
point  (a:„.  //p)  à  un  cercle,  une  parabole,  une  ellipse,  une  hyperbole  sont 
sur  une  droite  {polaire  du  point].  Que  devient  cette  droite  si  le  point 
vient  sur  la  courbe?  Que  devient-elle  si  ce  point  s'éloigne  à  l'infini 
dans  une  direction  donnée? 

5.  —  Montrer  que  les  pieds  des  normales  menées  d'un  point  (x^.  y^) 
à  une  parabole,  une  ellipse  ou  une  hyperbole  sont  sur  une  hyperbole 
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équilalère  qui  passe  par  le  point  {/lypi'rhole  d'Ajiollonius).  Construire 
son  centre  et  ses  asym ploies. 

6.  —  Montrer  t|ue  les  pieds  des  normales  menées  d'un  point  à  une 
parabole  sont  sur  un  cercle  qui  passe  au  sonimel  de  la  parabole.  Réci- 
proque (cercle  lir  Joac/nnixt/ial). 

(Léqualion  de  la  parabole  étant  y^  =  -2px.  les  ordonnées  des  points 
où  elle  est  coupée  par  un  cercle  qui  passe  au  sommet  sont  données  par 
une  équation  de  la  forme  f/^-hPy  +-Q  =  0.  On  en  déduira  une  con- 
struction graphique  des  racines  de  toute  équation  de  celte  forme,  et 
on  l'appliquera  à  des  exemples  numériques.) 

7.  —  Knveioppe  d'une  droite  de  longueur  constante  dont  les  extré- 
mités glissent  sur  deux  axes  rectangulaires  (épicycloïde  à  4  rebrous- 
sements). 

8.  —  Enveloppe  d'un  diamètre  d'un  cercle  qui  roule  sur  une  droite 
(cycloïde). 

î>.  —  Caustiques  par  réflexion  (enveloppe  des  rayons  réfléchis),  pour 
un  point  lumineux,  dans  le  cas  d'un  miroir  sphérique  et  d'un  miroir 
parabolique. 

(Dans  le  second  cas,  on  pourra  supposer  le  point  lumineux  sur  Taxe  de  la  parabole 
méridienne:  dans  les  deux  cas.  on  considère  seulement  les  rayons  situés  dans  un 
même  plan  méridien.) 

10.  —  Étudier  la  développée  d'une  sinusoïde, 

X 

î/  =  «sin-- 


V  X 

11.  —  Etudier  la  développée  de  la  chainelte  y  =  ach    ■ 

12.  —  Trouver  les  équations  de  l'enveloppe  (E)  de  la  famille  des 
droites  x  cos z>  -{- y  s\n  j  —  p=z{.).  où  /)  est  une  fonction  donnée  de  9. 

Comment  en  déduire  les  courbes  parallèles  a  (E)? 

Montrer  que  l'équation  de  la  normale  à  (E)  s'obtient  en  prenant  la 
dérivée  des  deux  membres  de  l'équation  de  la  tangente,  par  rapport 
à  -f.  En  déduire  les  équations  de  la  développée,  et  de  la  développée 
de  la  développée. 

En  déduire  le  rayon  de  courbure  (li=:p-{-  y -j  )•  Interpréter  le  signe 

de  la  valeur  de  R  donnée  par  cette  formule. 

13.  —  Trouver  l'équation  x  cos-j  -hy  sin'j  —  p=:0  qui  représente 
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les  tangentes  à  la  parabole  y-=i2ax.  S'en  servir  pour  trouver  les 
équations  des  courbes  parallèles  à  cette  parabole. 

14.  —  lue  courbe  étant  définie  en  coordonnées  polaires  (voir  n"  -211), 

1       ds 
montrer  que  le  ravon  de  courbure  est  K  =-7-,—— ^ttt  î  calculer  celte 
^  •  |aOH-aV 

expression  en  fonction  du  rayon  vecleur  r  et  de  ses  dérivées  r'  et  r" 
par  rapport  à  0.  Que  devient-elle,  en  fonction  de  ?f  =  -  et  de  ses 
dérivées  ir'  et  /r"  par  rapport  h  0? 

15.  —  Trouver  la  développée  de  la  spirale  logarithmique  r  =  ae"'''. 
On  fera  le  calcul  en  passant  aux  coordonnées  rectangulaires  x  =  r  cosO, 
*/=:rsinO,  et  on  traduira  le  résultat  en  coordonnées  polaires. 

16.  — ■  On  considère  le  mouvement  du  système  défini  au  numéro  248. 
Un  point  quelconque,  invariablement  lié  aux  deux  tiges  w'iv,  ST,  est 
donné  pas  ses  coordonnées  p,  7,  dans  le  système  de  coordonnées  ayant 
pour  axes  de  coordonnées  ces  deux  tiges.  Trouver,  en  fonction  de 
f)z=::Ox.  Oiv)  les  équations  paramétriques  du  mouvement  de  ce  point. 
Étudier  la  trajectoire  du  milieu  de  ST  (cissoide  dp  Oioclès).  Étudier  la 
trajectoire  du  point  pour  lequel  p  =  (/  =  a. 

17.  — Construire  la  courbe  r=za ^— ,  dite  cissoide  oblique. 

(La  lettre  9  désigne  un  angle  constant  donné). 

IS.  —  Construire  la  courbe  r^=:a  -r—'^ ^^-^,  d'île  slrophoïde  oblique. 

sin(oj  —  o)  ^  ^ 

(La  lettre  o  désigne  un  angle  constant  donné). 


CIIAPITHE  Mil 

NOTIONS  DE  GÉOMÉRIE  ANALYTIQUE  A  TROIS  DIMENSIONS. 
SUITE  DES  APPLICATIONS  DU   CALCUL  DIFFÉRENTIEL 


M—  COORDONNÉES.  VECTEURS.  DIRECTIONS 

249.  Coordonnées.  —  Trois  demi-droites  Ox,  Oy,  0:,  formant  Irièdre 

trirectangle,  c'est-à-dire  rec- 
tangulaires deux  à  deux, 
définissent.les  directions  po- 
sitives des  trois  axes  de  coor- 
données x'x.  y'ij.  z'z.  On  ne 
figure,  en  général,  que  ces 
trois  demi-axes;  on  se  repré- 
sente Oi/  et  0;  dans  le  plan 
du  tableau  (ou  de  la  feuille), 
et  Ox  comme  en  avant  de  ce 
plan. 

Les  coordonnées  X,  y,  z.  d'un 
point     quelconque    sont     les 
■    valeurs  algébriques  x^OVJ, 

y=z{J\,  z  =  (J\\,  des  trois  composantes  du  vecteur  OU,  décomposé 
pjarallèlement  aux  trois  axes;  c'est-à-dire  les  projections  orthogonales 
du  vecteur  sur  les  trois  axes.  Le  point  M  et  l'origine  0  sont  deux 
sommets  opposés  d'un  parallélépipède  rectangle,  dont  les  arêtes  sont 
égales  à  ces  composantes  : 

a=Ôr  =  PM=:VK  =  WQ;         j/=:UV  =  QM  =  ÏJR  =  WP  ; 
s  =  ÔW  =  RM  =  VP  =ÏJQ. 
Trois  arêtes  consécutives  constituent  un  contour  des  coordonnées, 
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I 


OURM,  OUQ\f.  OVRM,  . . .,  dès  que  l'origine  de  la  première  est  en  0, 
et  rexlrémilé  de  la  troisième  en  M. 

On  se  représente  généralement  Os  comme  vertical  et  dirigé  vers  le 
haut,  le  plan  xOy  est  dit  alors  plan  horizontal,  et  z  s'appelle  la  cote 
de  M. 

On  dit  plan  des  x,  y  pour  le  plan  xOy,  plan  des  s,  x  pour  le 
plan  zOx\  plan  des  //,  z  pour  le  plan  ijOz. 

Il  existe  un  point  et  un  seul  ayant  pour  coordonnées  trois  nombres, 
X,  y,  z,  donnés;  car  ces  trois 
nombres  fixent  la  position  de  U, 
V,  W  et  les  plans  perpendicu- 
laires à  Ox,  Oy,  0:,  menés  respec- 
tivement par  ces  trois  points,  se 
coupent  en  un  point  M  et  un  seul. 

La  projection  R  de  M  sur  le 
plan  des  x,  y,  a  pour  coordon- 
nées, dans  ce  plan,  x  et  y.  On 
peut  les  remplacer  par  les  coor- 
données polaires  cp  =r  (Oo",  Ou);  ^ 
M=:OR.  en   choisissant   sur  OR 

une  direction  positive  0*<  arbitraire.  Alors  u,  o,  z  s'appellent  coordon- 
nées cylindriques  ou  coordonnées  semi-polaires  de  M,  et  on  a  les 
formules  de  transformation  : 

(1)  x^ucosz>,        y  =  us[nz,,         z. 

Dans  le  plan  uOz  (plan  méridien,  relativement  à  s's),  u  et  :  sont  les 
coordonnées  rectangulaires  de  M;  on  peut  les  remplacer  par  les 
coordonnées  polaires  co=:(0?/,  Oiv),  p  =  OM  en  choisissant  sur  OM 
une  direction  positive  arbitraire  Ow.  Alors  p,  9,  oj  s'appellent  coor- 
données polaires  de  M;  et  on  a  les  formules 

t<  =  pcosoi,         ;  =  psin(o, 
qui,  combinées  avec  (1),  donnent  les  formules  de  transformation 

(2)  a;=  p  cos'^  cosoj,         »/:=:  p  sinci  cosoi,         -  =  psinw. 

Par  analogie  avec  les  coordonnées  géographiques,  l'axe  des  :  jouant 
le  rôle  de  la  ligne  des  pôles,  le  plan  xOy  celui  de  plan.de  l'équateur, 
et  le  plan  .rOs  celui  de  premier  méridien,  o  peut  être  appelé  la.  longi- 
tude, et  co  la  latitude  de  M. 


On  emploie  souvent,  au  lieu  de  la  latitude  w,  la  colatitude  0  =:  ^j 
de  sorte  que  0  =  (0/r,  (););  les  formules  (2)  deviennent  alors 
(3)         a'=  p  sinO  cos'i,         y  =  p  sinO  sino,         3  =  pcosO. 


(•), 
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/iemartjuc.  —  On  suppose,  «^n  gônéral, 

Alors  Ou  est  la  projection  de  0//',  et  Ow  est  dirigé  suivant  UM. 
comnne  Ou  suivant  OR.  On  peut  aussi  supposer  0  ^  cp  <  !2tï. 

250.  Vecteurs  et  directions.  —  1°  J^voduit  scalaire.  —  On  appelle 

cosinus   directeurs   d'un    vecteur 

OM.  ou  de  la  demi-droite  Oir  qui 
porte  le  vecteur,  les  cosinus  des 
angles  géométriques  formés  par 
la  demi-droite  et  les  demi-axes 
de  coordonnées,  Oa:,  Oi/,  Os. 

a  =  cos(a'0/t'), 
9j=zQ,os(yOw\, 
Y  =  cos(:Om'). 
Soient  a-,  y,  z  les  composantes 

—V 

du  vecteur  OM,  (coordonnées  de  M),  et  c,  la  longueur  de  ce  vecteur. 

Puisque  a.'  =  UU  mesure  la  projection  du  vecteur  OM  sur  Ox,  on  a, 
d'après  le  théorème  sur  l'évaluation  des  projections,  x  =  zx\  et  de 
même  pour  les  autres  coordonnées.  Donc 

—V 

Soit  alors  OM',  (.r',  »/',  z'),  un  autre  vecteur,  o'  sa  longueur,  x',  fi'.  j\ 
ses  cosinus  directeurs.  Projetons  sur  la  demi-droite  Ow\  qui  porte 
OM',  le  vecteur  OM  et  le  contour  des  coordonnées  de  M,  OURM. 
b  après  le  théorème  des  projections,  nous  obtenons  : 

p.cos(wO^*"')  =  xx'  -h.ij^;i'  -T-zY 
<'ar  la  projection  de  OU.  par  exemple,  est  : 

OL' .  cosixO/r')  =  x.7.'. 
Multipliant  les  deux  membres  par  p',  il  vient  : 

çc'  COS{/rt)iv')  =  a^(i'a')  -+-?/(c'fi')  ^  z{çy'). 

Mais,  d'après  les  formules  (-4)  appliquées  à  OM', 


z  -X  =  x  , 


''k' 


y 


rï  = 
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H  reste  donc  : 

(5)  pp'  cos{wOfr')  =  xx  -\-  yy'  -+-  iz' . 
C'est  la  formule  qui  donne  lo  produit  scalaire. 

OM.ONÎ  =pp'cos(OM,OM'), 
des  deux  vecteurs. 

2"  Dislances  et  anqlon.  —  Si  les  points  M  et  M'  sont  confondus,  on 
a  (OM,  OM')=0,  p'^p;  donc  le  produit  scalaire  pp' cos(OM,  OM')  se 

réduit  à  p-.  La  formule  (5)  donne  ainsi,  pour  la  longueur  du  vecteur  OM, 
c'est-à-dire  pour  la  distance  du  point  M  à  l'origine., 

(6)  p-  =  X-  +  if  -t-  -J. 

Celte  formule  établie,  on  déduit  de  (5),  pour  V angle  des  deux  vecteurs 

(j?,  y,  ;),  (.r',  y',  z'), 

i-\  //-i>f  r\\v.      xx' -h  yii' -\- zz  xx' -h  yy' -h  zz' 

(/)     cos(OM,OM= --^ =:  _-^-^  ^==r. 

PF  \x--[-y^-\-z^.\jx^-\-y^-hz- 

En   particulier,   la  condition  d'orthogonalité  des  deux  vecteurs  est 
cos(OM,  0M')=:0,  c'est-à-dire 

(8)  xx'  -f-  yy'  -h  ::;'  z=  0. 

Pour   les  autres   fondions    trigonomélriques   du  même  angle,  on 
aurait  d'al)ord  : 

sin^OM,  OM)  =  1  —  cos-(OM,  OM')  = 
{x-  H-  y-  -h  :-)  i-r'-  -f-  y'^  -h  z'-)  —  {xx'  -+-  y  y'  -h  zz'f 

—  (^..-2  ^  y2  ^  -J^   ,  .ï,.'-:!  _^  y'I  ^  -'2) 

formule  dont  le  numérateur  s'écrit,  d'après  Y  identité  de  Lagrange^^\ 
sous  la  forme  d'une  somme  de  carrés  : 

iyz'  —  zy'f  -+-  {zx'  —  xz'f  +  (.rjy'  —  ya?')^ 
Donc  : 

(y)        sin  lUM,  UM  j  _  ^^.,  ^  ^,  ^  .,^  ^^.,,  _^  ^^„  ^  ,„^ 

On  aurait  ensuite  : 

(10)     tg^(OM,  OM')  =  iy^'-^yr  +  i;^'-^^+i^u'-y^'}\ 

3"    Coefficients    de    direction.    —    Pour    définir    la   direction    d'une 
droite  (D),  on  opère  comme  en  géométi'ie  plane  (n"  79).  On  mène  une 

(I)  Cette  identité  est  précisément  : 

(xi  -h  y2  +  -2)  (x'î  -f  yi  +  zi)  -  {XX  ^  yy'  -f  zz^  = 
=  {y:  —  r/)2  +  (zx'  —  xz'Y-  -|-  (xy'  —  yx'y^ 
Elle  se  vérifie  sans  difficulté.  Le  second  membre  osl  plus  simple  que  le  premior; 
car,   si   on   lo  développe,   il  ne  se   produit  aucune   réduction,  tandis  que,   dans  le 
premier,  les  termes  en  x-x'-,  y-y-,  z-z'-  se  détruisent  deux  à  deux. 
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parallèle    A    par  l'origine  des  coordonnées;  et  les  coordonnées  a,  h,  c 
d'mi  point  quelconque  M  de  (A)  sont,  pour  (D)  et  toutes  les  parallèles 

à  cette  droite,  des  coefficients 
de  directiou.  Cela  revient  ti  dire 
que  ces  coefficients  de  direc- 
tions fl,  b,  c,  son!  les  compo- 
santes d'un  vecteur  quelconque 

PQ.  (équipollent  à  OM),  porté 
par  (D).  On  démontrera  comme 
en  géométrie  plane  (n^TS)  que, 
pour  que  deux  points  {x,  y,  z), 
(j',  y',  z')  soient  alignés  avec 
l'origine,  il  faut  et  il  suffit  que 
leurs  coordonnées  soient  pro- 


portionnelles, c'est-à-dire    que  l'on   ait 


X  y 

'x»~y 


ou 


3C   A  X  ^ 


y  ='^u- 


Donc,  pour  que  (a,  b,  c),  (a',  b\  c')  définissent  une  même  direction 
de  droites  (abstraction  faite  du  sens),  il  faut  et  il  suffît  que  l'on  ait  : 

b'- 


(11)  Condition  de  parallélisme 


ou 
a  - 


AU, 


b'  =  lb. 


c   =KC. 


Remarque.  —  La  condition  de  parallélisme  peut  encore  s'écrire 

(I)  bc'  —  cb' =^0,         ca'  —  ac'=:0,         ab'  —  ôa' =  0. 
En  elTet,  si  on  a 

(II)  «'  =  Àa,  6'=:a/>,  c' ^^\c, 

il  suffit  de  porter  ces  valeurs  de  a',  h\  r'  dans  les  relations  (1)  pour 
voir  qu'elles  sont  vérifiées. 

Réciproquement,  supposons  que  les  conditions  (l)  soient  vérifiées. 
Le  vecteur  (a,  b,  c)  n'étant  pas  nul,  nous  pouvons  supposer,  par 
exemple,  az£{),  et  définir  X  par  l'équation  a'  ^ Àa.  Les  deux  dernières 
équations  (I)  deviennent  alors  c\a  —  r'«  =  0,  ab'  —  b\a=:0,  d'où,  en 
divisant  par  a,  qui  n'est  pas  nul,  c':=lc,  b' ^\b.  On  retombe  ainsi 
sur  des  équations  de  la  forme  (II);  ce  qui  achève  de  prouver  l'équiva- 
lence des  conditions   I)  et  (II). 

La  condition  dorlhogonalité  de  deux  droites,  de  coefficients  de 
direction  (a,  b,  c)  (a',  b' ,  c'),  se  déduit  immédiatement  de  la  condition 
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d'orlhogonalité  de  deux  vecteurs,  appliquée  aux  vecteurs  de  compo- 
santes [a,  6,  c),  et  [a  ,  h',  c').  C'est  donc  : 

(12)  Condition  iCovIhogonalilé  : 

aa  H-  hh'  ~h  ce'  =  0. 

Si  les  droites  ne  sont  pas  rectangulaires,  Yangle  aigu  0  de  ces  droites 
sera  l'angle  V  des  vecteurs  (a,  b,  c),  (a',  b',  c'),  ou  son  supplément.  On 
aura  donc  cos  0  =  ±  cos  V  ;  et,  par  conséquent,  cosO  :=  cos  V  | ,  puisque 
cosO  doit  être  positif. 

Kn  appliquant  la  formule  (7),  on  obtient  ainsi,  pour  Vangle  des  deux 
droites,  isupposé  aigu), 

,,r,\  c  I  aa' 4- 66' -h  ce' I 

(13)  vx\<>{\^—       ^         '      .  ' 

v'a-  -h  b-  -I-  c-  y'a'*  H-  b'-  -(-  c'^ 

4"  Cas  des  droites  dirigées.  —  Si  on  veut  délinir  sur  une  droite  (D) 
un  sens  positif,  on  devra,  sur  la  parallèle  (A)  menée  par  l'origine,  ne 
garder  que  la  demi-droite  Ow  correspondant  à  ce  sens.  Les  coor- 
données (a,  6,  c)  d'un  point  M  de  cette  demi-droite  seront  des 
coefficients  pour  cette  direction  positive;  cela  revient  à  dire  que  ce 
sont  les  composantes  d'un  vecteur  positif  porté  par  la  droite. 

Pour  que  (a,  b,  c),  (a  ,  b',  c')  définissent  ainsi  une  même  direction 
positive,  il  faudra  que,  dans  la  condition  du  parallélisme  (il),  le 
rapport  À,  qui  est  celui  des  vecteurs  correspondants,  soit  positif.  La 
condition  est  donc  : 

Condition  de  parallélisme,  \  a       b       c         ^ 
avec  même  sens  positif  :    )  ou 

(  a'  =  Aa,     b' =^\b,     c' =  '/.c     avec     a  >  0. 

L'aogle  de  deux  directions  positives  :  {a,  6,  c),  («',  b',  c')  est  donné 
par  son  cosinus;  car  c'est  l'angle  des  deux  vecteurs  qui  définissent 
ces  directions  positives.  D'après  la  formule  (7)  ce  cosinus  a  pour  valeur  : 

,,,.  ,T  aa  -h  bb' -j- ce' 

(14)  cosV=: 

^     '  Va-  -h  b'  -h  c'  yja'-'  -+-  b'-'  +  c'- 

o"  Cosinus  directeurs.  —  Les  cosinus  directeurs  d'une  demi-droite 
Oir,  et,  par  conséquent,  de  la  direction  positive  correspondante,  sont 

les  composantes  d'un  vecteur  OM,  de  valeur  algébrique  UM^-+- 1,  ou 
vecteur  unité,  porté  par  cette  demi-droite  (ou  d'un  vecleur  équi- 
poUenl);  car,  pour  p=l,  les  formules  (4)  donnent  :  x=ol,  g  =  p, 
:=•/,  où  a,  p,  Y  sont  précisément  les  cosinus  directeurs  de  Oiv. 

l.a  condition  pour  que  a,  p,  y  soient  cosinus  directeurs  d'une  direc- 
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lion  posilivc  (juelconque,  est  donc  que  ce  soient  les  composantes  clun 
vecteur  de  loni^ueur  un,  c'est-à-dire,  d'après  la  formule  ((>), 

(i:i)  a- -  f- [i- -f   v-' =  1 . 

Si,  dans  la  formule  [ii),  on  remplace  (a,  b,  c),  (a',  b\  c')  par  les 
cosinus  directeurs  (a,  p,  y),  (x',  p',  y)  des  directions  considérées,  on 
obtient,  pour  l'angle  de  ces  deux  directions,  la  formule  plus  simple 

(16)  cosV  =  ax'-l-p^'-+-YY'. 

fiemarque.  —  Des  coefticients  de  direction  (a,  />.  c)  d'une  direction 
positive,  on  déduit  facilement  ses  cosinus  directeurs  (a,  p,  y).  Car,  en 
désignant  par  c  la  longueur  du  vecteur  {n,  6,  c),  on  a,  [formules  (4) 

et  (6)]:  '  

a  =  zx.  bz=  :|i,  c  =  cy,  p  :=  y'a-  -\-  b'^  -^-  c- ', 

d'où   . 
,,-x  a  ,.  è  c 


'i  = 


v'a-  -\-b--it-c-  '       yja-  -{-b'^-}-c^' 

Q"    Vecteur  d'origine  et  d'extrémité   données. 


\  a^ -h  b- -h  c'^ 
Pour    un    vecteur 


M,M._„  défini  par  les  coordonnées  {x^,  »/,,  z^),  [x..,,  xj.,,  z.,)  de  son  origine 
M,  et  de  son  extrémité  M^,  on  démontre,  comme  en  géom'étrie  plane 
(n"  77),  les  formules  : 

proj.uxMjM^=ra^— j-,,         proj.oyMiM^=y^— y,,         proj.o.MjM,=:3,  — 3,. 

Si  on  désigne  par  a\  b',  c',  les  composantes,  et  par  (a,  b,  c)  les 

.    coefficients   de    direction    d'une 
'         direction  positive  choisie  sur  la 
ligne  d'action  (D)  de  ce  vecteur, 
on  a  d'après  les  formules  (11), 
(18)        j-j  — a?,  =  Àa, 

Za        -1  ^^^^  ''  c^ 


ou  A  est  le  rapport  ^W=  *^^  v*^c- 

teur    considéré    au    vecteur    de 
jc /  composantes  (a,  b,  c).  Si,  en  par- 

ticulier, on  remplace  a,  6,  c,  par 
les  cosinus  directeurs  x,  3,  7,  de  la  direction  positive  considérée,  X  sera 
remplace  par  la  valeur  algébrique  c=  MjTM~  du  vecteur;  et  on  aura  les 
formules  :  » 


à 


:i9) 


a:,  —  x.  =  OLC, 


y-2  —  Vi 


z,  —  z, 


YP- 


I 
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Enfin,  la  longueur  du  vocleur  M,M_,,  cesl-àdiro  la  dislnitce  di'n  deux 
pui)ils  Mp  y\,,  est  donnée  par  la  formule  (0),  qui  exprime,  en  fait,  la 
longueur  d'un  vccleur  en  fonction  de  ses  composantes, 

(20)  r  =  (j^,-^.)M-(î/,-y,)-  +  (=,-:0-  =  SMrA 

251.  Changements  de  coordonnées.    —    1°    TransUdion    des    axes. 

—  Soient  (.iv,  y^,  zj  les  coordon- 
nées de  la  nouvelle  origine  0'. 

z 
dans  l'ancien  système.  On  trouve  M 

les  relations  entre  les  anciennes 

coordonnées  x,  y,  z,  d'un  point  M 

quelconque  et   ses  coordonnées 

nouvelles  x'.  y' ,  z'.  comme  pour  /  ^/^' 

la  géométrie  plane  (n°  205),  en  ^  />'<r' 

projetant  sur  les   trois   axes    le  /  '.  ^ 

— -V 

vecteur  ()M  et  le  contour  OO'M, 

ce  qui  donne  '^ 

(21)  X  —  X,  -4-  x\         y  =y^-h  y',  i  =  =0  +  2'. 

(22)  x'  =  x—x,.         ij'  =  y—y^,         z'  =  z~z^. 

2°  dotation  des  axes.  —  Ou  définit  la  direction  des  nouveaux  axes 
par  leurs  cosinus  directeurs,  qui  peuvent 
se  disposer  suivant  un  tableau  à  double 
entrée,  comme   au  numéro  207.  Dans 
chaque  case  est  le  cosinus  de  l'angle 
formé  par  les  directions  positives  indi- 
quées en  tête  de  la  ligne  et  de  la  colonne 
de  celte  case.  On  lit  par  lignes  les  cosi- 
nus directeurs  x.  [i.  y;  .  .  . ,  des  nouveaux 
axes    dans    l'ancien    système. 
et  par    colonnes    les    cosinus 
directeurs    a.  a',   a";   ....    des 
anciens  axes  dans  le  nouveau 
système.  Ces  neuf  cosinus  direc- 
teurs sont  liés  par  les  relations 
du   type   a-  H-  [i-  H-  Y^  =  1 1  •  •  •  î 
a^ -+- a'^ -t- a"- =  1 ,  'qui  caracté- 
risent   les    cosinus   directeurs 
dune     même    direction     dans 
un   même    système   d'axes,   et 
par     les     relations     du     type 
xx  -h  fi[i'  -h  yy'  =:  g.  ...  \  x}-+-  x'iV  -h  x",8"  =  0,  . . . ,  qui  expriment  que 


(T) 


Ox 

On 

Os 

Ox^ 

a 

? 

V 

O.Vi 

«' 

p' 

y'' 

0:, 

X 

r 

y" 

^?:/)' 


'(hyj 
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les  directions  des  axes,  nouveaux  ou  anciens,  sont  orthogonales  deux 
à  deux.  Par  conséquent,  la  somme  des  carrés  di's  3  nombres  qui  figurent 
dans  une  même  rangée  (ligne  ou  colonne)  est  égale  à  J  ;  la  sonune  des 
produite  des  novïbres  coj'respondants,  pris  dans  deux  rangées  parallèles, 
est  égale  à  0.  C'esl  ce  qu'on  appelle  les  relations  d'orthogonalité. 

Les  formules  de  transformation  s'otîtiennenl  comme  dans  le  cas  du 
plan.    Par  exemple,  on  exprimera  que  x  est  le  produit  scalaire  du 

vecteur  O.M  et  du  vecteur  unité  0.\  de  Ox,  vecteurs  qui  ont  pour  com- 
posantes, dans  le  système  nouveau,  (a-,,  y^.  z^)  et  {%,  a',  x",).  Donc 

x=xXi-\- x'y^-{- x"z^. 

Et  de  même  pour  les  autres  formules.  On  oijtient  ainsi  les  formules 
suivantes,  qui  se  lisent  sur  le  tableau  (T),  comme  il  a  été  expliqué  au 
numéro  :207. 

y  =?^,+?'yi+fi"-i.   =  —  i'-ri-+-T'î/i+Y"=i; 

y  ,  =  a'  a?  -h  fi'  1/  -h  t'  : ,       z,=cc"  .r4-  .8"y  -f-y"  : . 


(:23)  a- :=aa',-Ha  yjH-a";, 
("2-4)  x^  =  0LX-\-Hy  H- y:. 


Cas  général.  —  On  opère  comme  au  numéro  209,  en  faisant  la  trans- 
formation en  deux  fois,  au  moyen 
du  système  intermédiaire  O'x'g'z', 
déduit  de  Oo^y:  par  translation,  et 
qui  a  l'origine  0'  du  nouveau  sys- 
tème donné  0'x^y^z^  pour  origine. 
En  accentuant  les  lettres  x,  y,  z 
dans  les  formules  (23),  et  portant 
dans  (21),  on  obtient  ainsi  les  for- 
mules générales  : 

ix= 

(25)    7/  = 

X  [z  = 

En  opérant  de  même  avec  (24)  et  (22),  on  obtient  enfin  les  formules 
équivalentes  : 

(  x^  =  aix  —  x„)-h  p(y  —  î/o)  +  Y  (2  —  Zo)> 

(26)  ]  ?/,  =  a  {X  —  x,)  H-  fi  (y  —  yo)  +  y'  (  z  —  Zo)' 

(  :,  =  a"(x  —  X,)  ^-  fi  {y  -  y,}  +  fiz  -  :„). 


•3-0 

-hao-j 

-hOi 

.Vi 

+  2  z,, 

Vo 

+  fia?j 

+  .^ 

î/i 

+  rzn 

"0 

-f-Y^-j 

+  Y 

Vi 

+  y"Zi. 

252.  Angles  d  Euler.  —  Dans  ce  qui  précède,  nous  avons  défini  la  position  relative 
de  deux  trièdres  trirectangies,  de  même  origine,  au  moyen  des  cosinus  des  angles 
formés  par  ces  axes  deux  à  deux.  Dans  les  applications,  en  mécanique  en  particulier, 
il  est  préférable  de  définir  cette  position  relative  au  moyen  do  trois  rolalions  succes- 
sives,  qui   permettent  d'amener  l'un  des  trièdres  en  coïncidence  avec  l'autre.  Les 
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angles  qui  donnent  l'amplitude  de  ces  trois  rotations  s'appellent  les  aïKjlcs  d'Euler. 
Voici  comment  on  dédnit  ces  trois  rotations  *'. 


1°  Soit  OxYc  le  premier  trièdre;  et  OXYZ  le  second.  )!  s'afrit  d'amener  le  premier 
sur  le  second.  Si  0:  coïncidait  avec  OZ,  il  suffirait  de  faire  tourner  Oxy:,  autour 
de  Or.  de  l'angle  {Ox,  0X)  =  <\/,  pour  obtenir  la  superposition  des  deux  triédres.  Le 
changement  de  coordonnées  correspondant,  dans  lequel  la  cote  r  ne  changerait  pas, 
se  réduirait  à  une  rotation  du  système  Ox/,  de  l'angle  -l,  dans  son  plan.  Les 
formules  de  ce  changement  de  coordon- 
nées seraient  donc 

[1] 


Z. 


^  x^Xcos-I/  —  YsinI/, 
(  y  ^  X  sin'!/  +  Y  cos-I/, 

Ce  cas  étant  écarté,  les  deux  plans  xOy, 
XOY  ne  sont  pas  confondus;  ot  sur  leur 
droite  d'intersection  nous  choisirons,  arbi- 
trairement, une  direction  positive  Ou. 

2°  Soit  -Il  =  {Ox,  Ou)  :  c'est  le  premier 
des  amjles  d'Euler.  En  faisant  tourner  le 
trièdre  Oxy:  autour  de  0-,  de  l'angle  •}/, 
il  prendra  la  position  Oui';. 

Remarque.  —  Il  est  entendu  que  quand 
on  dit  que  le  trièdre  tourne  autour  de 
l'axe  Or.  (iudiqué  par  son  sens  positif),  de 
l'angle  L,  (donné  en  valeur  algébrique), 

cela  veut  dire  qu'un  observateur,  traversé  par  l'axe  0.-,  des  pieds  à  la  tète,  et 
entraîné  dans  le  mouvement,  tourne  de  droite  à  gauche,  si  1/  est  positif;  et  de  gauche 
à  droite,  si  •!/  est  négatif:  la  valeur  absolue  de  'l  mesurant,  d'autre  part,  la  rotation 


(1)  Dans  la  ligure  les  axes  des  trois  rotations  sont  marqués  d'une  flèche:  les 
angles  des  rotations  sont  indiqués;  et  on  a  figuré  les  arcs  des  grands  cercles  de  la 
sphère  de  rayon  1  dont  les  plans  sont  perpendiculaires  aux  trois  axes  de  rotations; 
et  les  points  de  ces  arcs  où  les  a.xes  des  divers  systèmes  de  coordonnées,  à  considérer, 
percent  la  sphère. 


M.\TH.    GENKHALES. 


26 


402 


lX)OKDONNEES.    VECTEURS.    DIRECTIONS 


I2j 


[3^ 


erfecluce.  La  disposition  adoptée  pour  les  tricdres  do  coordonnées  ét.inl  telle  que 

une   rotation   de  -\-  '^  autour  de   0:   amène    O.i-  sur   Ov.   il   t-n  résulte  (|ue  l'angle 

•1/  =  (0j-,  Ou),  évalué  triironomélrii]uemen  t,  relativement  au  système  plan  Ox,  Ov, 
délinit  l)ien  l'une  des  rotations  qui,  elTectuees  autour  de  0:,  amènent  Ox  sur  Ou;  et, 
par  suite,  amènent  Oxy:  sur  Oui-.-. 

Cette  remaniue  s'appliijuera  à  toutes  les  rotations  analogues. 

Cela  posé,  désignons  par  or,,  v,,  -,  les  coordonnées  dans  le  système  Guy.-.  En 
appliciuant  les  formules  [l],  avec  le  changement  de  notations  convenables 
(X,  remplace  X,  y,,  remplace  Y,  :,  remplace  Z^  nous  avons 

x=:.r,  cosrj/  —  jf,  sin!/, 

y  =Xi  sin'!/ +  J'i  cos'!/,     *       '^' 

3°  Les  axes  0-  et  OZ  étant  tous  deux  perpendiculaires  à  Ou,  on  pourra  amener 
0.-  sur  OZ  par  une  rotation,  eiïectuée  autour  de  Ou.  Soit  0  la  valeur  algébrique  de 
cette  rotation.  On  a  6  =  (Oc,  OZ),  en  entendant  par  là  la  valeur  trigonométrique  de 
l'angle,  relative  au  système  d'axes  Ou.  OZ.  Cet  angle  0  =  (O-,  OZ)  est  le  second  angle 
d'Euler. 

La  seconde  rotation,  ainsi  définie,  amène  Out-c  dans  une  nouvelle  position  Ouu'Z; 
et.  nous  désignerons  par  .r^,  y^,  r,  les  coordonnées  relatives  à  ce  second  Irièdre 
intermédiaire.  Le  passage  de  x^,  y^.  r,  à  x.^,  y.i,  -Tj  se  bornant  à  une  rotation  des 
axes  Oiv.  dans  leur  plan,  de  l'angle  6,  on  peut  écrire  les  formules,  analogues  ii  [2], 

(,  y,  =  yj  cosO  —  Tj  sin'j,         

'(  r,  =  Vj  sin  0  +  '■>  cosO,        '         -' 

4°  Les  axes  Ou  et  OX  étant  tous  deux  perpendiculaires  à  OZ,  on  amènera  Ou  sur 
OX  par  une  rotation  autour  de  OZ;  et  le  trièdn>  Ouu'Z  sera  ainsi  amené  sur  le 
trièdre  OXYZ.  L'angle  z,  de  cette  rotation  aura  pour  valeur  algébrique  l'angle 
5  =  (Ou,  OX),  évalué  trigonométriquemenl,  par  rapport  au  système  Ouu'.  Cet  angle 
z,  =  (Ou,  OX)  est  le  troisième  angle  d'Euler. 

Enfin,  on  peut  écrire  les  formules  de  coordonnées,  ([ui  expriment  la  rotation  du 
système  Oui''  de  l'angle  s, 

(j  Xo  ^  X  cos  :;  —  Y  sin  -s,, 
(  Vj  =  X  sin  ï.  +  Y  cos  s, 

5°  En  définitive,  on  a  bien  amené  Oxy:  sur  OXYZ  par  les  trois  rotations  succes- 
sives '\>,  i),  ç,  autour  des  axes  0--,  Ou  OZ,  dont  les  deux  premières  lui  ont  fait 
prendre  successivement  les  positions  intermédiaires  Ourj,  Ouu'Z. 

Remarque.  —  On  remarquera  que  les  deux  axes  Ou.  OZ  sont  rectangulaires,  de 
même  que  les  deux  axes  Ou,  Oc.  Mais  que  l'angle  de  Oc  et  OZ  est  arbitraire.  Cela 
équivaut  à  dire  qu'un  solide  OXYZ,  qui  peut  tourner  autour  d'un  axe  OZ  supporté 
par  un  premier  solide  de  liaison  Ouu'Z,  lequel  peut  tourner  autour  d'un  axe  Ou, 
perpendiculaire  au  premier,  pourra  prendre  toutes  les  orientations  dans  l'espace, 
pourvu  ([ue  cet  axe  Ou  soit  porté  par  un  second  solide  de  liaison  Ouvz,  mobile  lui- 
môme  autour  d'un  axe  fixe  Oc,  perpendiculaire  aussi  à  l'axe  intermédiaire  Ou. 
C'est  le  principe  de  la  suspension  à  la  Cardan. 

6"  Revenons  enfin  au  changement  de  coordonnées,  relatif  aux  deux  trièdres  donnés 
Oxyr,  OXYZ  :  on  l'obtient  en  remplaçant,  dans  les  formules  [2],  x^,  y^,  c,  par  leurs 
valeurs  [3];  puis,  dans  les  formules  ainsi  obtenues,  x.^,  y»,  -2  P**!"  leurs  valeurs  [4]. 
H  vient  ainsi,  successivement, 

x  :=  Xa  cos ■!/  —  y^  sin  h  cosO  +  -2  sin'{/  sinO, 
y  =X2  sin-L  +^2  cos!/  cosô  —  c^cos-i/  sinO, 
z  =  Vj  sin  0  +  Co  cos  fj  ; 


[4] 


c  =  Z. 
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el 


'  cr  =  X  (co3;  cos!/  —  siii  =  sinî/  cosO)  +  V  ( —  sin  r  cos-i  —  cos;  sir»'!/  cos6)  -f 
\  +  Z  sin-I/  sinô, 

!51  s  j  =  X  (cos?  sini/  4-  sin;  cos'L  cosO)  +  Y  (— sin=  sin-i  +  coss  cos-!/  cos 6)  — 

—  Z  cos!/  sinO. 
r  =  X  sin  5  sin6  4-  V  cos  5  sinO  —  Z  cosO. 

F. es  loefficients,  sont,  respectivenienl,  ég-aux  aux  neuf  cosinus  directeurs  qui 
lij,'uroiU  dans  les  formules  (23),  si  on  suppose  que  le  triédre  OXVZ  coïncide  avec  le 
trièdre  0.r,_v,r|  du  numéro  232. 

Ces  neuf  cosinus  sont  ainsi  exprimés  au  moyen  des  trois  amjlcs  d'Euler. 

a   =      cosscos!/ —  sins  sini  cosO,     ?   =      cos^;  sinS -f- sin  =  cos'!/ cos6, 
l  Y  =  sins  sinô, 

[61  )  »'  =  — sin?  cos'j/ —  cosi  sinL  cos6,     ^' =  —  sin  ;  sin  ;  +  cos?  coS'l/ cosO, 

-'  =  cos 3  sinO, 


/ 


sin'!/  sinO, 


?"  =  — cos •!/ sine, 
cos'J. 


253.  Représentation  du  plan.  —  Cas  particuliers.  —  V  Les  plans  de 
coordonnées  xiiy,  ijOz,  :0.i-.  ont  respectivement  pour  équations  :=:0, 
x  =  0.  y  =  0;  car  le  premier, 
par   exemple,  est  le  lieu   des 
points  de  cote  nulle. 

2"  Un  plan  parallèle  au  plan 
•tOy.  a  pour  équation  :  =  r. 
c  étant  la  cote  du  point  C  où 
le  plan  coupe  Taxe  des  :;  car 
ce  plan  est  le  lieu  des  points  M 
de  cote  WM  =  (X:  =  c. 

De  même  x=ia.  y  =  è  re- 
présentent, respectivement, 
un  plan  perpendiculaire  à  ()a\ 
et  un  plan  perpendiculaire 
à   Oj/. 

'^^  l'n  plan  perpendiculaire 
au  plan  xOy  est  représenté 
par  léquation 

ux  -j-vy  -h  h  =  0 

qui  représente,  dans  le  sys- 
tème d'axes  plan,  ?/0x,  la 
trace  AB  du  plan  donne  sur  le 
plan  des  x,  y.  Car  pour  qu'un 
point  M,  [x,  y,  z),  soit  dans 
le  plan  (P)  donné,  il  faut  et 
il  suffit  que  sa  projection  W 
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sur  le  plan  de;^  .r,  y,  soil  sur  colle  trace  AH;  el  les  coordonnées  de  W 

|t;ir  rappoit  aux  axes  Ox,  Oy  sonl  précisément  ./•,  y. 

En  particulier,  un  plan 
posso)il  par  {)z  est  représenté 
par  une  équation  de  la  forme  : 

y  —  ?j).r  =  0, 

qui  est  celle  de  sa  trace  Ot 
sur  le  plan  des  xy. 

Ainsi  Véqualion  d'un  plan 
parallèle  à  im  axe  de  coor- 
données est  une  équation  du 
premier  degré  en  x,  y,  z,  où 
manque  la  coordonnée  corres- 
pondante; V équation  d'un  plan 
passant  par  un  axe  de  coordonnées  est  une  équation  du  premier  degré, 
homogène,   par  rapport  aux  deux  autres  coordonnées. 

Cas  général.  —  Soil  (P)  un  plan.  Nous  pouvons  le  définir  en  nous 

donnant  un  de  ses  points,  A., 
(LLfV.tiT)  ^S  dont   nous    désignerons   les 

coordonnées  par  x^,  ï/^,  z^,  et 
les  coefficients  de  direction 
u,  V,  u\  des  droites  perpen- 
diculaires à  ce  plan.  Si,  par 
exemple,  OS  est  la  droite,  de 
direction  (u,  v,  iv),  menée 
par  l'origine,  le  plan  (P)  sera 
le  plan  mené  par  A  perpendi- 
culairement  à  OS.  Cela  posé, 
soil  AN  la  normale  au  plan 
menée  par  A  :  pour  qu'un 
point  M,  (x,  ?/,  ;),  soil  dans 

le  plan,  il  faut  el  il  suffit  que  le  vecteur  AM,  {x  —  x^,  y  —  ?/„,  :  —  zj, 
soil  perpendiculaire  AN.  dont  les  coefficients  de  direction  sont  u,  y,  ?/;, 
c'est-à-dire  (jue  Ton  ait  : 

(27)  u  (  ./•  —  .r„)  -+-v(y  —  y„)  -f-  w  {z  —  zj  =  0. 

Le  plan  est  donc  le  lieu  des  points  M  dont  les  coordonnées  x,  ?/,  z 
satisfont  à  celte  équation.  On  dira  que  celte  équation  est  Téquation  du 
plan,  ou  qu'elle  représente  le  plan. 

•Xinsi,  l'équation  (27)  est  l'équation  du  plan  mené  par  le  point  {x^,  //„,  zj 
»  ormalement  à  la  direction  {u,  v,  w). 
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Conséquences.  —  I.  —  Toul  plan  est  représenté  par  une  équation  du 
premier  deijré  en  x,  ij,  z. 

Car  réquation  (27)  est  de  la  forme 

(28)       ux-hvij-hirz-hh=0,         avec         li  =  — {ux,-h  vy,-\- wz^). 

II.  —  7'oHte  équation  du  premier  degré  représente  un  p'an. 

Car  si  on  se  donne  une  équalion  f28)  quelconque  (où  m,  v,  iv  ne  sont 
pas  nuls  tous  les  trois)  on  peut  toujours  en  trouver  des  solutions.  Si, 
par  exemple,  u  n'est  pas  nul,  on  se  donnera  arbitrairement  les  valeurs 


y^,  Zo  de  y  et  z,  et  on  calculera  x  par  Téquation  ux  4-  vy^ 
Soit  X 

On  aura  donc  : 


h  =  0. 


Xq  la  valeur  trouvée. 


ux^-hvy^+irz,,-T-h  =  0,         c'est-à-dire         h  =  ~  (ux,,-hvy„^  wz^\ 
et  l'équation  (28)  s'écrira,  en  remplaçant  h  par  cette  valeur, 

ux  -+-  vy  -h  wz  —  {ux^  -h  vy^  '-+-  wz^)  =  0, 
ou  u{x  —  x^)^v{y  —  y^)-{-iv{z~z^)  =  0. 

C'est  donc  l'équation  (27)  du  plan  mené  par  le  point  {x^,  y^,  z^)  nor- 
malement à  la  direction  {u,  i-,  w).  (C.  Q.  F.  D.) 

III.  —  En  particulier,  l'équation  -+|-|--  =  1,  représente  le  plan  du 

trianyle  AHC  qui  a  pour  sommets  les  points  A,  B,  C  des  axes  de  coordon- 
nées pour  lesquels  on  a,  respectivement  x  =  a,  7  =  Z».  z^  c. 

Car  elle   représente   un   plan;    les   coordonnées   du   point   A,    par 
exemple,  x  =  a,  y  =  0,  -=-0, 
la  véritient;  et  de  même  pour 
les  points  B  et  C. 

IV.  —  L'équation  (28),  où  u, 
ij,  IV  sont  donnés,  et  où  h  peut 
prendre  foutes  les  valeurs  possi- 
bles, est  réquation  générale  des 
plans  parallèles  au  plan, 

(29)    ux  -H  yy  -h  œz  z=  0. 

Car  tous  ces  plans  sont  per- 
pendiculaires à  la  direction 
fixe  n,  V,  w.  I.e  plan  (29).  en 
particulier  {h  =  0),  passe  par  l'origine,  car  son  équation  est  vérifiée 
paro-'^U,  //  =  (),  3  =  0  :  c'est  le  plan,  perpendiculaire  à  la  direction 
donnée,  (|ui  passe  par  l'origine. 

Eu  d'autres  termes,  en  supprimant  le  terme  constant  dans  Céqualion 
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il'un  jilan  on  ohln'nl  l'équation  du  plan,  parallèle  à  celui-là,  qui  passe 
à  l'origine. 

V.  —  La  condition  qui  expriine  qu'une  direction  (a,  b,  c)  est  parallèle 
à  un  plan  ux  -h  vy  -+-  wz  -\-  h:=0  est  :  ua  -+-  vh  -h  «'c  ^  0. 

Soit,  en  effet  (PJ  le  plan  parallèle  au  plan  donné,  mené  par  l'orijijine. 
Pour  qu'il  y  ail  parallélisme  de  la  direction  et  du  plan,  il  faut  cl  il 
sullil  que  la  droite  (A)  soit  dans  le  {>lan  (Pq);  cesl-à-dire,  puis([u'eile  y 
a  déjà  le  point  0.  qu'un  autre  point  de  (A)  soit  dans  (PJ.  Or  les  coefli- 
cients  de  direction  de  (A)  étant  a,  b,  c,  le  point  G,  (a,  i,  c),  est  préci- 
sément un  point  de  (A).  Tout  revient  donc  à  écrire  que  le  point  {a,  b,  c) 
est  dans  le  plan  (P,,)  dont  l'équation  est,  (IV),  ux -hvy -h  ivz  =  0.  La 
condition  pour  cela  est  :  ua  -+-  vh  -i-  wc  =  0.  (C.  Q.  F.  D.) 

Remarque.  —  On  peut  aussi  remarquer  que  la  condition 
ua -h  y6 -h //"C  =  0  exprime  que  la  direction  [a,  b,  c)  est  perpendicu- 
laire à  la  direction  (u,  r,  //),  normale  au  plan  :  donc  elle  exprime  bien 
que  (a,  b,  c)  est  parallèle  au  plan. 

VI.  —  Questions  d'angles.  —  Les  questions  d'angles,  relatives  à  des 
plans,  se  ramènent  à  des  questions  d'angles  relatives  aux  norm.ales  à  ces 
plans. 

1°  Cas  de  deux  plans.  —  Soient 

(P)  ux-^vy -h  n'Z  +  li^O,         (P')  u'x -h  v'y  -\-  w'z  -i-  h'  ^0, 
les  équations  de  deux  plans.  Leur  angle  sera  égal  à  celui  des  normales, 
dont  les  directions  sont  (u,  v,  w),  (u',  y',  iv').  On  aura  donc,  pour  cet 
angle  0,  la  formule  (n°  244), 

(30)  cosO=  '  nu'-,-vv'  +  ivw' 

-I-  v'm-  -h  v'-  H-  iv'^ .  \ju'-  -h  u'^  -h  w'^ 

En  particulier,  la  condition  d'orthogonalilé  des  deux  plans  sera  : 
uu'  -h  vv'  -T-  u'/c'  =  0. 

Là  condition  de  parallélisme  des  deux  plans  exprimera  que  (m,  r,  //'), 
(u  *v' ,  w')  sont  deux  directions  parallèles.  C'est  donc  : 

u' v' w' 

u       V       ir  ' 

u  ,  r',  //•'  doivent  être  proportionnels  à  u,  v.  /r. 

2"  Cas  d'une  droite  et  d'un  plan.  —  Si  on 
considère  un  plan  (  P),  ux-\-  ty  H-  ivz  -\-  li  =  0, 
et  une  droite  (D),  de  direction  (a,  b,  c),  l'angle 
de  cette  droite  avec  ce  plan,  qui  est  aigu  par 
délinition,  est  le  complément  de  l'angle  de  la 
droite  (D)  avec  la  normale  AN  au  plan,  menée 


En  daulres  termes 
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par  le  point  A  où  la  droite  perce  ce  plan.  La  direction  de  la  normale 
étant  (u,  V,  /r),  on  aura  donc,  en  vertu  de  la  formule  (l.'i),  pour 
l'angle  j  de  la  droite  et  du  plan, 

I  au  -h  bv 


sin-j 


civ\ 


\'a-  -h  b-  -+-  c-  v'M^  +  u^  -h  n-'- 

l'our  sin'i=:U.  on  retrouve  la  condilion  de  parallùlhme 

au -\-  bv  -+-  c/cz=0. 

La  condition  d'orihogonalilé  devra  exprimer  que  la  droite  est  paral- 
lèle à  la  normale  :  c'est  donc 

a h c 

u       V       w  ' 


(ou  a,  b,  c  proportionnels  à  m,  y,  «•) 


.  254.  Représentation  de  la  droite.  —  Soit  (D;  une  droite  :  nous 
pouvons  nous  la  donner  par  un  de 
ses  points  .\,  (t^,  î/^,  ;J,  et  sa  direc- 
tion [a,  b,  c).  Alors,  pour  qu'un 
point  M,  (a?,  y,  z),  soit  sur  cette 
droite,  il  faut  et  il  suffit  que  le  vec- 

—V 

teur  A  M,  {x  —  x^,  y  —  Uo^  ^  —  h)y 
soit  parallèle  à  la  direction 
(o,  b,  c);  c'est-à-dire  que  l'on  ait  : 

/.j|\   X      Xq y      y„ "       "o 

La  droite  étant,  dès  lors,  le  lieu      /^ 
des  points  {x,  y,  z)  dont  les  coor- 
données vérifient  ces  équations,  on  dira  que  ces  équations  représentent 
la  droite,  ou  sont  les  équations  de  la  droite. 

Remarque  I .  —  Ces  équations  sont  analogues  à  l'équation  (10), 
page  433,  pour  la  droite  en  géométrie  plane.  On  en  déduira  de  même 
(n"  217),  une  rejjrésentalion  paramétrique  de  la  droite,  en  écrivant  : 


X  —  .r„ 


y  —  ?/o  _ 
b      ~ 


t. 


d'où  : 

(32) 


x^^-^at,     y  =  y^-hbl,     :  =  :„  +  c/, 


AM 
UG 


l^e  paramètre  t  est  le  rapport  du  vei-teur  AM  au  vecteur  OG  (a,  b,  c); 
parce  qu'il  est  égal  au  rapport  de  leurs  projections  sur  un  même  axe. 
11  est  égal  par  conséquent,  à  la  valeur  algébrique  de  AM ,  si  OG  a  pour 
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longueur  1.  c"esl-ci-dire  si  a,   b.  r  sont  les  cosinus  dirocleurs  d'une 
direction  positive  choisie  sur  (D). 

/Inntmjur  'J.  —  D'une  manière  plus  générale,  une  droite  est  le  lieu 
des  points  communs  à  deux  plans 

(P),     ux-hvy-hirz-r- li=0,     et      P),     ii'jc -h  v'ij -}- w'z-h  h' =  ^^. 

Pour  qu'un  point  (a-,  y,  :)  appartienne  à  l'intersection  de  ces  deux 
plans,  il  faut  et  il  su'fit  que  ses  coordonnées  vérifient  à  la  fois  les 
équations  de  ces  deux  plans;  la  droite  est  donc  représentée  par  le 
système  des  équations  des  deux  plans  : 

(33)  ~ux-\- vy -h  irz-\- h  =  0.         n'x -]- c'y -\-w'z -^  h' :=0. 

On  repasse  de  cette  forme  générale  des  équations  d'une  droite  à  la 
forme  (31),  en  résolvant  les  équations  (33i.  En  résolvant,  par  exemple  '", 
en  y  et  2,  on  obtiendra  des  équations  de  la  forme  simple 

(34)  y  =  mx  -h  /«,         :■  =  m'x  ^-  k', 

qu'on  peut  écrire  : 

X y  —  k 


(35) 


—  k' 


m 


ce  qui  est  bien  de  la  forme  (31),  avec  a=l,  hz=m,  c^m';  x^^:=0, 

Hemarque  3.  —  On  remarquera  que  les  équations  (3i)  sont  les 
équations  de  deux  plans  qui  contiennent  la  droite,  car  les  coordonnées 
de  tout  point  de  la  droite  les  vérifient,  puisque  le  système  (34)  est 
équivalent  au  système  (33).  Comme  ces  équations  ne  contiennent, 
respectivement,  ni  :,  ni  y,  les  plans  qu'elles  représentent  sont  les 
plans  projetants  de  la  droite  sur  xOy  et  sur  xOz. 

La  première  des  équations  (34),  peut  être  obtenue  en  écrivant  que 
les  valeurs  de  z,  fournies  par  les  deux  équations  (33)  sont  égales  ; 
c'est-à-dire  en  exprimant  que  ces  deux  équations  sont  vérifiées  par 
une  même  valeur  de  z,  (pour  x  ei  y  donnés).  C'est  ce  qu'on  appelle 
(n"  23o),  éliminer  z  entre  ces  deux  équations.  On  obtiendrait,  de  même, 
le  troisième  plan  projetant  (sur  j/0;),  en  éliminant  x  entre  les  équa- 
tions (33). 


(1)  Si  la  résolution  n'était  possible  ni  par  rapport  à  y  et  r,  ni  par  rapport  k  z  et  x, 
ni  par  rapport  a  x  et  y,  on  aurait,  à  la  fois,  vw'  —  wv'  =  0,  wu'  —  uw'=0,  uv'  —  uu'=0. 
Ce  cas  est  exclu  implicitement,  car  ces  relations  expriment  le  parallélisme  des 
directions  (u,  v,  w),  u',  v',  w).  normales  aux  deux  plans;  et  si  ces  normales  étaient 
parallèles,  les  plans  (V)  et  (Pi  seraient  parallèles  ou  confondus,  et  ne  pourraient 
pas  définir  une  droite. 
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Enfin,  les  équations  (31)  donnent  immédiatement  les  trois  plans 
projetants;  il  sulfit  d'égaler,  deux  à  deux,  les  rapports  égaux  '^31);  ce 
qui  donne  les  trois  plans  : 


x  —  x„_y  —  y. 


a  h      ''  a  c      ' 

Cas  particuliers.  —  1"  Les  équations  des  axes  de  coordonnées,  inter- 
sections des  plans  de  coordonnées  deux  à  deux,  sont 

Oa::.v  =  :  =  0;-     O,j:z  =  x  =  0\         {)z  :  x  =  ;/ =  i). 


(O) 


.M(x.y,2) 


-y 


2"  Les  équations  d"une  parallèle  à  l'axe  0-  dont  le  pied  W  sur  le 
plan  des  x,  y  a  pour  coordonnées  dans  ce  plan,  x^,  y^,  sont  ; 

x  =  x,,         y  =  y,. 

Car  tout  point  M  de  la  droite  a  même  x  et  même  y  que  W.  et  réci- 
proquement. 

De  même  des  équations  y  =  y^.  ^  =  h  et:  =  3^,  x  =  x,,  repré- 
sentent, respectivement,  une  parallèle  à  Ox,  et  une  parallèle  à  0*/. 

3»  Une  droite  RS  parallèle  au  plan  des  xy  se  trouve  dans  un 
plan  3  =  So,(OC  =  -o).  On  achèvera  delà  délinir  par  le  plan  w.r -h  r^/-^//=0 
qui  la  projette  sur  le  plan  des  xy.  Les  équations  sont  donc  de  la 
forme  : 

z  =  z„,         ux  -h  vy  -hh  =  0. 

On  remarquera  que  les  équations  (3i)  peuvent  représenter  des 
parallèles  au  plan  rO//,  pour  m=.0;  et  au  plan  a:0:  pour  m  =  0.  mais 
ne  peuvent  pas  représenter  des  parallèles  au  plan  yOz.  Car  dans  un 
plan  x  =  x^  quelconque,  il  n'y  a  jamais  quun  point  et  un  seul  de 
la  droite  (34),  celui  qui  a  pour  ordonnées  x  =  x,,,  y  =  mx  -j-k, 
z  =z  m' Xr. -^  k' . 
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/femm^ue.  —  Tous  les  cas  parliculiers  précédents  sont  compris  dans 
les  équations  (31). 

Pour  une  droite  parallèle  à  0:,  par  exemple,  on  a  a^=b=()\  les 

equalions  (31)  s'écrivent  donc  :    -—-"  =  •'    ,,  '"  = ^",  et  doivent 

s'interpréter  :  .r  —  a'^  =  l),  //  —  .'/u  =  0,  d'après  les  conventions  usuelles 
(n"G8). 

De  même,  pour  une  droite  parallèle  au  plan  xOjj  on  a  c  =  0,  et  les 

équations   (31)   s'écrivent   :  ^1~~— g ^^   a  ^" ^^ ~1"P" ■   ^^'  ^I"^  **"  '^^^^ 
traduire  de  même,  par 

•ï'  —  ^r,  _ .'/  —  .y„ 


—  3.  =  0. 


Droite  par  deux  points.  —  Si  une  droite  est  donnée  par  deux  de  ses 

points,  A,  (a-,,  y^,  z^).  et  B.  {x.,.  y,,  -,).  on  peut  prendre  pour  coefticienls 

— '^ 
de  direction  de  cette  droite  les  composantes  du  vecteur  AB  : 

■a  =  ar,  — a-,,         b  =  y,  —  y^.         c  =  :,— :,. 
Les  équations  (31)  seront  donc  avec  Xq  =  x^,  y^=^  >/,,  :;o  =  -i, 
x  —  x^  _  y —  y,  _  ^  — Zi  ^ 
^'i  —  ^i      Vi  —  Vi      h  —  ^i' 


(36) 


Droite  perpendiculaire  à  un  plan.  —  Soit  un  plan  (Pj, 
ux  -h  uy  H-  U'Z  -r-  h  =  0\ 
la  perpendiculaire  abaissée  d'un  point  donné  A,  {x„,  y^,  z^),  sur  ce 
plan,  a  pour  coefficients  de  direction  {u,  v,  w),  (n°  245).  Les  équations 
s'écrivent  donc  d'emblée  : 


(3- 


^  — ^o  —  y 

u 


Vu  _  2  —  2o 
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Plans  cassanï  i'ar  i.nk  droite.  —  Considérons  la  droite 
[I  ]  ux  +  "7  +  »<'-  +  ''  =  0,         u'x  -\-  v'y  -\~  iv':  -\-  W  =  0, 

et  désignons,  pour  abréger,  par  P  et  P'  les  premiers  membres 

P  =:  ux  -\"  vy  -{-  w:  -{-  /t,         P'  =  u'x  -\-  v'y  +  w'c  -\-  h' 
de  ces  éciuations.  Alors  l'cquallun 

[T  >  P  +  >.P'  =  0 

est  l'équation  générale  des  plans  passant  par  cette  droite  P  =  0,  P'  =:  0. 

Cela  veut  dire  que,  ([ueiles  que  soient  les  valeurs  attribuées  a  >  et  /',  cette  ('(lua- 
tion  représente  un  plan  passant  par  la  droite;  et  que  l'on  peut  choisir  "/.  et  >,'  de 
manière  qu'elle  représente  un  plan  parliculier,  arbitrairement  choisi  parmi  ceux 
qui  passent  par  la  droite.  Il  est  entendu  que  "a  et  >,'  ne  sont  pas  nuls  à  la  fois. 

Le  premier  fait  résulte  de  ce  que  l'équation  (2)  est  une  équation  du  premier 
degré,  qui  est  vérifié  par  les  coordonnées  de  tout  point  de  la  droite,  vu  que  ces 
coordonnées  annulent  séparément  P  et  P'.  Elle  représente  donc  un  plan,  qui 
contient  tous  les  points  de  la  droite,  c'est-à-dire  qui  passe  par  la  droite. 

D'autre  part,  un  plan  quelconque  passant  par  la  droite  est  défini  par  un  point  A, 
pris  en  dehors  de  la  droite,  dans  ce  plan.  De  sorte  que,  pour  prouver  que  l'équa- 
tion [2]  peut  représenter  ce  plan,  pour  des  valeurs  convenables  de  >  et  de  >.',  il  suffit 
de  montrer  que  l'on  peut  choisir  ces  valeurs  de  manière  que  le  plan  [2]  passe 
par  A.  Or  si  nous  désignons  par  Xq,  y^,  Z(,  les  coordonnées  de  A,  et  si  nous  posons  : 

uxq  -f  i7o  +  u'-Q  +  ''  =  Pfj.        "'a^o  +  v'y,,  +  i//-o  +  /*  =  Pu, 
l'équation 

P,;P-PoP'  =  0, 

obtenue,  en  prenant  >.  =  Pq,  >.'  =  —  Pq,  est  bien  vérifiée  pour  x  =  .r,,,  y  =  j^,  r  =  j,,, 
puisque  le  premier  membre  se  réduit  alors  à  P[,Po  —  PoPu,  qui  est  nul.  De  plus  ces 
valeurs  de  >,  et  /.'  ne  sont  pas  nulles  toutes  les  deux;  car  si  on  avait  P^  =  0,  Py  =  0, 
le  point  A  serait  sur  la  droite  [1],  ce  qui  n'est  pas,  par  hypothèse. 

Remarque.  —  On  a  admis,  implicitement,  que  l'éciuation  [2]  ne  peut  être  une 
identité,  sans  que  '/.  et  >,'  soient  nuls  tous  deux.  Kn  eiïet,  dans  le  cas  contraire,  on 
aurait,  quels  que  soient  x,  y,  :,  (en  supposant,  par  exemple,  >,  :e()), 

P  =  — 4  .P', 

A 

de  sorte  ([ue  P  s'annulerait  pour  tous  les  systèmes  de  valeurs  de  x,  y,  :,  qui 
annulent  P';  c'est-à-dire  que  tous  les  points  du  plan  P' =  0  appartiendraient  au 
plan  P  =  0.  et  les  deux  plans  seraient  confondus. 

255.  Distances.  —  1°  Dislance  crun  point  à  un  plan. 

Soit  le  plan  (F)  donné  : 

(38)  iix  -h  vy  -h  irz  -+-  Ii=z0. 

Prenons  pour  sens  positif  perpendiculaire  au  plan,  le  sens  Od  du 

vecteur  OK,  de  composantes  (u,  v,  iv),  qui  est.  comme  nous  savons, 
(n"  245),  normal  au  plan. 

Soit  A,  (a?o,  yo,  zj,  un  point  donné;  H,  (a?,,  y,,  z^)  le  pied  de  la  per- 
pendiculaire abaissée  de  A  sur  le  plan  (P).  Nous  nous  proposons 
d'évaluer  la  valeur  nlgébinc/ue  d=-  HA  de  la  dislance  du  point  au  plan. 
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11  suflit  de  former  le  produit  scalaire  des  deux  vecteurs  UK,  HA, 
(n"  230).  Cela  donne,  les  deux  vecteurs  étant  parallèles,  et  leurs  com- 
posantes étant  [u.  V,  ir),  {Xq  —  x^,  y^—yi,  :•«  —  ;,), 

OK  .  ïl  A  =  u  X,  —  x.)  H-  v(ijo  —  y,  i  +  IV  (:,  —  :,)  = 
=  u.v^  H-  <?!/„  -h  «';„  —  (|(X^  -h  t';/i  -h  «'3,). 

Mais,  le  point  H  étant  dans  le  plan  (.'J8).  on  a 

»x, -h  r(/,  -i-  lrz^  -\-  h  =  0,  h  =  —  {ux^  -f-  J'y,  -h  "'-,); 

et  la  formule  précédente  devient  : 

UX.,  -h  l'J/„  +  WZo  -h  /« 


OK.  HA  =  UK.(/=uXo 


^"î/o 


//; 


(/  = 


UK 


Enfin  OK  =  \  «- -f- y' H- <t'-,  puisque  OK  est  la  lonj^ueur  de  OK,  la 

direction  Od  étant  celle  de  OK.  De  sorte  que  la  formule  définitive  est, 
(comparez  n"  216)  : 


(39) 


d  =  H\  = 


"I/o 


W2n 


\  U-  -+-  V-  -+-  20' 

Remarque.  —  On  en  conclut,  en  particulier,  que  le  premier  membre 
ux -\- t'y -h  tcz -h  h  de  l'équation  du  plan  (P),  qui  est  nul  pour  les 
points  (X.  y,  z)  du  plan,  est  positif  pour  les  points  (x,  y,  z)  situés  d'un 
côté  du  plan,  et  négatif  pour  les  points  (r,  y,  z)  situés  de  l'autre  côté 
du  plan.  La  région  positive  est  celle  dans  laquelle  se  trouve  l'extré- 
mité de  tout  vecteur,  équipollent  au  vecteur  OK.  (u,  v,  w).  et  dont 
l'origine  est  dans  le  plan  (P). 

2°  Distance  d'an  point   à   une 

droite.  —  Soit  donnés  une  droite 

(D)  : 

(40)  ^^^~  =  '^~T^=  ^-^ ' 

et  un  point  M,  {x^,  y^.  z^).  On 
demande  la  distance  o  du  point 
à  la  droite 

Menons  par  M  le  plan  perpen- 
diculaire àladroite;  c'est,  d'après 
a:/  la  forme  (27)  sous  laquelle  nous 

avons  obtenu  l'équation  du  plan, 

(41)  a{x  —  x^)-hbiy  —  i/^)-hc{z  —  z^}=  0. 

Soit  H  le  point  cil  ce  plan  coupe  (D);  la  distance  cherchée  est  o  =  M  H. 
Or,  dans  le  triangle  rectangle  AllM,  on  a  : 

(42)  o^=MiPr=ÂM'  — Âîï'. 
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AM  osl  la  dislance  de  deux  points, 

AM'—  (j-o  —  or,y-  -h  (?/o  —  y, Y  -H  (=0  —  =i)'; 
el  AH  est  la  dislance  du  point  A  au  plan  (41).  puisque  ce  plan  a  été 
mené  perpendiculaire  à  (D);  de  sorte  que.  d'après  la  formule  (39), 

■-p..,  _  [a  jx,  —  X,)  -hbjy,  —  y,)  +  c (Zp  —  z^)f 
AM   —  a'--i-b'-hc' 

La  formule  (4'2)  devient  donc 

(43);'  =  (.„-.,)'+(y.-y.)=+(^.-^.)'-^'""°-"''t^VÎty'"-~'-^ 

Si  on  réduit  le  second  membre  à  une  fraction,  de  dénominateur 
o'-+  6-  +  C-,  le  numérateur  s'écrit,  d'après  V'ulenlxié  de Lafjrange,(n'^1oQ), 

(«2  H_  ^2  _^  c^^  [{x^  _  x,Y  +  [y,  -  y,f  H-  {z,  —  z,f] 

—  [a  {Xo  —  x^)-hb  {y,  —  y,)  -{-c{z^—  s,)]^  = 

—  :biz—z^)—c{y—y^)f-^-[c{x^—x,)-aiz—z^)f-h[o{y—y,)-bix—x^)f. 


^  2.  —  SL"RI-\\CES  DU  SECOND  DEGRÉ. 
SURFACES  DE  RÉVOLUTION.  CONES  ET  CYLINDRES. 

256.  Sphère.  —  La  sphère  qui  a  pour  centre  le  point  C.  (x^,  y^,  z^), 


M 


i^^yo^o) 


-y 


et  pour  rayon  la  longueur  donnée  R,  est  le  lieu  des  points  M,  (.r,  y,  :), 
tels  que  l'on  ait  :  CM-  =  R-,  c'est-à-dire  : 

(1)  -  {x-x,;Y-^(y-y^f^{z-z,f  =  K-. 
Telle  est  donc  l'équation  de  cette  sphère. 

Elle  est  de  la  forme  : 

(2)  X-  -\-  y^  +  z^  —  ^2xx,  —  2yj/,  —  Szz,,  -hk  =  0, 
où  k  est  une  constante  {k  =zxl-h  y'I -h z*  —  R^). 

Réciproquement.  —  Une  équation  du  second  degré,  dans  Inquelle  les 
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termes  rectangles,  (termes  on  i/z,  zx,  .ry),  maufiucnl,  et  dans  laquelle  les 
termes  carrés.  (Icrnics  en  i-,  y-,  :-),  ont  des  coefficients  égaux,  ne  peut 
représenter  qu'une  sphère. 
Soil,  en  eirel. 

Mx-  4-  y-  -+-  Z-)  -h  2Cx  -f-  2C't/  -f-  20":  +  0  =  0, 
une  telle  équation.  En  divisant  par  A,  on  l'écrit 

x^-^y^^'J-^2ax-i-<^0y-h-2cz^k=O,     (|«  =  ^.  b  =  ^,  c=^,  b=^y 

En  roniplélanl  los  carrés  des  termes  en  x,  en  y,  et  en  :,  respective- 
ment, ou  <il)tient  l'équation  écjuivalente  : 

(  J"  -h  ^/  )-  H-  ( .'/  H-  /^  )-  -h  (  s  -h  C  )2  =  (fl2  4_  ^2  _^  C-  —  /i  ) , 

ou  : 

(X  —  a:j2 -^  ( 7/  _  y^)2  ^^z  —  z^f  =  (a-  -h  h-  -h  C"  —  /i ) , 

avec 

(3)  j„  =  — a,         y^  =  ~b,         z„  =  —  c. 

Trois  cas  pejLivent  alors  se  présenter  : 

1°  «^ -h  t- -+-  '-  —  A-  >  0 ;  en  posant  K-  =  a-  -+■  b--h  c-  —  /.-,  on  retom be 
sur  l'équation  (1).  L'équation  donnée  représente  donc,  comme  celle-là, 
une  sphère,  i^e  calcul  indiqué  fournit  de  plus  le  centre  et  le  rayon  de 
cette  sphère. 

2"  a-  +  6-  +  c-  —  /.'  ^  0.  L'équation  ( 3  )  est  alors 

ix  —  x^)-  4-  (  y  —  yo?  +  (  -  —  =o)'  =  0» 

et  n'est  vérifiée  que  par  a;-  =  a?u,  y  :=?/„,  z  =  :„.  On  peut  dire  qu'on  a 
une  sphère  de  rayon  nul,  ou  réduite  à  son  centre. 

3"  a- -h  b- -\- c-  —  A  <  0.  L'équation  (3)  est  impossible;  et  l'équation 
proposée  n'a  pas  de  signification  géométrique. 

Cas  particulier.  —  Si  le  centre  de  la  sphère  est  à  l'origine,  on  a 

-^0  =  Vo  ^^  ^0  ^^  ^1 

et  l'équation  de  la  sphère  est  simplement 

x'--]-y'-  -h  :-  =  R-. 


257.  Surface  de  révolution.  —  On  appelle  surface  de  révolution  la 
surface  engendrée  par  une  courbe  invariable,  qui  tourne  autour  d'un  axe 
auquel  elle  est  invariablement  liée. 

Soit  zz'  l'axe  de  révolution  de  la  surface,  et  (G)  une  des  positions  de 
la  courbe  gén&i^atrice.  Chaque  point  M  de  cette  courbe  décrit,  dans  le 
mouvement  continu  de  rotation  qui  engendre  la  surface,  un  cercle  qui 
a.  pour  axe,  l'axe  -s';  c'est-à-dire  dont  le  centre  H  est  sur  cet  axe,  et 
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dont  le  plan  est  porpendiculaire  à  cet  axe.  C'est  ce  qu'on  appelle  un 
pttrallèle  de  la  surface. 

(Jn  peut  considérer  la  surface  comme  engendrée  par  ses  parallèles,  c'est- 
à-dire  qu'elle  est  le  lieu  des  cercles  qui  ont  z'z  pour 
axe  et  qui  s'appuient  sur  la  courbe  donnée  (G). 

il  en  résulte  que  la  surface  glisse  sur  elle-même 
par  tout  mouvement  de  rotation  autour  de  son 
axe  -s';  car  ce  mouvement  fait  glisser  sur  lui- 
même  chacun  des  parallèles. 

Donc,  si  on  fait  tourner'  autour  de  l'axe  une 
courbe  quelconque  de  la  surface,  elle  reste  sur  la 
surface  dans  toutes  ses  positions;  et.  pourvu 
qu'elle  rencontre  tous  les  parallèles,  elle  engendre 
ainsi  la  surface. 

En  particulier,  si  on  coupe  la  surface  par  un 
demi-plan  passant  par  Taxe,  et  limité  à  l'axe,  on 
obtient  une  courbe  qui  peut  ainsi  engendrer  la 
surface  en  tournant  autour  de  l'axe.  Les  diverses  positions  sont  les  sec- 
tions de  la  surface  par  tous  les  demi-plans  analogues,  demi-plans  qu'on 
appelle  méridiens  :  les  sections  en  question,  qui  se  superposent  les 
unes  aux  autres  par  des  rotations  autour  de  -:',  s'appellent  méridiennes  '^ 

Équations  paramétriques  de  la  surface.  —  Pour  plus  de  commodité, 
nous  prendrons  l'axe  de  révo- 
lution pour  axes  des  : ;  et  nous 
appellerons  méridienne  princi- 
pale celle  qui  est  dans  le  demi- 
plan  (zz\  Oy),  où  les  figures 
sont  tracées  en  vraie  gran- 
deur. La  figure,  limitée  à  la 
partie  de  la  surface  située 
au-dessus  du  plan  des  xy, 
représente  la  méridienne  prin- 
cipale (Gj),  une  méridienne 
quelconque  (Ci,  dans  un  méri- 
dien de  longitude  a-,  et  la  méri- 
dienne située  dans  le  méridien 
origine  z{}x.  Soient 

(4)     y=f{i),       z  =  fj{t). 


(I)  On  appelle  souvent  méridienne  la  section  complète  par  un  plan  passant  par 
l'axe.  Elle  se  compose  de  deux  parties  symétriques  par  rapport  à  l'axe,  qui  sont  deux 
mi'îridiciines,  telles  que  nous  les  avons  délinie^,  de  longitudes  3  et  s -f-  ît. 
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les  équalion?  de  la  méridienne  principale  (C,).  Comme  la  méridienne 
(C)  est,  par  rapport  aux  axes  uOz,  la  même  courbe  que  (C,)  par  rapport 
aux  axes  j/O:.  elle  a  pour  équations,  dans  son  pion), 

{:\)  "  =  A0-       =  =  .'/(/); 

et  les  coordonnées  semi-polaires,  (n"  249),  de  l'un  quelconque  de  ses 
points  M  étant  u,  ç-,  z,  ses  coordonnées  rectangulaires  sônl  : 

(t>)  .r  =  /'(/)cos:p,         y  =  f{t)s\n'^,         =  — î/(0- 

Lorsque  /  et  9  varient,  ces  équations  donnent  tous  les  points  de  la 
surface.  Ce  sont  les  rquaiions  pannni'triques  de  la  surface.  Il  y  figure 
donc  deux  paramètres,  tandis  que  pour  une  courbe  (trajectoire  d'un 
point  mobile),  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  ne  dépendent 
que  d'un  seul  paramètre. 

Si,  dans  les  équations  (6).  on  donne  à  9  une  valeur  conslanle,  on 
obtient  tous  les  points  situés  dans  te  méridien  de  longitude  9,  en 
faisant  varier  /.  On  dira  donc  que  les  courbes  9  =r  constante  sont  les 
méridiennes  de  la  surface. 

Pour  avoir  une  courbe  quelconque  de  la  surface,  i-1  y  aura  à  prendre 
dans  chaque  méridien  un  point  déterminé,  c'est-à-dire  que  pour 
chaque  longitude  9,  on  aura  une  valeur  déterminée  de  t.  La  courbe 
sera  donc  définie  par  une  relation  t  =  F{zi).  Dune  manière  plus  géné- 
rale, on  définira  une  courbe  de  la  surface  par  une  relation  non  résolue, 
Gif,  9)=:0,  entre  les  paramètres  t  et  9. 

Equation  de  la  surface.  —  On  peut  aussi  définir  la  surface  par  une 
relation  unique  entre  x,  ?/,  :,  coordonnées  courantes  de  Tu'n  de  ses 
points. 

Le  plus  simple  est  alors  de  se  donner  l'équation  de  la  méridienne 
principale  sous  la  forme  : 

(7)  Î/=:H(S). 

Pour  qu'un  point  M,  de  cote  :,  appartienne  à  la  surface,  il  faut  et  il 
suffit  que   sa  dislance  à  l'axe 
rayon,  IIM,  =:j/=:H( 
l'on  ait 

(8)  ^x^^i/  =  \i{z). 
Telle  est  donc  l'équation  de  la  surface. 

Donc.  l'i'Cjuation  d'une  surface  de  révolution  autour  de  Oz  s'obtient  en 
remplaçant  y  par  v-r^H-y^  dans  Véquation  de  la  méridienne  principale. 

Exemple  1.  —  Cône  de  révolution. 

Soit  0  le  sommet  du  cône,  Or  son  axe,  0  le  demi-angle  au  sommet.  La  méridienne 
principale  a  pour  équation  y  =  c  tgO;  l'équation  du  cône  est  donc 


MH  =  M'O  =  \x- -+-  y'^,  soit  égale  au 
du  parallèle  de  même  cote;  c'est-à-dire  que 
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D'après  nos  raisonnements,  ceci  n'est 
que  le  demi-cône  situé  au-dessus  du  plan 
des  xy.  L'autre  <;erait  \  x-  -|-  j^  =  —  -  tgO, 
et  l'ensemble  est  représenté  par  l'équation 
rationnelle  : 

J---\-y-  =  :-  Ig-b. 

Exemple  2.  —  Ellipsoïde  de  révolution. 

La  méridienne  (doublée  par  symétrie)  est 
une  ellipse;  l'axe  de  révcilution  est  un  des 
axes  de  l'ellipse. 

1°  Ellipsoïde  aplati;  l'axe  de  révolution  est 
le  petit  axe. 

-Méridienne  principale  :  •^-l-il=  i;  donc  Irquation  de  l'ellipsoïde  est  : 


-y 


3^-  +  r- 


+  P 


2  r 


-y 


-y 


2"  Ellipsoïde  allowjé  :  l'axe  de  révolution  est  le  firand  axe;  la  méridienne  principale 

yi  ri 

est  :  r-,  +  ^  ^  1  ;  et  la  surface  a  pour  éiiuation  : 


Exemple  3.  —  Hyperboloïde  de  révolu- 
tion à  une  nappe. 

La  méridienne  (doublée  par  symétrie) 
est  une  hyperbole  ;  l'axe  de  révolution 
est  son  axe  non-transverse. 

L'équation  de  la  méridienne  est  donc 

—.  —  ^,  =  1.  et  celle  de  la  surface  est  : 


■^-  +  v- 
a- 


b'- 


\. 


Si  on  coupe  cette  surface  par  le  plan 
x  =  a,  l'intersection   est  définie  par   le     X 
système  d'éiiualior.s 


a;  =:  a, 


I; 


x  =  a. 


a2-f  y2 


-P='; 
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SI'  ri'duil  à 


.r  =:  a. 


y- 


:-;.="^ 


•l  -se  ilt'ooriipose  en 


.C  ■=  (I, 


6' 


/>■ 


L'intersection  se  décompose  donc  en  deux  droites,  qui  se  projelteiit  sur  le  iiu'ridicii 
principal  suivant  les  asymptotes  de  l'hyperbole  méridienne  '  . 

Chacune  délies  engendrerait  la  surface,  en  tournant  autour  de  l'axe.  La  surface 
possède  ainsi  deux  systèmes  de  génératrices  rectiliirnes;  et  par  chaiiue  point  de  la 
surface  passe  une  génératrice  rectilijrne  de  chaque  système,  c'est-à-dire  une  des 
positions  de  chacune  des  droites  trouvées. 

Réciproquement.  —  Si  on  se  donne  un  axi'  r'r  et  une  droite  (iuelcon(iiie  (G),  qui  ne 
le  rencontre  pas,  et  ne  lui  soit  pas  parallèle,  on  pourra  prendre  comme  axe  des  x  là 
perpendiculaire  commune  à  cet  axe  et  à  cette  droite.  Soient  0  et  A'  les  pieds  de  cette 
perpendiculaire  commune;  et  soit  OA'  =  (i.  La  droite  étant  parallèle  au  plan  des  yc, 
(puis(|ueile  est  perpendiculaire  à  Or),  et  sa  projection  sur  y():  passant  en  0,  (puis- 
quelle  rencontre  O.r),  ses  équations  pourront  s'écrire  : 


./■  ^=  a. 


6' 


et  la  surface  qu'elle  engendrera  en  tournant  autour  de  0;  se  confondra,  d'après  ce 
qui  précède,  avec  l'hyperboloide  : 

X-  -f-  >'-  __  -- 
a2  "         P 


1. 


Donc,  une  droite  <iui  tourne  autour  d'un  axe  engendre  un  hyperboloïdc  de  révolution  à 
une  nappe  {ou  un  cône  de  révolution,  si  elle  rencontre  l'axe;  ou  un  cylindre  de  révolution, 
si  elle  lui  est  parallèle). 

Exemple  U.  —  Hyperboloïdc  de  révolulion  à  deux  nappes. 

Si  on  fait  lourner  une  hyperbole  autour  de  son  axe  focal,  elle  engendre  une  surface 
composée  de  deux  nappes  séparées,  symétriques  par  rapport  au  plan,  perpendiculaifo 


(1)  La  première  est  figurée  en  (G);  la  seconde  serait  symétrique  de   celle-là  par 
r.'ipport  au  plan  zOx. 
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à  l'axe,  mené  par  le  centre  de  la  courbe.  C'est  un  hyperboloïde  de  révolution  ù  deux 
nappes. 

La  méridienne  a  pour  équation   ^  — p  =  '=  e^  l'équation  de  la  surface  est  : 

ai  b'-       ~ 

A  cause  des  deux  nappes  isolées,  elle 
ne  peut  contenir  de  droile  :  sa  nature  est 
donc  toute  dilTérente  de  celle  de  iliyper- 
boloïde  à  une  nappe. 

Exemple  5.  —  Paraboloïde  de  révolulion. 

La  surface  est  «ngi-ndrée  par  une  para- 
bole qui  tourne  autour  de  sou  axe.  La 
méridienne  ayant  pour  équation  y-  =  2pz, 
l'équation  de  la  surface  est 

T-  +  y-  =  2pr,        ou         '—^=:2:. 


258.  Génération  des  surfaces  du  second  degré  ' .  —  On  démontre 
que  l'on  oblieiil  les  surfaces  du  second  de^vù  les  plus  générales  en 
reoiplaçant,  dans  les  surfaces  précédeules,  les  parallèles  par  des 
ellipses  ou  des  hyperboles  homolhéliques  entre  elles.  Le  plan  de  la 
courbe  génératrice  sera  encore  perpendiculaire  à  l'axe  des  :,  qui  est 
l'un  des  axes  de  la  conique  directrice  donnée,  (la  méridienne  princi- 
pale, dans  ce  qui  précède);  les  axes  de  la  courbe  génératrice  seront 
dans  le  plan  de  la  directrice  (plan  des  yz),  et  dans  le  pian  mené  per- 
pendiculairement à  celui-là  par  l'axe  considéré  (axe  des  ::).  En  exami- 
nant les  divers  cas.  on  constate  que  l'on  peut  se  limiter  aux  suivants, 
qui  donnent  toutes  les  surfaces  ainsi  engendrées  - . 

1"  Ellipsoïde.  —  La  directrice,  dans  le  plan  des  yz  est  une  ellipse  ; 


(9) 


T 
h- 


Pour  définir  les  génératrices,  situées  dans  les  plans  horizontaux, 
nous  nous  donnons  celle  qui  est  dans  le  plan  ;  =  Û.  Comme  elle  doit 
s'appuyer  sur  la  directrice,  et  avoir  pour  axes  0.r  et  Oy,  l'un  de  ses 
sommets  est  le  point  B  de  la  directrice  (-  =  0,  y  =  b);  et  son  équation 
est.  en  désignant  par  a  son  autre  demi-axe. 


(10) 


a-       h- 


(ll  On  appelle  sur/ace  (/u  second  degré  toute  surface  qui  peut  être  représentée  par 
une  équation  du  second  dc^'^ré,  c'est-à-dire  de  la  forme  générale  : 

\xi  -f-  \'yi  -f  A"zi  -f  2By:  4-  2B'rx  —  2U"xy  4-  2C.r  -f  2C>  -f  2C"z  -^  D  =  o. 

(2)  Dans  l'étude  qui  suit,  nous  laissons  de  cùté  les  cônes  et  les  cvlindres,  dont  il 
sera  question  plus  loin. 
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Une  génératrice  quelconque,  dans  le  plan  -r'O'ij'  de  cote  ;,  devant 
être  homolhélique  à  celte  ellipse  (10),  aura  des  demi-axes  propor- 


tionnels aux  siens  :  ma,  mb.  L'un  de  ces  demi-axes  est  O'B',  c'est-à-dire 
l'y  du  point  B'  de  (9),  qui  correspond  à  la  cote  :.  On  a  donc  : 

m-b-  ^b-\  1  —  "-,  ) ,  VI-  =1  —  ^ . 

\         cV  c- 

Tous  les  points  de  la  génératrice  considérée  satisfont  donc  à  l'équation 
x-  y'        ,  -rV   V"         ■) 

I     ?7    _  _  1  /Ml  _     _  J_  iL^  > » <  - 


1, 


ou 


r2 
a- 


avec 


m-  =  1 


m'a^       rii^b-         '  a-       b-  '  c-' 

car  cette  génératrice,  étant  horizontale,  a  même  équation  que  sa  pro- 
jection sur  le  plan  des  a-//.  Donc,  en  remplaçant  m-  par  sa  valeur,  on 
conclut  que  tout  point  de  la  surface  satisfait  à  l'équation 


ou 


(11) 


X2 
a" 


1=' 


c- 


+  xtH-^,  — 1. 


lici-iproqncrnent,  il  résulte  de  ce  qui  précède  que  tout  point  dont  les 
coordonnées  x,  y,  :  satisfont  à  cette  équation  se  trouve  sur  la  généra- 
trice de  cote  :  :  il  est,  par  conséquent,  sur  la  surface. 

Donc,  V équation  (11)  est  l'équation  de  l'ellipsoïde. 

Ainsi  qu'on  devait  s'y  attendre,  d'après  la  définition  de  la  surface,  les 
]»ldns  de  coordonnées  sont  des  pians  de  symétrie,  et  les  axes  de  coor- 
do  nnées  sont  des  axes  de  symétrie.  Car  au  point  x,  y,  z  correspondent, 
par  exemple,  \c  point  x,  y,  — :;,  symétrique  du  premier  par  rapport 
à  rOy;  et  le  point  — a-,  — y,  z,  symétrique  du  premier  par  rapport 
à  Or  :  et,  si  les  coordonnées  du  premier  de  ces  points  satisfont  à  l'équa- 
tion  (11).  il  en  est  de  même  pour  les  coordonnées  des  deux  autres. 
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La  section  par  le  plan  :0a;  est  aussi  une  ellipse. rapportée  à  ses  axes; 
car  en  faisant  y^O  dans  l'équation  (II),  on  obtient,  pour  l'équation 

de  celte  section  dans  son  plan,    ",  -h  ",=  1. 

2"  I/j/pevholoidf  à  une  n/ippi\  —  La  directrice,  dans  le  plan  des  //: 
est  une  liyperbolc,  dont  l'axe  focal  est  0//,  soit  : 


(12) 


b- 


La  génératrice,  située  dans  le  plan  des  xn  est  une  ellipse,  qui  a 
même  sommet  B  que  la  directrice;  donc  : 


(13) 


X- 

a- 


h' 


1. 


Une  génératrice  quelconque  est,  comme  précédemment, 

X'         1J~ 

'-^ -h  jj  =  m- ,  (en  projection  sur  rOj/), 

et  on  doit  avoir  pour  le  demi-axe  mb.  la  valeur  in/j  =  0'ïi'  c'est-à-dire 
celle  qu'on  obtient  en  résolvant  (12)  par  rapport  à  y.  Cela  donne  ici 

Z'J  c- 

»2  ,,2  ,2 


m'(j'  =  hHi 


x^ 


r-.î 


d'où  l'équation  de  la  surface  -r7-f-jï=  1 -t--:^,  ou 
(14) 


^;_Hr_=:=,. 

u  Ir        c 


Mémes  éléments  de  symétrie  que  pour  relli|)S0ide.  La  section  par  le 
plan  des  zx  est  l'hyperbole  : 


^-%=1. 
a-       c- 
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Wf/nan/uc.  —  Cello  surface  coiilieul,  coiiiino  dans  le  cas  u  =  6,  où  elle  est  de 
révolulion,  une  inliiiite  de  droites,  réparties  en  deux  systèmes. 

Prenons,  en  elTet,  un  point  quelconque  de  l'ellipse  (13).  x  r=  a  cost,  y  =  b  sii\l; 
et  menons  la  tangente  à  cette  ellipse  en  ce  i)oint  :  elle  a  pour  éiiualion  dans  le 
plan  J-Ov 

X  —  a  cos  t       > —  6  sin  l 

: — —  =  •- — . —  ,  .        ou 

—  a  uni         —  0  cosl 

Je  dis  que  la  section  de  la  surface  par  le  plan  vertical  mené  par  cette  tangente 
se  compose  de  deux  droites.  Elle  est  délinie,  en  elTet,  par  le  système 


cos<  +  7  sia(  =  1. 
u 


T-        V-  r- 

^  +  -Jô  =  I  +   T 


cos/  +■,,  sin'  =  1. 


Résolvons-le  en  "-  et  v  :  Nous  tirerons,  par  exemi)le,  .  de  la  seconde  des  éiniation? 
0  a        0  '  '       o  ' 

du  système,  et  nous  porterons  dans  la  première.  11  vient  ainsi,  pour  '-' .  l'équation  : 

j         -^  — 2-cost4-l  =  (l+*^)sin-;/. 
a-         a  '  \      '    c-/ 


sin-(  \  a 
c'est-à-dire 


ou  encore  : 


—  cost)   =^sia-<; 


donc 


co3<  ^=±  -  sin  l. 


-  =  ±  -  sin  l  -\-  cos<. 
n  c 

T  '  'y 

A  ces  valeurs  de  '  ,  nous  devons  joindre  les  valeurs  de  ,   tirées  de  la  seconde  des 
a  b 

équations  [[].  Le  calcul  donne  : 

y  X  c  .       r      *  ~i 

V  sin  /  =  1 cos<  :=  1  -4-  -  sin  l  cos/  —  cos-  /  =  sin  /  M=P     cosi  -4-  sin<    • 

6  a  c  \_      c  J 

Le  système  [1]  est  ainsi  remplacé  par  l'eusemble  des  deux  systèmes  : 


[3] 


=  + '  sin< -f  cos/.  7  =  —  '  cos/ +  sin/: 

'    c  '  ■  b  c  ' 

:    ■  y  z 

= sin /-f- cos/,  ^  =  -j-     cos /-|- sin/. 


Ils  représentent  les  deux  droites  annoncées,  qui  sont  symétriques  par  rapport  au 
plan  des  -rv,  puisqu'on  passe  d'un  des  systèmes  à  l'autre  en  changeant  r  en  —  .-. 
En  faisant  varier  /,  on  a  ainsi  les  deux  systèmes  de  génératrices  rectiliijnes. 


3"  Hyperboloïde  à  deux  nappes.  —  La  directrice  est  une  hyperbole, 

dont  0:  est  Taxe  focal,  soit  :  \  —  ^/-,  =  1. 

(-        0- 

Les  génératrices  auront  une  équation  générale  de  la  forme 

X-      y-         , 
a-       0- 

car  elles  ne  sont  définies  que  par  le  rapport  des  axes  .  =ry.,  qui  permet 

de  calculer  a,  si  -j.  est  donné. 
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Le  calcul  se  fera  donc  encore  de  môme,  et  l'équation  de  la  surface  sera  : 

X'- 

z 


(lo) 


^2  ri—  *■ 


Elle  diffère  de  \\.\)  par  le  changement  de  signe  du  second  membre, 
4"  Paraijoloide  ellipiique.  —  La  directrice  est  une  parabole  d'axe  0:, 


soit 


(16)  •  y^-  =  2rjz. 

Les  génératrices  horizontales  sont  des  ellipses;  nous  nous  donnons 

z 


le  rapport  des  axes  jj..  et  posons  '  =  ;j--,  d'où  p:=qij:-;  de  sorte  que 
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riiiu-  «[uelconque  de  ces  génératrices  a,  on  projection  sur  ,i())/,  une 
équation  de  la  l'orme 

,17,  p-^i="'-- 

Pour  la  génératrice  de  cote  :.  on  a,  d'après  (10),  {y\i'-  =zm-if  =:2qz\ 
donc  m- =  2:;  ce  qui  donne,  au  liiHi  do  (17),  l'é((uation  : 


(18) 


/'        7 


2:  =  0, 


-P         V"        c. 

p     '/ 

qui.  étant   vérifiée  par  les  points  d'une  génératrice  (juelconque,  est 
l'équation  même  de  la  surface. 

Le  plan  rO:  la  coupe  suivant  la  parabole  .i'-  =  i/tz. 

l\°  Paraboloïde  hi/perboliquf.  —  Même  directrice  )/'  =  -'/-  que  dans 
le  cas  précédent;  mais  les  génératrices  sont  des  hyperboles.  On  voit 
comme   précédemment  qu'on    peut  prendre  leur   équation  générale 

sous  la  forme 

X-      y-         ., 

h  —  —  "'-, 

P       7 

qui  exprime  qu'elles  sont  homothétiques.  p  étant  supposé,  comme  '/, 
unt'  longueur  donnée. 


Pour   la  génératrice  de  cote   :,  on  a  encore   :   m-(j  =  U'b' 
donc  m-:=2z\  et  l'équation  précédente  devient 


--:^r- 


7 
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(19)  :^-_LV-i:  =  0. 

Si  on  y  considère  :  comme  constant,  c'est  l'équation  d'une  section 
horizontale;  si  on  y  considère  :  comme  variable,  c'est  l'équalion  de  la 
surface. 

On  voit  que  quaml  :  varie  de  0  à  -t-  :x,  la  section  réduite  d'abord  à 
ses  asymptotes  Ox.  Ua,,  s'évase  de  plus  en  plus  :  les  sommets  B',  BJ 
s'écaitant  indéfiniment,  tandis  que  les  asymptotes  gardent  la  même 
direction. 

Mais  il  y  a  une  autre  portion  de  surface  représentée  par  l'équation 
(19),  pour  z  négatif.  Les  sections  horizontales  à  cote  négative  sont  des 

hyperboles,  du  tvpe    : -^  =  ?h-,  avec  ?/(-  =  — 2-.  Leurs  asymp- 

tôles  ont  la  même  direction,  mais  ceux  de  leurs  angles  qui  contiennent 
les  hyperboles  ne  sont  plus  les  mêmes;  car  l'axe  transverse  de  ces 
hyperboles  est  maintenant  parallèle  à  Ox\  et  leurs  sommets  sont  sur 
la  parabole  a-  =  —  2/):.  intersection  de  la  surface  par  le  plan  ?y  =  0. 
Pour  ne  pas  compliquer  la  figure,  nous  avons  seulement  indiqué  cette 
parabole  en  pointillé,  sans  figurer  de  section  horizontale  à  cote 
négative. 

On  se  rend  mieux  compte  de  la  forme  de  la  surface  en  imaginant  les 
sections    par    les    plans    ]f=iconslante=^'t.   Ce    sont    des    paraboles 

x-=^  —  ^p{z  — ;7-),  toutes  égales  à  la  parabole  précédente,  et  dont 
les  sommets  3  =  V-  sont  sur  la  parabole  donnée.  Elles  coupent  le  plan 

'Iq 

des  xy  sur  les  droites  Oa,  Oxj. 

La  surface  est  donc  engendrée  par  la  translation  dune  parabole  de 
fornne  invariable  dont  le  sommet  glisse  sur  une  parabole  fixe,  son  plan 
restant  perpendiculaire  à  celui  de  cette  parabole  tixe,  et  son  axe 
restant  parallèle  à  celui  de  cette  parabole  fixe. 

Heinarque  1.  —  Le  paraboloidc  hyperbolique  contient  deux  familles  de  droites. 
Chaque  famille  est  composée  de  droites  parallèles  ii  un  même  plan  (i.xe  :  les  deux 
plans,  qui  correspondent  ainsi  aux  deux  familles  de  génératrices  rectiUqnes,  s'appellent 
les  plans  directeurs  de  la  surface.  Ces  deux  plans  directeurs  sont  dédnis  par  l'éfiua- 
tion  qu'on   obtient  en   égalant   à  zéro   Tensemble  des   termes  du  second  degré  de 

l'équation  (19)  de  ia  surface  :  soit  ^'  —  ^  =  0.  Cela  donne  les  deux  plans  "    rh  -^  =  0. 

P        q  \P      \'l 

Montrons  d'abord  .|ue  tout  plan  parallèle  au  plan  4-  +  -^  —  0  coupe  ce  paraboloide 

suivant  une  droite.  En  elFet.  l'équation  d'un  tel  plan  est 

^  +  -4  =  /.. 
Vp      \fi 
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el  linlerMTlion  est  définie  par  le  syslème 

qui  «'>l  éiiuivalciil  au  syslcmc 
[1]  >,(£-_  M +2,^0.         ^  +  -^  =  ),. 

Celui-ci  représente  une  droite. 

r  y 

De  même  IduI  plan   "     —  ^=  )'  coupe  suivant  la  droite 

\P      N'y 


(C.  Q.  F.  n.) 


\\P       N*?/ 


2r  =  (t. 


\I> 


N"/ 


l>es  équations  [1]  et  [2]  sont  donc  celles 
(les  deux  systèmes  de  génératrices  recti- 
1  ignés  annoncés. 

Remnrque  3.  —  Le  paraholuïde  est  dit 
é<ntHatî-re  si  les  paraboles  principales  sont 
égales  (p  =  </);  les  sections  horizontales  sont 
alors  des  hyperboles  équilateres. 

L'équation  de  la  surface  est 
x2  _  yi  +  2p:  =  0. 

Si  on  prend,  comme  axes,  Oc  et  les 
droites  Oa,  O21,  qui  sont  les  bissectrices  de 
Ox  et  Oy,  on  aura  las  formules  de  trans- 
formation 


i  a;  =  X  cosf—  ^)  —  Y  sin  (  —  -)  =  ^^(X  +  Y), 
/  y  =  X  sin  (-  l)  -f  Y  cos  (-  I)  =  ^/(-  X  +  Y), 


:=Z. 


d'où  X-  —  yî  =  2XY;  et  l'équation  prend  la  forme  simple 

XY  +  pZ  =  0. 
Les  génératrices  rectiiignes  sont  alors 

X  =  /.,        ■/,Y-i-pZ  =  0:        et        Y  =  >;,        >'X+/>Z 


259.  Cylindres.  —  Pour  qu'un 
point  M  soit  sur  un  cylindre 
parallèle  à  Oz.  il  faut  et  il  suffit 
que  sa  projection  W  sur  le 
plan  xOi/  soit  sur  la  trace  (C) 
de  ce  cylindre  sur  ce  plan.  Soit 

(20)         V{x,y)  =  0 

r  équation  '    de  la  courbe  (C), 


(1)  Considérée  comme  courbe  de 
l'espace,  (C)  serait  représentée  par  le 
système  de  deux  équations  :  r  =  0, 
F(j-,  y)  =  0. 
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dans  le  plan  xOij.  Comme  les  coordonnées  (.r,  //)  de  W,  par  rapport 
aux  axes  xOy,  sont  les  mêmes  que  les  coordonnées  x,  y  de  M,  l'équa- 
lion  (20)  exprime  que  le  point  M  est  sur  le  cylindre.  C'est  donc 
Yéqualion  du  cylindre. 

Donc,  l'équation  d'un  cylindre,  dont  Ica  génératrices  sont  jjcrpendicu- 
laires  à  l'un  des  jjlans  de  coordonnées,  est  la  même  que  l'équation  de  la 
trace  de  ce  cylindre  sur  ce  plan. 

Le  cas  des  plans  perpendiculaires  à  un  des  plans  de  coordonnées, 
(n"  253),  est  un  cas  particulier  de  cet  énoncé  :  la  trace  du  cylindre 
étant  une  droite. 

En  ce  qui  concerne  les  cylindres  du  second  deyré,  il  résulte  de  l'énoncé 
précédent  que  Ton  pourra,  en  choisissant  convenablement  les  axes  de 
coordonnées,  ramener  leur  équalion  aux  mêmes  Cormes  simples  (jue 
Téqualion  des  courbes  du  second  degré,  à  savoir,  pour  des  cylindres 
parallèles  à  Oc 

—  4-  j,  ^  1       (cylindre  elliptique) ; 

X^        V' 

-^ — 'h=^       (cylindre  hyperbolique); 
?/■-==:  2/}x  (cylindre  parabolique). 


260.  Cônes.  —  Supposons  un  cône  délini  par  son  sommet,  que  nous 
prenons  pour  origine  des  coordonnées,  et  par  une  directrice  plane  (C). 

z 


Nous  prendrons  le  plan  des  xy  parallèle  au  plan  de  cette  directrice  : 
elle  sera  donc  définie  par  deux  équations 

Z  =  C,  'l'ix,  î/)=:0, 

OÙ  c  est  la  cote  du  plan  de  base  a'O'f/',  et  où  *t>{x,  y)  =  0  est  l'équation 
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de  la  projection  de  la  courbe  sur  le  plan  des  .ri/.  Comme  celle  projeclion 
esl  é^ale  à  la  courbe  (C),  celle-ci  aurail  pour  équation,  dans  son  plan, 
par  rapport  aux  axes  j'O  »/'. 

(21)  .].(.,•',. 7')  =  0. 

Cela  posé,  soit  M,  (r,  ?/,  :),  un  point  quelconque;  M'ix',  y\  c),  la 
trace  de  la  droite  OM  sur  le  plan  j'O'//'.  Les  points  étant  alignés  avec 
l'origine,  on  a  : 

/r>-.\         j'       '/        ^  j  ,  X  ,  y 

(22)  —  ^'rr:-  donc         x^e.     .         yz=C.-. 

^     '  X        1/        z  z  ■'  z 

Pour  que  M  soit  sur  le  cône  donné,  il  faut  el  il  suffit  que  M'  soit 
sur  (C);  c'est-à-dire  que  l'équation  (21)  soit  vérifiée;  ou,  à  cause  des 
formules  (22),  que  Ton  ail  : 

m  <i.U,c'i]=o. 


Telle  est  donc  l'équçilion  du  cône.  On  volt  quelle  est  homogène  en 
X,  y,  z  (n°  190). 

Réciproquement,  toute  équation  homogène  en  x,  i/,  :  représente  un  cône 
qui  a  son  sommet  à  l'origine. 

Car  l'équation    donnée   F(.r,   '/,  :)  =  0  aura,   par  liypothèse,   pour 

premier  membre  une  fonction  homogène   F  (a?,  y,  :)  =  ;"'«I>(-,  ^j, 

(n"  190).  elle  s'écrira  donc  : 

(24)  .1.0',i/)=O 

et  sera,  d'après  ce  qui  précède,  Téqualion  du  cône  qui  a  pour  sommet 
l'origine,  et  pour  directrice  la  courbe 

Z=:V,  'V{x,y)=zO. 

Cônes  du  .second  degré.  Tout  cône  du  second  degré  a  donc,  si  on 
transporte  l'origine  au  sommet,  une  équation  de  la  forme  : 

(23)  Ax^  -h  A'j/2  4-  A":-  -h  2Bt/z  +  2B'zr  +  2B"xy  =  0. 

Toute  section  plane  est  une  courbe  du  second  degré.  On  peut,  en  effet, 
supposer  que  le  plan  des  xy  a  été  pris  parallèle  au  plan  sécant. 
L'équation  de  celui-ci  étant  ainsi  z  =  c,  la  section  a  pour  équations  : 

z  =  c,         \x-  4-  A'î/-  -h  A"z'-  -h  2Byz  +  2B'z,r  -f-  2B"xy  =  0  ; 
ou 

:  =  c,         Ax-  H-  2B"x(/  H-  A'j/-  +  2B'cx  -h  2B^j/  +  A"c^  =  0. 

La  seconde  de  ces  deux  équations  esl  aussi  celle  de  la  projection  de 
la  courbe  sur  le  plan  des  xy.,  qui  lui  est  égale;  et  comme  elle  est  du 
second  degré,  la  proposition  énoncée  est  établie. 

Tout  cône  du  second  degré  est  donc  un  cône  qui  a  pour  directrice  une 
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ellipse,  une  hyperbole,  ou  une  parabole.  El  réciprorjuemenl,  le  cône  de 
sommet  0,  qui  a  pour  direcirice  une  conique  quelconque,  située  dans 
le  plan  :  =  c. 

:  =  c.         \x-  +  2Ba-,v  -h  Cy-  H-  2Dj:  4-  SEj/  -l-  F  =  0, 

a  pour  équalinii,  d'après  ce  qui  précède, 

A(^)V2BÎ^.^  +  c(f)V2D^^  +  2Ef4-F  =  0, 
cest-à-dire  une  é(|ualion  du  second  degré  : 


kx-  +  2Ba;-î/  -h  Cy-  +  -1  -a-:  -^-  2 -//:  4-  \ z-  : 


0. 


Remarque.  —  On  démontre  que  tout  cône  du  second  degré  a  des 
sections  planes  qui  sont  des  cercles  :  un  cône  du  second  degré  n'est 
donc,  en  fait,  quun  cône  à  base  circulaire,  oblique,  en  général:  et  droit, 
sil  est  de  révolution. 


§  III.  —  ETUDE  DES  COURBES  GAUCHES. 

261.  Tangente.  —  La  tangente  à  une  courbe  gauche,  et  la  longueur 
d'un    arc  de  courbe  gauche,   se 
définissent   comme  la  tangente, 
(n"83)  et  la  longueur  d'arc  d'une 
courbe  plane,  (n"  203). 

Une  courbe  gauche,  qu'on  peut 
considérer  comme  le  lieu  des 
positions  d'un  point  mobile,  se 
représente,  comme  une  Courbe 
plane,  par  des  équations  paramé- 
triques, (n"  108), 

(1)  x  =  oit). 

=  =/,(<), 

qui  donnent,  pour  chaque  valeur  du  paramètre  /,  la  position  corres- 
pondante du  point  courant  M,  (x,  y,  z),  de  la  courbe.  Cherchons  la 
direction  de  la  tangente,  en  un  point  quelconque  .M  de  la  courbe. 

Pour  plus  de  précision,  choisissons  un  sens  positif  pour  les  arcs, 
sur  la  courbe,  et  soit  s  l'abscisse  curviligne  du  point  .M,  comptée 
algébriquement  à  partir  dune  origine  A,  arbitrairement  choisie  sur 
la  courbe.  Soit  M,  un  point  au  delà  de  M,  dans  le  sens  des  arcs 
cro  issants  :  son  abscisse  curviligne  sera  donc  s  -h  Is,  As  étant  positif. 
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Soient   j- -t- A.r  =  .r,.   »/ -+- Ai/ =  i/,.   z-h  ^z=^z^  ses  coordonnées;   de 

sorte  que  le  vecteur  MM,  a  pour  composai! les  .i\  —  r  r=  A  j-,  j/,  —  //  =  At/, 
;,  —  ;:=  A:.  Les  cosinus  directeurs  de  la  demi-droite  MS,  qui  porte  ce 
vecteur,  sont  donc,  (n"  230), 


(2)  A  = 


\x 


i^"" corde  MM,' 


Az 

corde  MM, 


corde  M  M ,  ' 

ce  sont  les  coordonnées  d'un  point  S„,  et  le  vecteur  0S„  figure  cette 
direction. 

Ce  point  S„  est  sur  la  sphère  de  rayon  l,  qui  a  pour  centre  l'origine. 
Celte  sphère  joue  dans  les  questions  dangles.  dans  l'espace,  le  même 
rùle  que  le  cercle  Irigonométrique  pour  les  (juestions  d'angles  dans  le 
plan.  Nous  l'appellerons  la  sphère  (ï). 

Lorsque  M,  tend  vers  M,  c'est-à-dire  lorsque  As  tend  vers  zéro,  le 
point  Sy  se  déplace  sur  la  sphère  (-).  Pour  savoir  ce  que  deviennent 
ses  coordonnées,  on  peut,  dans  les  rapports  (2),  remplacer  la  corde  iMM, 

par  l'intinimenl  petit  positif,    équivalent,   arcMM,  =  A.s'.  On  obtient 

ainsi  les  rapports  ^-,  —■{,  y^,  qui  tendent,  par  définition,  vers  les 

dérivées  : 

,^.  dx  ,^       (II/  dz 

^^>  ''=ds'         >  =  ds^         ^=Ts^ 

de  x;  y,  z  considérés  comme  fonctions  du  paramètre  s,  arc  de  la 
courbe. 

Si  donc  on  admet  l'existence  de  ces  dérivées,  a,  ;jl,  v  tendent  respec- 
tivement vers  y..  3,  v;  et  comme  on  a  constamment  À- +  [x--f-v- r=  1, 
on  a,  à  la  limite,  x-  -f-  [i-  -h  •;-  =  1,  c'est-à-dire  : 

<•*)        (ir-(i'^(i)'='- 

Nous  en  concluons  d'abord  que  le  point  (a,  f:i,  y)  est  un  point  T^  de 
la  sphère  (1),  et  que  la  dislance  T^S^,  ^  v'('^  —  ^)'~t~(P  —  [^J^+Iy  —  ^)' 
tend  vers  zéro;  ce  qui  revient  à  dire  que  l'angle  TqOSo  tend  vers  zéro  "'. 

On  dira  donc  que  la  direction  OT^  est  la  limite  de  la  direction  OS^;  si 
on   lui   mène  une  parallèle  MT  par  M,  MS  tendra  en  même  temps 

vers  MT  puisque  l'angle  TMS  tend  vers  zéro. 

(Il  II   suffit,  en  effet,  d'imaginer  le   cercle  de  centre  0  et  de  rayon  i,  dans  le 

plan  TqOSo-  Dans  ce  cercle,  T^So  est  la  corde  de  l'ang-le  au  centre  TqOSo,  mesuré  par 

l'arc  l'oSo-  Cette  corde  et  cet  arc  tendent  vers  zéro  en  même  temps.  On  sait  mémo 
que  ce  sont  des  infiniment  petits  équivalents. 
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Donc  Ml"  est  la  tangenlo  cherchée  ".  Un  dit,  de  plus,  que  la  direction 
MT,  limite  de  la  direction  .MM,  considérée,  esi\a  dii'eclion  de  la  lanijenle 
i/ui  correspond  au  sens  des  arcs  croissants,  ou,  simplement,  la  direction 
positive  de  (a  tangente.  Ainsi,  les  formules  i3)  donnent  les  cosinus  direc- 
teurs de  la  //ireclion  positive  de  la  tangente. 

Coefficients  de  direction  de  la  tangente.  —  Dans  les  formules  (3j,  les 
différentielles  peuvent  être  supposées  prises  par  rapport  à  n'importe 
quelle  variable  /,  en  fonction  de  laquelle  sont  données  les  coordon- 
nées 1^1)  du  point  courant  de  la  courbe;  cela  résulte  de  la  propriété 
fondamentale  de  la  notation  dilTérentioUe  (n"  182). 

Donc   X,  °,  Y  sont  proportionnels  à  dx,  dg,  (/:,  ainsi  calculées,  qui 

sont,  par  conséquent,  des  coefficients  de  direction  pour  la  tangente. 

,         . .  .    .       d.r    dii    dz         .  . 

Les  dérivées  -^,  -~r,  -r^,  qui  leur  sont  proportionnelles,   sont  aussi 

des  coefficients  de  direction  de  la  tangente. 

Ainsi,  les  coefficients  de  direriion  de  la  tangente  sont  : 

,       ,       1  .      dx  ,      du  ,      dz 

dx^dg,dz-         ou         a=^,         y  =^^.         :=^. 

différentielles^  (ou  dériv-es),  des  coordonnées  du  point  considéré. 

Différentielle  de  l'arc.  —  La  formule  ( /i  )  donne,  pour  la  dilTérenlielle 
de  Tare. 

(  5)  ds-  =  dx-  -h  dg^  -i-  dz-^ 

qui  permet  d'exprimer  les  seconds  membres  des  formules  (3)  en  fonc- 
tion dun  paramètre  t  quelconque. 

262.  Dérivée  géométrique  d'un  vecteur.  —  Imaginons  un  vecteur 
variable  V  :  c'est  une  fonction  géoméirique  de  la  variable  indépen- 
dante t,  si  à  chaque  valeur  de  /  correspond  un  étal  de  ce  vecteur  V, 
c'est-à-dire  une  position  A  de  son  origine,  et  une  position  B  de  son 
extrémité. 

(l)  Pour  l'entière  rigueur,  il  faudrait  prouver  qu'il  n"y  en  a  qu'une.  Edectivemeut, 
à  toute  tangente  MT  correspondrait  un  point  Tq,  (x,  fi,  y)  de  la  sphère  (S),  tel  que 

l'angle  ToOS,,,  et,  par  conséquent,  la  dislance  ToS,„  soient  nuls  à  la  limite.  Mais  la 
formule  T^j;  =  (a  —  /)-  -|-  (Jï  —  :i.)-.4-  (v  —  v)-  entraîne 

a  -  >.  1   ^  I  ToSo  I  ,         I  !ï  -  •/.  I  ^    ToSo    ,         :  r  -  >>  1  <  I  ToSo  I . 

Donc  cela  ne  peut  avoir  lieu  que  si  les  trois  différences  a  —  À,  p  —  i;,,  y  —  v  tendent 
vers  zéro,  c'est-à-dire  si  on  a  a  ::^  lim).,  ft  =  \\m\L,  y  =  limv.  (C.  Q.  F.  D.; 
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La  dèricée  géométriqin-  de  co   vecleiw.  par  rapport  à   /,  se  dôlinil 
comme  la  (.lérivéo  d'une  fonclion  d'une  variable.  Si  on  donne  à  t  un 

accroissement  A/,  on  obtient  une 
valeur  nouvelle  /,  =  /-i-A/  de  la 
variable  indépendante,   à  laquelle 

correspond  un  autre  état  V,  =  .\,H, 
du  vecteur  variable  considéré. 

A  l'accroissement  A<  de  /  corres- 
pond, par  suite,    un   accroissement 

vectoriel  AV  =  V,  —  V  de  V.  On  l'ob- 
tient en  menant,  par  un  point  fixeO, 
arbitrairement  choisi,  les  vecteurs 

OM=i:\\   a\I,=r"v,   :    la   différence 

géomélriqne  \\  —  V  est  MM^;  puis- 
que Ion  a,  par  la  définition  bien 
connue  de  la  somme  géométri- 
que, OMj  =  OM  -h  MMj,  c'est-à-dire, 

Pour  plus  de  netteté,   construisons   OD  =  .MM,^AV.   Le   vecteur 
0R=:— -  sera  le  vecteur Si  ce  vecteur  tend  vers  un  état  limite 

OL,  lorsque  A/  tend  vers  zéro,  UL  sera  la  dérivée  (/éomélrigue  de  V, 
pour  la  valeur  /  considérée. 

A'/j   résumé,  nous  pouvons  écrire,  en  étendant  aux  vecteurs  la  nota- 
tion de  Leibnitz,  pour  les  dérivées  : 


d\ 
dt 


=  dérivée  géoniélrique  de  V 


lim 


AJV 

A/=.0*  'a< 


Remarque  I.  —   Dire  que  OR  tend  vers  OL  signifie  que  la  diflércnce 

géométrique  OL  —  Oli  =  KL  tend  vers  zéro,  c'est-à-dire  que  le  point  R 
tend  vers  le  point  L. 

Remarque  2.  —  Dans  la  définition  précédente,  le  vecteur,  V  n'inter- 
vient que  par  sa  grandeur,  sa  direction  et  son  sens:  et  non  par  la 
position  de  son  origine.  Deux  vecteurs  qui  sont  égaux  (équipollents). 
quel  que  soit  /,  ont  même  dérivée  par  rapport  à  /. 


COURBKS    GAUGBES  433 

Celte   dérivée  est  elleinème  détinie   [uir  un  vecteur  (>!.,   durit;ine 
arbitraire   :  ce  sera  tout  aussi  l)ieu  le  vecteur  équipoUenl  M(j,  qu'on 

— V  — -V 

olitiendrail.   du   reste,    comme    limite    du    vecteur   MS=:'— ^=:  — , 

— > 
équipolleul  à  OU. 

lii'marqup  'A.  —  Si  on  interprète  /  comme  le  temps,  et  si  on  considère 
le  mouvement  du  point  M  sur  la  courbe  (G)  qu'il  décrit,  on  constate 

que  la  dérivée  géométrique  MG  de  V  =  ()M,  se  trouvant  définie  comme 

limite  de  -ry  -  n  est  pas  autre  chose  que  le  vecteur  viles.se  de  M. 

Donc  la  vitesse  d'un  point  mobile  M  sur  sa  trajectoire  est  la  dérivée 

fléométrique,  par  rapport  au  temps,  du  rai/on  vecteur  OM  de  ce  point. 
On  observera  que  cette  dérivée  ne  dépend  pas  du  choix  de  l'origine 

(fixe)  0  des  rayons  vecteurs;  car  la  difïerence  OAJj  —  O.M  est  égale  à  la 
corde  MM,,  quelle  que  soit  cette  origine. 

Invo'sement.  on  peut  dire  que  la  dérivée  géométrique  d'un  vecteur  V 
par  rapport  à  une  variable  t  est.  en  supposant  qu'on  interprète  celte 

-^>-       — * 
variable  comme  le  temps,  la  vitesse  de  Ve.rtrém'ilé  M  du  vecteur  0U^=\ . 

d'oritjine  {fixe)  arbitraire  0. 

263.  Calcul  des  composantes  de  la  dérivée  géométrique  d'un  vecteur. 
—  Soient 

(6)  x  =  '^{t),         !l  =  -HO-         -■  =  ■/.{(), 

—V 

les  composantes  de  V.  par  rapport  à  trois  axes  rectangulaires^  Ou 
pourra  supposer  que  le  point  !ix(!  0,  introduit  dans  ce  (|ui  précède,  est 
l'origine  de  ces  axes. 

Les  formules  (6)  donnent  donc  les  coordonnées  de  M  ;  et  celles  de  M, 
sont  .rjr=:.x-f- Aa;,  y^  =  j/H- Aj/,  :,  =  :H-  A:,  à  condition  de  désigner, 
suivant  l'usage,  par  A  a,-,  A  y.  A-  les  accroissements  des  fonctions  (6), 
qui   correspondent  à  l'accroissement  A/  de   /.   Les  composantes  de 

MM,  =  01)    sont    donc    x^  —  x=lx.     y,  —  j/^A//.    :,  —  :  =  A:;    et 

—V  A  .r    A  V    A  - 

celles  de  01{  sont  :  ~  ^  ^,  y,-  En  raisonnant  comme  au  numéro  261, 

on  conclut  que.  pour  (|ue  le  vecteur  011  tende  vers  un  vecteur  limite 

MATH.    OKNKHAl.ES.    —   I.  28 
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DL,  il  t'sl  nécessairo  ol  suflisanl  que  ces  li-ois  rapports  tendent  vers 

des  limites,  c'est-à-dire  que  les  fonctions  (0)  aient  des  dérivées.  Ces 

, .   .    .         ,      dx      .      (i)/      ,       dz  ,11  .      j 

dérivées  .r  =  jt-  ?/  ^^  zj ,  •>  -'  ^^ 'Tî  seront  alors  les  composantes  de  ce 

vecteur  limite  UL.  c'est-à-diro  les  composantes  de  la  dérivée  géomé- 
trique cherchée. 

.\insi  /c.v  compostinles  de  ht  dcricci'  iico)iic(rir/ti('  (^101  iwrh'nr  sunl  les 
dérivées   des  composantes  de  ce  vecteur. 

Remarque.  —  On  conclut  de  là  les  conséquences  suivantes,  qu'il 
serait  facile  d'établir  directement  :  la  dérivée  d'un  vedeur  constant  est 

dW 
nulle:  la  dérivée  du  vecteur  ni .  V  est  le  vecteur  m    .   ,  si  m  est  un  facteur 

numérique  constant;  la  dérivée  d'une  somme  {géométrique)  de  vecteurs 
est  la  somme  des  dérivées  de  ces  vecteurs;  la  dérivée  de  la  différence  de 
deux  vecteurs  est  la  différence  des  dérivées  de  ces  vecteurs,  prise  dans  ie 
même  sens. 

Iférivées  successives.  —  Les  dérivées  successives  d'un  vecteur  se  défi- 
nissent comme  les  dérivées  successives  des  fonctions;  elles  auront, 
comme  composantes,  les  dérivées  successives,  du  même  ordre,  des 
composantes  du  vecteur  donné. 

Dans  le  langage  cinématique,  la  dérivée  géométrique  de  la  vitesse 
du  point  M,  de  coordonnées  (0),  par  rapport  à  /,  considéré  comme 
mesure  du  temps,  s'appelle  V accélération.  C'est  donc  la  dérivée  seconde 

du  rayon  vecteur  OM.  et  ses  composantes  sont,  comme  l'on  sait,  les 

dérivées  secondes  .r" :=: -,-^; .  ?/"=  -À,  -^"^-t^,  de  même  que  celles  de 
dl-    ■'        di-  dt-  ^ 

la  vitesse  sont,  daprès  ce  qui  précède,   et  comme  il  est  aussi  bien 

,       dx      ,       dy      ,       dz 
connu,  a'-  =  -7-  .  ?/  z=  -/} .  ;  =  — . 
dt    •'        dt  dt 

Les    dérivées    suivantes    s'appellent    les    accélérations   successives 

fi    i'  fi     lÈ 

d"ordre  supérieur;  leurs  composantes  sont  donc  a;"'=  rj'"  =  jj^ , 

,„      d'z 
-    ^^-rr/i    clc.    L'accélération    seconde   est  la   dérivée    troisième  du 

rayon  vecteur;  et  ainsi  de  suite. 

264.  Application  à  la  détermination  de  la  tangente.  —  Revenons  à  la 
courbe  (C)  déliniu  par  les  équations  (1),  ou  ((»),  et  aux  considérations  et 

à  la  figure  du  numéro  263.  Si  le  vecteur  MG  n'est  pas  nul,  il  définit 
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une  dirt'clion  et  un  sens  Ml".  Cuuime  !MS  délinil  la  direction 
de    la    sécante    MM,,    la    direction    positive    MT    sera    la    limite    de 

la  direction  positive  MS,  puisque  le  vecteur  MS  tend  vers  MG  ".  Si  de 

plus  on  suppose  A/  positif,  MS  a  le  sens  de  MM,;  et  on  pourra  dire 

que  MG  {vitesse  de  M),  définit  la  direction  positive  de  la  tangente  qui 
correspond  au  sens  des  l  croissanls  (sens  du  mouvement  de  M  sur  sa  tra- 
jectoire (G)). 

,,  ,      dx      ,      dif   ,  ,      dz  ,      ••,  ,  I     .         I 

Donc  X  =   y-, ,  '/  ="f7-  -  =^/-  sont,  s  us  ne  sont  pas  nuls  tous  les 
dt    ■'        dl  dt  ' 

trois,  coefficients  de  direction  pour  cette  direction  de  la  tangente. 

-Nous   retrouvons  ainsi,   sous   une    forme   plus   précise,  le   résultat 

ol)teuu  au  numéro  261. 

Remarque.  —  Si  x',  y',  :'  r^ont  nuls  tous  les  trois,  il  en  est  de  même  de 

s   —±  y/x'i  +/-  +  -'-• 

Il  y  a.  en  prénéral.  comme  pour  les  courbes  planes,  rebroussement  au  point  corres- 
pondant, le  sens  de  variation  changeant,  en  irénéral,  pour  les  coordonnées  du  point 
courant  de  la  courbe,  k  son  passage  au  point  considéré. 

Si  on  revient  alors  à  la  recherche  des  cosinus  directeurs  de  la  direction  positive  de 
la  tangente  défini  au  numéro  201.  il  s'agit  de  trouver  les  limites  des  rapports 

j"!  -  -^       y\  —  y       -1  —  - 

Si    '       S  Si  —  s  bt   '~~  û 

dans  lesquels  s,  est  l'abscisse  curviligne  de  M,. 
L'application  de  la  règle  de  L'Hôpital  indique  qu'il  faut  s'adresser  à  la  suite  : 


/x^     y'     z' \  ix^     y"     z^\ 

\s'  '   s' ^   s' J'         \  s"  '   s"  '   s"  /  ' 


On  conclut  donc  que  lorsque  la  vitesse  est  nulle,  la  direction  de  la  tangente  est  donnée 
par  la  première  des  accélcmlions  successives  qui  n'es<  pas  nulle.  C'est  le  résultat  déjà 
trouvé  pour  les  courbes  planes  au  numéro  II".  On  se  borner.n.  dans  la  suite,  au  cas 
où  x',  y',  z'  ne  sont  pas  nuis  tous  les  trois. 

265.  Équations  de  la  tangente.  —  La  tangente  en  M,(ar,  y,  z)  étant  la 
droite,  de  coefficients  de  direction  dx,  d'/.  dz,  qui  passe  par  ce  point, 
ses  équations  sont,  en  désignant  par  X.  Y,  Z,  les  coordonnées  cou- 
rantes de  cette  droite,  (n°  234). 

X  —  .r Y  —  y Z  —  3 

dx  dy  dz 

(1 1  l'our  faire  un  raisonnement  rigoureux,  il  suffit  d'écrire  ([ue.  dans  le  triangle  GMS, 
GS  est  au  moins  égal  à  la  hauteur  issue  de  G;  GS  >  MG.  sinG.MS;  don 

sinG.Ms  <  r,r-  ' 

11  en  résulte  que  sinG.MS  tend  vers  zéro  :  comme  G.MS  ne  peut  pas  tendre  vers  -.  ''car 

dans  ce  cas  GS  finirait  pas  devenir  plus  grand  ([ue  .MGl,  on  en  conclut  que  GMS  tend 
vers  zéro,  ce  qu'il  fallait  démontrer. 
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On  peut  aussi  l'écriro.  en  inlrcnluisanl  les  dérivées  .r',  y\  z'  au  lieu 
de»  dilTérenlielles  Jx,  rfi/,  rf:. 


(H) 


\ 


Y  —  y  _  Z  —  ; 

y'    "~    =' 

.\iirmali's  ri  j)lan  normal.  — 
On  appelle  normale  à  la  courbe 
(C)    (C),  au  point  M,  toute  droite  MN 
perpendiculaire   à  la  tangente. 
Le  lieu  de  ces  normales  en  M 
est  un    i)lan,   qu'on   appelle  le 
plan  normal  a.  la  courbe  en  M. 
y       Cesl  donc  le  plan  mené  par  le 
point  ix,  y,  z),   perpendiculai- 
rement à  la  direction  (dx,  dy, 
dz),  (ou  x',  y',  z').  Son  équation 
'  est.  par  suite,  (n°  253), 


(9) 


\  _  .r)  Jx  -h  (Y  —  y)dy  ~h{Z  —  z)dz  =  0, 


ou 


(10) 


(X  —  x)x'  H-  (Y  —  y) y'  +  (Z  —  z)  :'  =  0, 
les  fj^randes  lettres  dési^^nant  toujours  les  coordonnées  courantes. 
266.   Plan  osculateur.  —  On  appelle  plan  osculateur  en   M,  à  la 


—  3 


courbe  (Ci,  la  position  limite  vers  la(]uelle  tend  le  plan  qui  passe  par 
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la  tangente  MT  en  M,  et  par  un  antre  point  M'  de  la  courhe,  lorsque  ce 
dernier  se  rapproche  indéliniinent  du  point  M. 

Montrons  que  cette  position 
limite  existe,  en  général,  et 
cherchons  à  la  déterminer. 

Nous  supposerons,  pour  cela, 
que  le  point  M  considéré  a  été 
pris  pour  origine  des  coordon- 
nées, et  la  tangente  MT  pour 
axe  des  3.  Soient 

=.  =  /.('.), 

les  coordonnées  de  M',  et  X,  Y, 
Z  les  coordonnées  courantes. 
Le  plan  TMM'  a  pour  équation 


(11) 


_î/i 


X. 


Tout  revient  donc  à  trouver 

la  vraie  valeur  de  ^  lorsque  /  tend  vers  t^;   et  il   suffira    pour   cela 

d'appliquer  la  règle  de  L'Hôpital. 

Employons  le   langage  cinématique.    Nous  exclurons   le   cas  où   la 

vitesse  MV  est  nulle  en  M.  Elle  est  dirigée  suivant  0:;  donc,  de  ses 
trois  composantes  x\  i/',  z\  la   troisième    seule  n'est  pas  nulle.  Par 

suite,  la  limite  de  ~  ne  sera  pas  donnée  par  le  rapport  des  dérivées, 
qui  est  encore  de  la  forme  ^  à  la  limite,  mais  par  !e  rapport  des 
dérivées  secondes^,- 

X 

Nous  supposei'ons  ici  que  l'accélération  en  M,  MJ,  n'est  ni  nulle,  ni 
dirigée  suivant  la  langenle.  .\lors  ses  deux  composantes  x'',  ij"  suivant 

Ox  et  Oij  ne  sont  pas  nulles  tous  les  deux;  et  le  rapport   y,  donne  bien 

la  vraie  valeur  cherchée. 

Sous  les  hypothèses  faite>,  le  plan  TM.M'  tend  donc  vers  le  plan  T.\L\ 
dont  l'équation  est 
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On  Yoil  que  ce  plan  est  celui  qui  passe  par  0::  et  parle  poinlJ  de  coor- 
données .r',  II",  z"\  c'esl-à-dire  «[ui  contient  la  vitesse  et  laccélération. 

Donc  /»'  plan  osculaleur  existe,  si  on  su/ipose  que  ni  la  vitesse,  )ii 
Vacci'léralion,  n'est  nulle,  et  que  l'aceélération  ji'est  pas  dirigée  suivant 
la  tanrfcnte;  et  ce  plan  osculateur  est  le  plan  qui  eonlienl  la  vitesse  et 
raccélération. 

/{eiwiniue.  —  Plus  généralcnienl,  la  règle  de  L'H('ipilal  indique  que  '' 
a  même  vraie  valeur  que  le  rapport  des  dérivées  '^,  si  celui-ci  en  a  une. 

Xi 

Cela  revient  à  dire  que  le  plan  osculateur  existe,  si  le  plan 
(12)  Y  =  |ix 

Xi 

tend  vers  une  position  limite,  et  que  cette  position  limite  est  précisé- 
ment le  plan  osculateur.  Or  ce  plan  (12)  est  celui  qui  passe  par  0:  et 
par  le  point  (.rj,  ;/[,  z[).  Mais  le  point  T",  de  coordonnées  {x'i,  y\,  z[)  est  un 
point  de  la  parallèle  MT"  à  la  tangente  M'T'  en  M',  puisque  {x\,  ]j[,  z[) 
sont  les  coefficients  de  direction  de  M'T'.  Donc  l'équation  (13)  repré- 
sente le  plan  mené  par  0:  parallèlement  à  cette  tangente. 

Nous  concluons,  d'une  manière  abrégée  :  le  plan  osculateur  est  la 
position  limite  du  plan  qui  passe  par  la  tangente  au  point  M  considéré^ 
et  qui  est  parallèle  à  la  tangente  en  un  point  M',  infiniment  voisin  de  ce 
point  M. 

267.  Emploi  de  l'indicatrice  sphérique.  —  Avec  celte  nouvelle  défi- 
nition du  plan  osculateur,  nous  pourrons  montrer  qu'il  existe,  sans 
faire  les  hypothèses  admises  plus  haut.  (On  se  reportera  à  la  figure  de 
la  page  43G.) 

Imaginons,  pour  notre  dértionstration,  le  point  T,,  de  la  sphère  (X) 
de  centre  0  et  de  rayon  1,  qui  définit  la  direction  positive  OT,,  de  la 
tangente  MT;  et,  de  môme,  le  point  T„  qui  définit  la  direction 
positive  OT^  de  M'T'.  Lorsque  M  décrit  la  courbe  (C),  T„  décrit  une 
courbe  (C(,),  tracée  sur  (H),  dont  T^  est  un  second  point  :  c'est  ce  qu'on 
appelle  l'indicatrice  sphérique  '  des  tangentes  de  (C). 

Le  plan  considéré,  mené  par  MT  parallèlement  à  M'T',  est  parallèle 
au  plan  r^,OT^;  et  lorsque  M'  tend  vers  M,  le  point  T,',  tend  vers  T„  le 
long  de  la  courbe  (C^).  La  corde  T„T„  tend  alors  vers  la  tangente  T^N,,  à 
l'indicatrice;  donc  le  plan  TfiT'^  tend  vers  la  position  limite  T^ON^. 

(l)  C'est  un  cas  particulier  de  Vliodographe,  (lieu  de  l'extrémité  du  vecteur  d'ori- 
gine 0,  équipollent  à  la  vitesse);  il  correspond  au  cas  où  s  =  <,  c'est-à-dire  où  la  vitesse 
est  constamment  ée-ale  à  1. 
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Si  donc  on  mène  par  M  la  parallèle  MN  à  T„N„.  le  plan  TM.\  est  le 
plan  oscnlaleiir  annoncé. 

Au  point  de  vue  analytique,  puisque  x,  |i,  y,  (formules  (3)),  S(int  les 
coordonnées  de  'l\:  clx,  d';i,  d-;  sonl  coefficients  de  direction  de  la  tan- 
gente T„iNo  à  (C„).  Donc  le  ])lan  oscillateur  m  M  est  le  plan,  passant  en  M, 
qui  est  parallèle  aux  deux  directions  a,  [i,  •;;  d  dx,  c/[i,  t/y 

On  remarquera  de  plus  que.  en  dilfércntiant  a-H-fi'-t- y-=  1,  on 
obtient  arfa -i- fi^/fi-j- y^/y  =  ();  c'esl-à-dire  que  les  deux  directions 
précédentes  sont  orthogonales,  lin  d'autres  termes,  MX  est  une  nor- 
male. C'est  la  normale  située  dans  le  plan  osculateur;  on  l'appelle  la 
normale  principale. 

Ainsi,  la.  normale  principale,  intersection  du  plan  normal  et  du  plan 
osculateur,  a  pour  coefficients  de  direction  d%.  d[i,  (/y,  différentielles  des 
cosinus  directeurs  de  la  tangente  (y.,  p,  y). 

268.  Courbure.  —  La  courbure  se  définit  comme  pour  Içs  courbes 

planes  (n"  237)  :  c'est  la  limite  du  rapport  — viTr/,  (où  s  est  l'anale  de 
^  ^^       arc  M  M  '  ^ 

contingence,  c'est-à-dire  l'angle  des  deux  tangentes  MT,  M'T'),  lorsque 

M'  tend  vers  M. 

L'angle  t  est  égal  à  T^,OT,',.  Il  est  équivalent  à  la  corde  T^T,',.  On  le 
voit  en  imaginant  le  cercle  de  centre  0  et  de  rayon  1,  dans  le  plan 
T,jOT„;  car  s,  mesure  de  l'arc  1\T^  do  ce  cercle,  est  équivalent  à  la 
corde  T,J,',  de  ce  cercle.  Donc  s  est  équivalent  à  l'arc  T„T„  de  l'indica- 
trice, celui-ci  étant,  lui-même,  équivalent  à  la  corde  Ï^Ty.  Désignons 
par  a  l'arc  de  l'indicatrice,  compté  positivement  dans  le  sens  où  Tq  se 
déplace,  lorsque  M  se  déplace  sur  (C)  dans  le  sens  des  arcs  croissants. 

En  valeur  algébrique,  on  a  alors  arc  1^1,,  =  Acr,  T„  ayant  pour  abscisse 
curviligne  g,  et  T,',  ayant  pour  abscisse  curviligne  c-h  A^;  et  le  rapport 

Y^  est  positif,  puisque  les  deux  termes  sont  à  la  fois  positifs,  ou 

négatifs. 

Donc  le  rapport ^^-^^^7  =  ,— , — ;  a  même  limite  que  ^  • 

^•^       arc  MM       |A5|  ^      A* 

Donc  enfin  :  la  courbure  est  -r^- 

ds 

Nous  la  désignerons,  comme  dans  le  cas  du  plan,  par  la  notation 
et  R  sera  dit  le  rayon  de  courbure  (n°  237).  Nous  avons  donc  la  formule 

,13,  li  =  |i, 

OÙ  R  est  une  quantité  positive. 
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Calcvl  de  la  courbure.  —  Supposons  la  rourho  détinie   par  les  équalions  (I).  Nous 
avons 

.r'  v'  r' 


d'où,  pour 


In  valeur 


d'y-        (/a-    ,    il'^-    ,    <'•:•- 


ti  ~~  dr-  ^  di^  ^  dV^ 

rfç2  _  (s'x"  —  x's")^   ,   (s'y"  —  y's")^   ,   (s'z"  —  ; 
,V(i  ~"  s'*  "^  s^  "^  s'* 


le  tiui  s'écrit 

2i     s't.  ^  =  s'Mx"^  +  v"2  +  ^"■')  -  2sV'(x'.r"  +  y'f  +  c'r")  +  s"2(x'-!  +  /^  +  c'î). 
Mais  en  tenant  compte  de  la  formule 

x'  4-  y-  4-  •'-'  =  s'2, 

et  de  celle  qu'on  en  déduit  en  dilTérenliant  les  deux  meinlires 

l'x"  4"  y  y"  +  -'-"  =  *'^". 
i'équalion  [2]  se  réduit  à 

s'*  —  =  (x^  4-  y'-  4-  -''-)  (-r"-  +  y-  +  >"-)  -  (a^V'  4-  y-y"  -\-  zz''^; 

ou,  en  appliquant  l'ideiUilé  de  Lairraiige.  à 

On  aura  donc 

_  d£i  _  s^dt^ s^ 

^'  —  dn^-—  d'y'-  —  (y  z"  —  zfr-  4-  (zx"  -  x'z")'-  -[-  (x'f  —  y  V')^  " 

ou  enfin 

3 

{x"--iry-'-  +  z'i)'i        


[4]  R  = 


\(y'z"  —  z'y"f-  4-  (z'x"  —  x:")'-  4-  (xy"  —  y'x")'- 


Fvrmules  de  Frenel.  —  Nous  appellerons  direclion  positive  de  la  nor- 
male principale  ' ,  la  direction  positive  de  la  tangente  à  {"indicatrice, 
qui  correspond  au  sens  des  t  croissants  que  nous  avons  délini.  Soient 
*o-  ?o'  ïo  ^6S  cosinus  directeurs  de  celte  direction  de  la  normale  princi- 
pale :  il  suffit  d'appliquer  à  lindicatrice  spliérique  les  Tormules  (3) 
pour  en  conclure 

d-y.  ,    d'^j  a'-; 

'^"  ''"~^-         '^'  —  d^'         '«  — c^' 

(1)  Cette  direction  ne  dépend  pas  du  sens  positif  choisi  sur  la  courbe  donnée  (C). 
On  le  voit  sur  les  formules  (U).  Car,  si  on  change  le  sens  sur  (C),  il  faut  d'après 
notre  delinilion,  chang-er  aussi  le  sens  sur  l'indicatrice  (C,,)  :  la  direction  (a,  fj,  v) 
devient  la  direction  opposée  ( — a,  — 3>  — ï)'  ^'  "^  se  change  en  — t.  Donc  les 
quotients  (14)  ne  changent  pas. 

La  direction  positive  que  nous  définissons  est  donc  déterminée  par  la  courbe 
seule;  nous  le  vérifierons  au  numéro  270,  d'une  autre  manière,  en  constatant 
qu'elle  est  dirigée  vers  la  concavité  de  la  courbe. 
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Mais  si  on  remplace  d':  par  sa  valeur  T.ds.  tirée  de  (!.'{),  on  obtient 
les  l'ornuiles,  dites  f'ovnndes  do  Frenel. 

,,,.  i,dx  ,  ,d.H  ,fl" 

"  (/.v  '  "  ds  '  "  ds 

269.  Équation  du  plan  osculateur.  —  Reprenons,  pour  la  courbe, 
les  équations  (l);  désignons  toujours  par  t  le  paramètre  du  point  M, 
et  soit,  avec  des  coefllcients  A,  fJ,  C,  D  à  déterminer. 

(1«))  A\-f-BY-+-CZ  +  D  =  0, 

léqualion  du  plan  osculateur.  En  exprimant  que  ce  plan  passe  en  .M, 
on  a  la  condition 

Aj?  +  B?/ -4- C:  +  D  =  0,         ou         D  =  — Aj  — By  — C:, 

qui  ramène  l'équation  (16)  à  la  forme 

(17)  \(\  —  x)-hB{Y  —  ij)-{-C{Z  —  z)  =  {). 
Nous  avons  ensuite  les  conditions 

(18)  \x'  -h  Hij'  ~hCz'  =  0,         kx"-hBy"-i-Cz"  =  0, 

qui  expriment  que  le  plan  oscillateur  esl  parallèle  aux  deux  vecteurs  : 

(x',ij\z'),  (vitesse);         et        {x",  ij",  z"),  (accélération). 

r"       ij"      z" 
Si  ces  deux  vecteurs  ne  sont  pas  parallèles,  on  n  a  pas:     ,  =  -  =  ^; 

cl  on  peut  supposer,  par  exemple  x'ij" — j/'.r"  =  0.  On  tire  alors  des 
équations  (18)  : 

A(.r'//"  —  fj'x")-\-C{z'ij"  —  y'z")=0.  Bix'y"  —  y'x")^C(x'z" — z'x")^0 
et,  en  prenant,  C  =  >r'/y"  —  ?/V,  et  divisant  par  C  qui  n'est  pas  nul, 
on  a  : 

(  19)     A  =  //':"  —  z'ij",         B  =:  z'x"  —  x'z'\         C  =  x'y"  —  y'x". 
valeurs  qu'il  restera  à  porter  dans  l'équation  (17)  pour  avoir  l'équation 
du  plan  osculateur. 

Remarque.  —  Nous  avons  écarté  le  cas  où  les  trois  i[uantités  (19)  sonl  nulles.  Gela 
a'a  lieu  que  pour  des  points  exceptionnels  de  la  courbe,  car  si  on  supposait  (jue  cela 
eùl  lieu  eu  tout  point  de  la  courbe,  on  aurait  les  identités  en  l 

x"       y" :" 


(lui  séonvenl  : 


-log  r    =^^log-   V     =:^-^Ioc 


On  en  conclurait,  successivement, 

log  |y     —  'og  ic'  =  eo 
et,  de  même,  —,  =  constante. 


^og\y'  \  —  \og  x'    =:conil.,        iogj -7  =  constante,         —,  =  constante: 
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Oa  aurait  donc,  a  et  b  élanl  deux  ((inslaiites 

v  —  ,i.f  =0,         z—Lr'=0: 

d'où,  en  inli'grant  encore  :  y — a.r  =  li.  :  —  Lr  =  l,  k  et  /  étant  encore  deux  (mii- 
slaules.  1-a  courbe  serait  une  droite,  cas  que  l'on  peut  évidemment  exclure. 


270.  Forme  de  la  courbe.  —  Pour 
nous  rendre  compte  do  la  forme  de  la 
courbe  au  voisinage  d'un  de  ses  points, 
prenons  ce  point  pour  origine  des  coor- 
données: cboisissons  pour  Oxladireclion 
positive  de  la  tanpente;  et  pour  Oy  la 
direction  positive  de  la  normale  princi- 
pale. Puis  develoi)poas  les  trois  coor- 
données suivant  les  puissances  de  As, 
d'après  la  formule  de  Taylor.  On  aura, 
par  exemple  : 


j.  =  0  +  ^( 


A -s  /  dx\ 
1   \ds) 


+ 


As-  jd'-x 
r.2\ds 


f)  + 


dx\    

dsjo" 


=  1, 


? 


\ds)a 


Or,  on  a,    d'après  les  formules  ('i), 
l'origine, 


:U, 


=■  =  (£)„  =  »■ 


puisque  a,  p,  -  sont  ici  les  cosinus  directeurs  de  0.r.  On  a  de  même,  daprès  les 
formules  (15),  qui  doivent  donner  ici  les  cosinus  directeurs  de  Oy, 

«.=«©.=»•   ?«="©.='•   ■■••=«(£").=»• 

R  étant  le  rayon  de  courbure  à  lorigine. 

On  a  donc  les  développements  suivants,  dont  les  prtimiers  termes  sont  les  parties 
principales  de  x,  y.  :  : 

=  A.+  4._^_j^-f... 


(20) 


)  Wvo"^  ■■■" 


+ 


On  en  conclut  que  l'inflninient  petit  x  et  l'infiniment  petit  r  changent  de  signe 
avec  As;  donc  la  courbe  traverse  le  plan  normal,  et  traverse  aussi  le  plan  osculateur. 
Au  contraire,  y  est  un  infiniment  petit  positif;  la  courbe  est  donc,  par  rapport  au 


plan  xO:,  du  côté  de  Oy,  de  part  et  d'autre  du  point  0.  Ce  qu'on  exprime  en  disant 
que  la  direction  positive  de  la  normale  principale  est  dirigée  vers  la  concavité  de  la  courbe. 
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I>cs  projections  de  In  courbe  sur  le  plnri  zOx, 
sur  le  plan  yO:  et  sur  le  plan  osculatcur  xOy 
ont,  par  suito,  les  formes  indiiinces  ci-dessus  et 
ci-conlii'. 

Le  point  (".,  situé  à  la  distance  UC  =  Il  sur 

la  direction   positive  de  la  normale  principale,     

s'appelle  centre  de  courbure  :  on  peut  diie  encore 
([u'il  est  dans  la  concavité  de  la  couri)e:  le 
cercle  qui  a  ce  point  pour  centre  et  qui  est 
décrit  avec  le  rayon  H  dans  le  plan  osculateur 
s'ai)pelle  cercle  de  courbure. 

271.  Hélice  circulaire.  —  Prenons  pour  axe  des  :  l'axe  de  l'hélice 
donnée,  et  pour  axe  des  x  la  perpendiculaire  à  Taxe  de  Thélice  qui 
passe  par  un  de  ses  points  A.  Soit  <i  le  rayon  du  cylindre  sur  lequel 


est  tracée  l'hélice,  et  ''Ir.h  le  pas  de  Ihélice,  cest-k-dire  la  dislance  AA' 
de  deux  points  consécutifs  de  la  courbe  sur  une  même  génératrice. 
Un  point  quelconque  M  de  l'hélice  sera  défini  par  l'angle  polaire  : 
/  =  (OA,  ()\V)  du  pied  W  de  la  génératrice  du  cylindre  qui  passe  par 
ce  point.  On  aura  donc  :  a;  =  acosf,  y  =  rts\nt,  pour  son  a- et  son  7. 
De  plus,  par  définition,  la  cote  \VM  =  3  est  proportionnelle  ù 
l'abscisse  curviligne  A\V  =  a/.  Donc  <" 

cote  de  A'  '2iih 


-  =  rapport 


absc.  curv.  de  A'      tiia 


(I)  On  suppose  ici  que  r  croit  avec  t,  c'est-à-dire  que  l'iiélice  est  dcxtrorsuni. 
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ou  z  =  lii.  Les  équalions  de  riiélice  sont  donc 

La  loiif^iieur  //  s'appelle  le  pis  réduit,  o'est  raccroisscmenl  de  cote 
qui  eon-espond  a  une  rolalion  de  1  radian  du  rayon  ()\V;  car  A::=/<, 
pour  A  /  :=  1 . 

T(iii(]entt\  —  On  a  :  (//■  =  —  rtsin/(/^  ihj  =  ((  costdt,  clz  =  h(lt,  d'oii 

[Tormule  (o)j, 

ds-^{a-  -h  h-)dtK 
el 


{±2)  ds^s,a-  -i-  II-  -dt, 

si  ou   prend   pour  sens  des  arcs   croissants  celui  qui  correspond  au 
sens  des  t  croissants. 

Donc  les  cosinus  directeurs  de  la  tangente  sont,  Informulés  (3)], 

(23)     a^ sin/.         '-i^ ^    .     cos/,  •  '  ^ -= 


Le  cosinus  Y  est  constant,  c'est-à-dire  que  la  tang'')Uc  fait  un  angle 
constant  avec  les  rjénératrices,  puisque  celles-ci  sont  parallèles  à  Os, 
et  que  •;  =  co^^lMT.  0:). 

Si  on  désigne  le  complément  de  cet  angle  par  w,  on  a  : 

rr:  SI  no,    li- =  (a- -h  h')  s\n-o>,    /r  cos-o)  :=  f/- sin-c),    /i  =  ntgco; 
el  les  formules  (22)  el  (23)  s'écrivent  : 
(22')  ds  =  ~—dl, 

'  COSc) 

(:>3)         a^  —  COStoSin/,  firz:  COSo  cos^  -'=^^i'i"'- 

Les  équations  de  la  tangente  sont,  par  suite, 

X  —  acosf  Y  —  flsin/ Z  —  a/ Igc» 

—  coscjsin/       coscocos?  sinto 

La  trace  U  de  celte  tangente  sur  le  plan  des  xy  s'obtient  en  faisant 
Z  =  0  dans  ces  équations,  d'où 

(U)  X  =  «(cos< -T- i  sin/),         Y=:a(sin/  —  /cos/). 

On  reconnaît  les  équations  de  la  développante  de  cercle  (n"  241).  Le 
lieu  de  U  est  donc  une  développante  de  cercle,  ce  qui  revient  à  dire 

que  la  sous-tangente  WU  est  égale  à  l'abscisse  curviligne  AW. 

Normale  principale  et  courbure.  —  On  a  ensuite  : 

dx=i  —  coso)COSt.dlr        d'i.  =  —  cos  w  sin /.(//,         dy  =  0. 
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doii  par  les  formules  (li).  pour  la  normale  principale, 

u  COS-(.)  ,  ,^ 

a„  ==  —  R ces  / .         %,  = 

On  en  conclut,  pour  calculer  R, 
Donc.  K  étant  positif, 
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T,  cos-t.»    .     , 

R sin/, 

a 


=  0. 


R 


a . 


(i-  -h  Ir       (I-  ^    h- 


cos-co  a-  a 

et.  par  suite,  les  valeurs  des  cosinus  directeurs  de  la  normale  princi- 
pale deviennent 

a„  =  —  ces/,         f5o  =  —  sin/.         v,^^0. 
On  voit  que  la  direction  positive  de  la  normale  principale  est  parallrlc 

à  la  direction  centripète  WO  du  rayon;  c'est  donc  la  perpendiculaire 
abaissée  du  point  M  sur  l'axe  de  lliélice  :  soil  MN. 

Le  plan  osculateur  esl  donc  le  plan  XMU,  qui  fait  avec  le  plan  des  xy 
l'angle  constant  (->. 

Entin  le  raxjon  de  courbure  est  constant. 

Jiemarque.  —  La  constance  de  l'inclinaison  de  la  tangente  et  du  plan 
osculateur,  et  de  la  longueur  du  rayon  de  courbure  apparaît  comme 
intuitive,  si  on  tient  compte  de  ce  fait  que  riiélice  gli>se  sur  elle-même 
par  le  mouvement  hélicoïdal  défini  par  son  axe  et  son  pas. 
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272.  Représentation  des  surfaces. 
Oxyz.  imaginons  une  surface 
quelconque  |S).  Bornons- 
nous,  pour  plus  de  netteté, 
à  une  portion  de  cette  sur- 
face qui  ne  soit  percée  qu'en 
un  point  par  une  parallèle 
à  0:  ;  elle  se  projettera  sur  le 
plan  des  ry  suivant  une  cer- 
taine aire  (A).  Tout  point  W 
de  cette  aire  correspond  à  un 
système  de  valeurs  de  ses 
coordonnées  x,  y.  relatives 
aux  axes  Ox,  Oy,  (n"  6):  et  il 


Étant  donné  un  système  d'axes 
Z 
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lui  correspond  un  point  M  de  la  surface,  celui  qui  se  piojelle  en  W 
sur  le  plan  des  .»  7.  La  cote  ;  =  \VM  de  ce  point  est  donc  une  fonc- 
tion :  ^ /*(./•,  t/i  des  doux  variables  j:*,  y;  et  on  peut  diro  que  Vôquaiion 

(Il  Z=f{X,    ?/) 

reprcsnitc  In  surface  (S),  celle-ci  étant  le  lieu  des  points  M  dont  les 
coordonnées  satisfont  à  cette  équation.  On  remarquera  que  la  fonction 
/"(.r,  j/i  n'est  détinio,  par  ce  qui  précède,  que  pour  les  points  W,  [x,  y) 
de  l'aire  (A)  :  on  dit  (\u');lle  rsl  dr/inir  dans  le  champ  (A). 

Inversemonl.  toute  tonction  /'(.r,  y),  définie  dans  un  champ  (A),  est 
représentée  par  la  surface  que  l'on  construit  en  portant  WM  =: /"(.r,  y), 
parallèlement  à  ():,  à  partir  de  chaque  point  W  de  Taire;  et  cette  sur- 
face a  pour  équation  ré(juation  (1). 

On  a  ainsi  la  généralisation  naturelle  de  la  représentation  graphique 
des  fonctions  d'une  variable,  (n"  7). 

Courbes  de  niveau.  —  Les  sections  (11)  de  la  surface  par  des  plans 
horizontaux  (parallèles  au  plan  des  x,  y),  s'appellent  courbes  de  niveau 
de  la  surface.  Si  la  cote  du  plan  de  la  courbe  de  niveau  est  z  =  c,  les 
points  de  la  courbe  vériliant  l'équation  (1)  satisfont  à  l'équation 

(2)  '  f(x,  y)  =  r. 

Celle-ci  représente  donc  le  cylindre  projetant  la  courbe  de  niveau, 
(n"  2j9),  et  c'est  aussi  l'équation  de  sa  projection  (IL).  Par  chaque  point 
de  la  surface  passe  une  courbe  de  niveau  et  une  seule.  Ou  peut  donc 
considérer  la  surface  comme  engendrée  par  ses  lig.nes  de  niveau  :  c'est  ce 
que  nous  avons  fait,  au  fond,  pour  les  surfaces  du  second  degré  (n^SoS). 

Dans  la  pratique,  on  représente  ainsi,  approximativement,  une  sur- 
face, ou  la  fonction  /"(.r,  y)  correspondante,  par  les  courbes  de  niveau 
correspondant  à  des  plans  horizontaux  équidistanls;  c'est-à-dire  dont 
les  cotes  c,,  c.,,  ...,  c„,  ...  sont  en  progression  arithmétique.  La 
représentation  est  d'autant  plus  précise  que  la  raison  de  la  progres- 
sion, c'est-à-dire  Vérjuidislance  des  plans  des  sections,  est  plus 
petite. 

C'est  le  procédé,  bien  connu,  employé  en  topographie  pour  repré- 
senter une  portion  de  la  surface  de  la  Terre.  On  inscrit  les  cotes  en 
regard  des  projections  des  courbes  de  niveau;  et  on  donne,  par  abré- 
viation, le  nom  de  courbes  de  niveau  à  ces  projections  elles- 
mêmes. 

La  tigure  représente  ainsi  la  portion  de  la  surface  z  =  xy.  contenue 
à  linlérieur  du  cylindre  x--i-y-  =  d,  l'unité  graphique  étant  H  mm. 
l^our  faciliter  la  représentation.  011  il  faut  tâcher  de  voir  chaque  courbe 
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au  niveau  correspondant,  les  courbes  ii  cotes  négatives  ont  été  figurées 
en  pointillé  ''. 


/:r/ualions  non  réaoluns.  —  Léquation  (1)  écrite  f{x,  y)  —  :=:0,  est 
de  la  forme 

(3)  F(.r,  y,  :i  =  (). 

IMus  généralement,  si  la  portion  de  la  surface,  se  projetant  dans  un 
même  champ  (A),  se  décompose  en  plusieurs  parties,  représentées 
séparément  par  :  =  f^{x,  y),z=:  fjx.  y),  . . .,  z  =  f^i-r,  //),  la  surface 
totale  projetée  sur  (A)  sera  représentée  par 

[f,(x,  y)  -  z].[f,ix.  y)  -:.]..  .  [fnU:  ?/>  -  =J  =  0. 

qui  est  de  la  forme  (îi). 

Itéciproquoiienl,  le  lieu  des  points  dont  les  coordonnées  satisfont  à 
une  équation  de  la  forme  (3)  est  une  surface.  On  s'en  rend  compte  en 
imaginant  qu'on  résolve  Téquation  en  z;  cela  donnera  diverses  équa- 
tions de  la  forme  (l),  dont  chacune  représentera  une  partie  du  lieu, 
qui,  d'après  ce  qui  précède,  est  une  portion  de  surface. 

En  d'autres  termes,  cela  revient  à  considérer  la  fonction  implicite  z, 
des  deux  variables  x  et  y,  définie  par  l'équation  (3).  [Comparez,  n°  S.] 

(1)  La  surface  est,  comino  on  l'a  vu  numéro  25U,  une  paral)oloidc  hypcrbolii|ui' 
équilatére. 
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Les  courbes  de  niveau,  qui  engendrent  la  surface,  sont  alors  repré- 
sentées par  l'équation 

F (.r, //,(•)  =  (>, 
(ui  <■  est  la  cote  :  ^  c  île  l'une  (luelconque  d'entre  elles. 

273.  Plan  tangent  et  normale.  —  Considérons  une  surface  iS)  quel- 
conque, représentée  par  l'équation 

(3)  F(.r,  ?/,  :.)  =  0. 

Soil  M,  {X,  y,  :),  un  point  de  cette  surface;  et 
(i)  ■r  =  o{l),         ?/  =  ']'(0.         :  =  /J0, 

une  courbe  [C),  tracée  sur  la  surface  (S),  et  passant  en  M.  La  tangente 

Ml"  à  celle  courbe  au  point  M, 
^  qu'on   peut   supi)o-er   corres- 

i^x-'^y/ij     pondre  à  la  valeur  l  du  para- 
mètre, a  pour  coelficients  de 


0 


direction  les  di(îérentielles(/j?, 
rfj/,  dz  des  fonctions  (4). 

Or,  si  on  remplace,  dans  (3), 
.r,  »/,  :  par  les  fonctions  (i),  on 

Z    a   une    identité  en  /,   puisque 

les  coordonnées  de  tout  point 

de   la   courbe    (C)  satisfont  à 

l'équation    (3).    c^tle    courbe 

étant,   par    hypothèse,   sur  la 

surface.   On   obtient   une  identité  nouvelle  en  dillérentianl  les  deux 

membres  de  (3),  [n°  84,  page  147],  ce  qui  donne,  d  après  la  diiïéren- 

tiation  des  fonctions  composées  (n**  183), 

(5)  l•^/J^-^F;(/y^-K;(/:=o. 

Celte  égalité  exprime  que  la  direction  F'.  F'^.  F^  ".  est  perpendicu- 
laire à  la  direction  dx,  </?/,  dz  de  la  tangente.  Or,  la  direction  V'Ax.,  ?/,  ;), 
F'.(a?.  ?/.  :),  F:(.r,  ?/,  :)  ne  dépend  que  du  point  M,  el  non  de  la  courbe 
(C)  passant  par  ce  point.  Si  donc  nous  menons  la  droite  iMN  de  coeffi- 
cients de  direction  F',.  F'^.   F;,  les  tangentes  à  toutes  les  courbes  (G) 

(I)  Nous  siippoàous  (|ue  les  dérivées  F^,  F',  F^  ne  sont  pas  nulles  toutes  les  trois, 
nu  point  considéré.  Car  si  elles  s'annulent  toutes  les  trois,  elles  ne  sont  plus  les 
cnerncients  d'une  direction  MN.  On  démontre  que,  dans  ce  cas  d'exception,  qui  se 
pruduit,  par  e.xemple.  au  sommet  d'un  cùne  alïébricjue  de  deuré  quelconque,  le  lieu 
des  tangentes  aux  courbes  tracées  sur  la  ;;urface,  en  ce  point,  n'est  plus,  en  général, 
un  plan,  mais  un  cône,  dont  la  nature  dépend  des  dérivées  d'ordre  supérieur  de 
F(x,  y.  z). 
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(le  la  surface,  qui  passent  en  M,  sont,  en  ce  point,  normales  à  MIS; 
elles  sont  donc  dans  le  plan  mené  par  M,  perpendiculairement  à  MN, 
Ce  plan  s'appelle  le  plan  tunijcnt  à  la  surface  en  M;  et  MN  s'appelle  la 
normale  à  la  surface  en  M. 

Ainsi,  les  tangentes  menées,  en  un  point  d'une  surface,  V(x,  y,  3)  =  0, 
à  toutes  les  courbes  de  la  surface  qui  passent  par  ce  point,  sont  dans  un 
même  plan,  quon  appelle  plan  tangent  à  la  surface  en  ce  point;  la  nor- 
male à  ce  plan,  au  point  considéré,  s'appelle  la  normale  à  la  surface  en 
ce  point'^K  Les  coefficients  de  direction  de  la  normale  sont  :  Fj,  F^,  F;. 

Comme  on  a,  de  plus,  un  point  (x,  y,  z)  de  la  normale,  et  sa  direc- 
tion F^,  V',j,  F;,  ses  équations  sont  (n°  254),  X,  Y,  Z,  désignant  les 
coordonnées  courantes  : 

(6)  Equations  de  la  normale  :  - — -, —  = ,-^=z- — -, — . 

^  f;        f;        f; 

El  le  plan  tangent,  mené  par  {x,  y,  z),  normalement  à  cette  direc- 
tion F^,  F'y,  F;,  a  pour  équation 

(7)  Equation  du  plan  tangent  :  (X  —  a7)F',  +  (Y  —  ?/)Fy-i-(Z  —  ;)F;r=0. 

Cas  particulier.  —  Supposons  que  l'équalion  de  la  surface  soit 
:  =zf(x,  y);  il  est  d'usage  de  poser 

.■^3  f,  ?Z  ,., 

P=^^  =  f^'  '^  =  ^1  =  ^"- 

Léquation  étant  écrite 

0=  F{x,  y,  z)^f{x,  y)  —  z, 
on  a  alors  : 

K  =  p,       F'y  =  q,       f:  =  — 1. 

Donc  les  coefficients  de  direction  de  la  normale  en  un  point  d'une 
surface  sont  p,  q.  —  1,  (p,  q  désignant  les  dérivées  partielles  de  :, 
considéré  comme  fonction  d'x  et  d'y). 

Par  suite  l'équation  du  plan  tangent  est  : 

(X  -  x)p  +  (  Y  -  jy)^  +  (Z  -  :)  (-  1)  =  0, 
ou 

(8)  Z-z  =  pa-x)-^q(Y-y); 

et  les  équations  de  la  normale  sont 

X  —  X Y  —  V Z  —  : 

ou 

(9)  X_.r-4-;j(Z  — :)  =  0,         Y  —  ?/ +  r/(Z  —  :)  =  0. 

(I)  Ce   point  sappolle  le  pied  de   la  normale.  Les  droites,  menées  par  M,  dans  le 
plan  tangent  on  .M,  sont  dites  tangentes  à  la  surface  en  M. 

MATH.    GÉNKRALKS.    —    I.  29 
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Exemple.  —  Ellipsoide  ■^'  +  L  +  -.  —  •=  0. 


L'équation  du  plan  tangent  sera 


2x  '>Y  *>- 


ou.  on  simplillant  et  ordonnant. 

Xj  ,   Vv   ,   Z: 


^f+it'+i-(S+ë+j-:)=o. 


Mais  le  point  (x,  v,  r)  étant  sur  la  surface,  on  a-3  +  r-;4-^^l;ct  réiiuation  peut 
s'écrire  simplement 

a-    '    b-    '    c^ 

Si  on  fait  b-  =  c-  =  a-,  l'ellipsoïde  est  la  sphère  .r-  -\-  y-  -\-  :-  —  a-  :=0,  cl  le  plan 
tang-ent  Xj;  +  Vy  -{-T.:  —  a-  =  0;  il  est  donc  perpendiculaire  au  vecteur  x,  y,  z,  c'est- 
à-dire  au  rayon  du  point  de  contact,  résultat  bien  connu. 

274.  Cas  particuliers.  —  1"  Cylindres.  —  Considérons  un  cylindre 
parallèle  à  0:.  Son  équation  est  (voir  n°  260)  de  la  forme  ¥{x,y)=:0. 
L'équation  du  plan  tangent  est  donc 

'X  — a^)F;  +  (Y  — î/)F;  =  (). 

C'est  réqualion  du  plan  parallèle  à  0:,  qui  passe  par  la  tangente 
à  la  courbe  de  base  du  c\lindre  dans  le  plan  des  x,  y,  menée  au  pied 
\V  de  la  génératrice  du  point  M  considéré;  car  cette  courbe  a  pour 
équation,  dans  son  plan,  F(a?,  y)  =z  0. 

.\insi  :  le  plan  langent  à  un  ci/lindre,  en  un  point  M  de  ce  cylindre, 
est  te  même  tout  le  long  de  la  génératrice  iMW  de  ce  cylindre. 

Il  contient  donc  les  tangentes  à  toutes  les  courbes  tracées  sur  ce 
cvlindre,  aux  points  où  elles  traversent  la  génératrice  considérée;  en 
particulier,  les  tangentes  à  toute  section  plane  de  ce  cylindre  (non 
parallèle  aux  génératrices). 

On  sait  que  ces  résultats  se  démontrent  sans  peine  par  la  géométrie. 

Si  on  les  applique  au  cylindre  qui  projette,  sur  le  plan  xOy  par 
exemple,  une  courbe  quelconque,  on  en  conclut  que  la  tangente  à  la 
courbe  et  la  tangente  à  sa  projection  (qui  est  la  base  du  cylindre), 
sont  dans  un  même  plan  vertical,  c'est-à-dire  que  la  tangente  à  une 
courbe,  gauche  ou  plane,  de  l'espace,  se  projette  sur  un  plan  quelconque 
suivant  la  tangente  à  la  projection  de  la  courbe. 

2°  Cônes.  —  D'après  ce  que  nous  avons  vu  au  numéro  260,  l'équa- 
tion du  cône  qui  a  pour  sommet  l'origine,  et  pour  directrice  la  courbe 

:  =  1,  ?/  =  ç,(,r),  a  pour  équation  ^  =  'if-j,  c'est-à-dire 


(C)  t/-:-.(^)  =  0. 
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L'équalion  du  plan  laiigeul  on  un  point  quehionque  de  ce  cône  est 
donc  : 

-(X-^)-/(f)  +  (Y-î/)4-(Z-:)[-.(f)-l-fo'(^)]=:0.      . 

Si  on  tient  compte  de  Téquation  (G),  celle-ci  se  réduit  à 

_Xî'(î)  +  Y  +  z[-f  +  fî'(f)]  =  0. 

C'est  l'équation  d'un  plan  qui  passe  par  l'origine;  et  elle  ne  change 
pas,  SI  X,  y,  z  varient  de  manière  que  -  et  ^  restent  constants,  c  est-à- 
dire  si  X,  y,  z  varient  proportionnellement,  ce  qui  exprime  que  le 
point  de  contact  (r,  y,  z)  décrit  une  génératrice  du  cône. 

On  retrouve  donc  ce  résultat,  bien  connu  en  géométrie  élémen- 
taire :  Le  plan  tangent  à  un  cône,  en  un  point  M  de  ce  cône,  est  le  même 
tout  le  long  de  la  génératrice  du  cône. 

En  raisonnant  comme  nous  l'avons  fait  pour  le  cas  du  cylindre,  on 
en  conclurait  que  la  tangente  à  la  perspective  d'une  courbe,  plane  ou 
gauche,  faite  d'un  point  de  vue  0  siir  un  plan,  est  la  perspective  de  la 
tangente  à  cette  courbe.  Il  suffit  de  considérer  le  cône  de  sommet  0, 
dont  les  génératrices  s'appuient  sur  la  courbe  donnée,  et  la  section  de 
ce  cône  par  le  plan  du  tableau, ^suv  lequel  on  fait  la  perspective. 

Remarque  1.  —  Considérons  une  courbe  (C)  intersection  de  deux 
surfaces 

(S)     F{x,y,z}  =  0,         (S')     G{x,y,z}=0. 

En  vertu  du  raisonnement  fait  plus  haut,  les 
coefficients  de  direction  dx,  dy,  dz  de  la  tan- 
gente en  un  quelconque  de  ses  points  satisfont 
aux  équations  obtenues  en  différenlianl  tota- 
lement les  équations  des  deux  surfaces.  Us 
sont  donc  définis  par  le  système 

F'Jx  +  F;^»/  +  ¥'Jz  =  0. 

G'Jx  +  G;rfy  +  G'.dz  ■—  0. 

On  en  conclut  que  dx.,  dg,  dz  sont  proportionnels  aux  coefficients  de 
direction,  a,  b,  c,  donnés  par  les  formules 

a  =  e;g;  -  f;g'  ,      b  =  f;g;  -  f;g;,      c  =  f;g'  -  f;g;, 

qui  s'écrivent  par  permutation  circulaire  des  indices  x,  y,  z,  une  fois 
la  première  posée. 

Cela  revient  à  dire  que  la  tangente  à  (C)  est  perpendiculaire  aux 


452 


SURFACES 


normales  à  ;S)  <*/  à  (S');  il  en  résullr  qu'elle  est  dans  les  deux  plans 
langenls;  c'esl-à-dire  qu'elle  est  rintersection  des  plans  tangents 
aux  deux  surfaces  ".  Les  équations  de  celle  langenle  seraieni  donc 

(X-x)F;-MY-î/)F;-h(Z-:)F;=0, 
(X-a-)G;-+-(Y-i/)G;  +  (Z-:)G;  =  0. 

Hemnrque  2.  —  Si  une  surface  (S)  conlienl  une  droite,  en  chaque 
point  M  de  cette  droite,  celle-ci  est  sa  langenle  à  elle-même;  elle  est 
donc  tangente  à  une  courbe  de  (S)  en  M;  et  le  plan  langent  passe  par 
la  droite.  Si  par  le  point  M  passent  deux  droites  situées  sur  la  surface, 
le  plan  de  ces  deux  droites  est  le  plan  tangent  en  M  à  la  surface  :  c'est 
le  cas  de  l'hyperboloïde  à  une  nappe  et  du  paraboloïde  hyperbolique. 
Pour  de  telles  surfaces,  le  plan  tangent,  qui  les  coupe  suivant  deux 
droites,  se  comporte  donc  tout  autrement  que  pour  une  sphère,  par 
exemple,  où  le  point  de  contact  est  le  seul  point  commun  au  plan 
lancent  en  M  et  à  la  surface.  De  là  Tctude  qui  va  suivre. 

275.  Position  de  la  surface  par  rapport  à  un  plan  tangent,  dans  le 
voisinage  du  point  de  contact.  —  Soil  : 

(10)  Z=/-(X,  Y) 

l'équalion  dune  surface:  M,  U-,  y,  z)  un  de  ses  points. 


(1)  Nous  supposons  que  ces  deu.x  plans  tmi^enls  existent,  c'est-à-dire  que  ni 
F^,  F^,  F'..  ni  G!^,  G|,  G'.  ne  s'annulent  simultanément  au  point  considéré;  et  que 
ces  pians  tangents  ne  sont  pas  confondus,  c'est-à-dire  que  a,  b,  c  ne  sont  pas  nuls 
tous  les  trois. 

Si  les  plans  tangents  étaient  confondus,  les  deux  surfaces  considérées  seraient 
tangentes  eu  ce  point  (par  définition)  :  un  démontre  que  la  courbe  d'intersection  a 
alors,  en  féuéral,  un  point  singulier  en  ce  point  de  contact. 
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Pour  étudier  la  position  de  la  surface  par  rapport  au  plan  (P), 
langent  à  celte  surface  en  M,  nous  couperons  la  surface  par  des 
plans  Y|(o:,  passant  par  la  verticale  de  M;  el  nous  étudierons  la  position 
de  la  courbe  de  sectloQ  (C)  par  rapporta  sa  tangente  TT  ;  cest-à  dire 
le  sens  de  sa  concavité.  (Voir  n"  139.) 

Si  nous  transportons  d'abord  l'origine  en  i»;  nous  aurons 

X  =  j:h-x,,         Y=jyH-iyi,         /  =  :. 

D'autre  part,  si  on  pose  u  =  (<o.r^,  o;),  les  quantités,  ;,  u,  y,  sont  des 
coordonnées  seuii-polaires,  par  rapp<jrt  à  (o.r, )/,:,,  pour  un  point  U  du 
plan  7,0);.  On  a  donc,  pour  un  tel  point. 

(11)  X  ^  J- -t- ;  cosî<,         Y  ^  y -t- ;  sinr/,         Z  =:  r,  ; 

de  sorte  que  l'équation  de  la  courbe  (C)  dans  son  plan  s'obtiendra  en 
exprimant  que  ces  coordonnées  (11)  satisfont  à  l'équation  (10)  de  la 
surface.  Elle  sera  donc 

(12)  r,  ^/'(.r  -f-  ;  cosw,  y  4-  ;sinî/  , 

•rj  et  :  étant  les  coordonnées  courantes.  La  concavité  dépend  du  signe 

de  yH'  *ï^®  nous  calculons,  en  continuant  à  désigner  par  X  el  ^ .  pour 

abréger  l'écriture,  les  fonctions,  X  =  .r-f- ;  cosu,  Y  =  j/ -h  :  sinît  de  :. 
Nous  avons  ainsi 

-yy  ^yé  COSM  -h;^  SinU, 

iy^^  I  -^  cosM  H-^y  ^y  sin»  I  cosu~h  i    ^.  ' .,  cos u  -\ — ^  sin!<  |  sinu. 

Il  nous  suffit  d'avoir  la  valeur  de  celte  dérivée  pour  ;  =  0. 
Alors  X  =  .r.  \  =y;  et  les  dérivées  partielles  qui  interviennent  sont, 
suivant  une  notation  usuelle, 

.■-'/■  _ 


=  s, 


(13) 


/•cos-«-i-2s  cosw  sinu  +  l  sin-w. 


Nous  obtenons  donc  la  formule  : 
'd^ 
dX\ 

dont  il  reste  seulement  à  discuter  le  signe,  pour  les  diverses  valeurs 
de  u. 

Ce  signe  est  le  même  que  celui  du  trim'^me  en  Ig»/. 

(14)  /.tg-u-i-25.tg</-f- r. 

/"  Cas.     ri — s- >  0.  —  Le  trin<"»me  est  de  signe  constant:  et  ce 
signe   est  le  signe  commun  à  /■  et  t.  Si  ce  signe  est  -r-,  toutes  les 
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courbes  (C)  lourneni  leur  concavité  vers  les  7)  positifs;  donc  sont  toutes 
au-dessus  du  plan  langent,  dans  le  voisinage  dé  M;  donc  la  surface  est 
tout  entière  au-dessus  du  plan  tangent,  dans  le  voisinage  du  point 
de  contact. 

Si,  de  même,  le  signe  de  r  et  t  est  — ,  la  surface  est  au-dessous  de 
son  plan  tangent. 

Donc,  si  rt  —  s- >  0,  le  plan  langent  laisse  d'un  même  côté,  toute  la 
partie  de  la  surface  voisine  du  point  de  contact  : 
côte  des  z  positifs,  ou  des  z  négatifs,  suivant  quer 
et  t  sont  positifs  ou  négatifs. 


S^ 


-y 


ExenipU'.  z  =  x--\-y^;  à  l'origine  des  coordonnées,  ce 
paraboloïdo  de  révolution  est  tangent  au  plan  î  =  0,  et 
est  au-dessus  de  ce  plan.  On  ar=:0,  s  =  0,  1  =  2, 
rt  —  s2  =  4.  Il  est  du  reste,  évident  que  c  est  positif, 
môme  pour  tout  point  de  la  surface. 


2"    Cas.     rt  —  s-  =  0 
lorsque  Igw  est  égal  à  sa  racine  double  :  Igu 


Le    trinôme    est    de    signe    constant,    sauf 

s 


t' 


Si,  par  exemple, 


r  est  positif,  toutes  les  sections  (C)  sont  au-dessus  du  plan  langent, 
sauf  une,  qui  présente,  en  général,  une  inflexion.  Si  cette  inflexion  est 
effective,  elle  entraîne  cette  conséquence  qu'une  partie  de  la  surface 
est  au-dessous  du  plan  tangent,  dans  le  voisinage  du  point  de  contact. 
Mais,  si  l'inflexion  n'a  pas  lieu,  la  surface  ne  traverse  pas  le  plan 
langent.  //  y  a  donc,  a  priori,  indétermination '^^K 

On  le  vérifie  par  les  exemples  suivaiils.  où  le  plan  tangent  est  encore  le  plan  .-  =  0. 

1°    :  =  x^-  : 

p  =  2x,  q  =  0;        r  =  2,  s  =  0,  ^  =  0;        rl  —  s^-  =  0. 

La  surface   est   un   cylindre   parabolique,   dont  les 

génératrices  sont  parallèles  à  Oj.  La  section  verticale 

J/     exceptionnelle  est  la   génératrice   Oj,   qui   est   toute 

dans  le  plan  tangent. 


Pour  X  : 


p  =  2x,  q  =  —  Zy-;        '==2,  s- 
0,  >  :=  0,  c  =  0  ;  on  a  donc  :  p  =  0,  </ 


a,  t  =  ~6y, 
=  0,  r  —  2,  s  =  0,  <  =  0.  Le  pian 


(I)  On  démontre  que  les  surfaces  pour  lesquelles  rt  —  s-  est  constamment  nul, 
sont  les  cônes,  les  cylindres  et  les  surfaces  engendrées  par  les  tangentes  à  une 
courbe  gauche  quelconque.  Elles  possèdent  cette  propriété  caractéristique  que  ce 
sont  les  surfaces  réglées  (c'est-à-dire  engendrées  par  le  déplacement  d'une  droite), 
pour  lesquelles  le  plan  tangent  ett  le  même  tout  le  long  de  chaque  génératrice.  On  les 
appelle  surfaces  développahles  parce  que,  parmi- les  surfaces  qui  représentent  des  fonc- 
tions zz=f{x,y)  pourvues  de  dérivées  secondes,  ce  sont  les  seules  qui  peuvent  se 
déformer,  de  manière  à  l'tre  étalées  sur  un  plan,  sans  que  les  courbes  tracées  sur 
la  surface  changent  de  longueur. 
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langent  est  encore  le  plan  r  =  0.  La  courbe  (C)  exceptionnelle  correspond  à  tp-w  =  8  . 


C'est  la  section  par  le  plan  des  yz,  r  =  —  r'S  qui  présente  la  forme  indiquée  sur  la 
figure  de  gauche. 

On  vérifie  d'autre  part  que  z  est  positif  pour  x'^—y-^^Q.  Pour  discuter,  on 
construit  la  couibe  x-— j'  =  0,  représentée  sur  la  figure  de  droite.  Par  raison  de 
conliniiilé,  x-  —  j-'  ne  peut  changer  de  signe  qu'en  s'annulant;  il  a  donc  un  même 
.«igné  de  chaque  côté  de  la  courbe. 

Pour  V  =  0,  ce  signe  est  +  ;  pour  x  =  0,  .r  >  0,  il  est  — .  Donc,  la  région  ombrée 
du  plan  des  xy  est  la  projection  de  la  partie  de  la  surface  située  au-dessous  du  plan 
des  xy.  La  surface  traverse  le  plan  tangent  suivant  la 
courbe  x-  =y^. 

3"     r  =  x2  +  yt  : 

p  =  2x,  q  —  iy-^  ;        r  =  2.  s  —  0,  <  =  i2y2. 

A  l'origine  rt  ~  s-  =  Q;  la  courbe  (C)  exceptionnelle  est 
encore  dans  le  plan  des  y:.  Mais  cette  courbe  r  =  yS^  est  tout 
entière  au-dessus  de  Oy.  La  surface  est,  du  reste,  dans  toute 
son  étendue,  au-dessu.s  du  plan  des  xy:  caT  z  =  x- -\- y* 
est  positif,  sauf  pour  x=:0,  y  =  0.  Le  plan  langent  ne 
coupe  pas  la  surface. 

3''  Cas.  rt  —  s-<Ô.  — 
Le  trinôme  (14)  a  deux 
racines,  auxquelles  corres- 
pondent deux  angles  Uj  et  v., 

compris  entre  — oj  ^t  +;^'' 

Il  leur  correspond  deux 
droites,  de  coefficients  angu- 
laires tgMp  tgu.,.  Ces  deux 
droites,  u>ç^,  ok,,  sont  les  pro- 
jections de  deux  tangentes 
MTp  MT,  à  la  surface. 

Les  courbes  (C),  dont 
les  tangentes  sont  com- 
prises dans  l'un  des 
angles   formé   par  ces  deux 

droites,  ont  un  (tjj)    posi- 
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lif,  et  soiil  au-dt'ssus  du  f)lan  tangenl;  celles  dont  les  langenles  sont 
dans  l'autre  angle  sont  au-dessous  du  plan  tangent.  Celles  pour 
lesquelles  la  tangente  est  MTj  ou  MT^  ont,  rn  généraL  une  inllexion 
en  M.  Dans  le  cas  /  >  0,  l'angle  ombré  sur  la  figure  correspond  aux 
courbes  situées  au-dessous  du  plan  (P);  car  le  trinôme  est  alors 
négatif  quand  tgu  est  compris  entre  ses  racines. 

La  surface  traverse  donc  nécessairement  son  plan  tangent,  suivant 
une  courbe  qui,  dans  le  voisinage  du  point  M,  doit  tendre  à  se  con- 
fondre avec  MT,  et  MT^.  c'est-à-dire  qui  se  compose  de  deux  branches, 
ayant  on  M,  pour  tangentes,  les  droites  MT,  et  MT^. 

Exemple,     z  =  xy,  />  =  y,  q  =  x;  r  ^  0,  s  =  1,  (  =  0. 

A  l'origine,  le  plan   tangent  est  z^O;  et  le  trinôme  (14)   se  réduit  à  2tgu.  La 

courbe  (C)  est  donc  au-dessus  du  plan  des  xy, 
lorsque  sa  projection  MT  tombe  dans  l'angle  xOy . 
Les  courbes  exceptionnelles  sont  les  deux  axes 
des  X  et  des  y,  qui  constituent  aussi  la  section 
de  la  surface  par  le  plan  tangent  z  =  0. 

On  vérifie  directement  que  z  =  xy  est  positif, 
si  x  et  j-  sont  de  même  signe;  c'est-à-dire  que  la 
partie  de  la  surface  située  au-dessus  du  plan 
des  xy  est  celle  (jui  se  projette  dans  la  région 
non  hachurée. 

On  remarquera  que  cette  surface  a  été  repré- 
sentée au  numéro  272  par  courbes  de  niveau. 
C'est  un  paraboloïde  hyperbolique  (voir  n°  258) . 


-J^ 


276.  Maxima  et  minima  des  fonctions  de  deux  variables.  —  Ou  dit 
quune  fonction  f{x,  y)  a  un  maximum,  pour  x==a,  y  =  i>,  si  sa  valeur 
/"(n,  b)  est  supérieure  à  toutes  les  valeurs  voisines.  D'une  manière 
précise  cela  signifie  qu'il  existe  un  nombre  £  assez  petit  pour  que  l'on 
ait  /"(.r,  y)  >  f((i,b)  pour  toutes  les  valeurs  de  j-  et  j/  qui  satisfont  aux 
inégalités  a  —  i<i  x  <  a-+- 1,  b  —  s.<y<b-]-t  (le  système  x^a, 
y^b  excepté). 

Définition  analogue  pour  le  minimum  :  f{a,  b)  est  inférieure  à  toutes 
les  valeurs  f{x,  y)  voisines. 

11  résulte  de  cette  définition- que  f{x,  b)  est,  en  particulier,  maximum 
pour  X  =  a,  si  f{x,  y)  est  maximum  pour  x  =  «,  y  =  b.  Donc  la  dérivée 
f'^{x,  y)  s'annule  alors  pour  x  =  a,  y^=l>,  (si  elle  existe,  bien  entendu). 
De  même  pour  la  dérivée  f'y{x,  y)  *'*. 

Ainsi,  pou7-  quune  fonction  f(x,  y)  admette,  four  x=.(\,  y  =  b,  un 
maximum,  ou  un  minimum,  il  est  nécessaire  fjue  ce  système  de  valeurs 
annule  tes  deux  dérivées  partielles  f'^  et  f  de  la  fonction. 


(1)  Raisonnement  analogue,  pour  le  cas  du  minimum. 
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,M 


XP) 


-y 


w 


Cela  revient  à  dire  que  la  différenlielle  totale  df=  f'^dx -\- f\jdy 
s'annule,  quels  que  soient  dx  et  (/(/,  pour  ce  système  de  valeurs. 

Interprétation    géounitrique.    —  ^ 

Discussion.  —  Considérons,  par 
exemple,  le  cas  du  maximum. 
Supposons  qu'il  ait  lieu  pour  les 
valeurs  x,xj\  et  considérons  la  sur- 
face Z:=f(\,  Y)  qui  représente  la 
fonction.  Soit  .M  le  point  qui  corres- 
pond au  maximum.  La  définition 
du  maximum  signifie  que  tous  les 
points  de  la  surface,  suftisammenl 
voisins  de  M,  sont  au-dessous  du 
plan  horizontal  du  point  M. 

Le  résultat  obtenu  indique  que  les  dérivées  »==:'",  ii  =  --  sont 
^        ^  '        ?x     '       :<ij 

nulles  en  ce  point;  donc  que  le  plan  tangent  est  Z  —  :  =:0;  c'est-à-dire 

que  c'est  le  plan  horizontal  (Pj  considéré.  Le  résultat  est  donc,  dans 

une  certaine  mesure,  intuitif. 

Mais  la  condition  n'est  pas  suffisante;  car  nous  avons  vu  ([ue,  si 
rt  —  s*  <  0,  la  surface  traverse  son  plan  tangent,  au  point  môme  de 
contact;  si  rt  —  .s-  =  0,  il  peut  traverser  ou  ne  pas  traverser.  Si 
rt  —  s-  >  0,  au  contraire,  la  surface-est  d'un  côté  du  plan  tangent,  qui 
est  le  dessous,  si  r  et  /  sont  négatifs. 

Le  cas  du  yninimum  donne  lieu  à  des  observations  toutes  semblables; 
il  y  a  minimum  si  la  surface  est,  dans  le  voisinage  du  point  considéré, 
nu-dessus  du  plan  langent. 

Donc  pour  reconnaître  si  un  système  (.r,  y),  qui  annule  les  dérivées 
premières  p  et  q,  fournit  un  maximum  ou  un  minimum,  il  faut  considérer 
les  valeurs  correspondantes  des  dérivées  secondes  r,  s,  t.  Si  rt  —  s-  <  0, 
il  n'y  a  ni  maximum  ni  minimum;  si  rt  —  s-  =  0,  il  y  a  doute.  Si 
rt  —  s^  >  0,  il  y  a  maximum  ou  minimum,  suivant  que  r  et  t  sont  tous 
deux  négatifs,  ou  tous  deux  positifs. 

Exemple.  —  Maxiiim  et  minima  du  produit  des  distances  d'un  point  d'un  plai  aux  trois 
côtés  d'un  triangle  rectangle  de  ce  plan. 

Les  côtés  du  triangle  étant  x  =  0,  y  =  0,  bx  -{-  ay  —  «6  =0,  la  dislance  au  cùlé  AB 
bx  4-  av  —  ab 


est 


\a^-  +  bi 


et  tout  revient  à  étudier  la  fonction 

z  =:   xy î bx  -{-  ay  —  a6)  !  =  rfc  xy {bx  -\-  ay  —  ab): 


le  sijrne  +  convient  à  la  région  non  omhréi',  et  le  signe  —  à  la  région  ombrée. 
On  a  : 

±p  =  Y{bx  +  ay  —  ab)  -f-  6xv,        ±  q  =x{bx  -\-  ay  —  ab)  -j-  axy, 
±  r  =  26v,         ±  s  =  2  (hx  -f  ay)  —ab,        ±:t  =  2ax. 
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àài  lors,  (les  valeurs   x  =  0, 

2b.T  +  a  y  ■ 
d'où  on  tire 


ot    y  =  0. 
a 


Nous  écarlons  les  points  du  périmètre 
du  triangle  :  pour  ces  points,  l'un  au 
moins  des  facteurs  de  r  s'annule,  et  ils 
donneraient  le  minimum  évident  zéro. 
On  peut  remar(iuer,  de  plus,  ((u'en  un 
point  du  périmètre,  qui  n'est  pas  un 
sommet,  l'une  au  moins  des  dérivées  p, 
<l  aurait  deux  valeurs  opposées;  de 
sorte  ([ue  la  théorie  générale  cesserait 
d'être  applicalile. 

Les  é(]uations  p  =  0,  '/ =  0,  donnent 
étant    écartées), 

bx  +  2ay  —  abz=Q,  '^ 


_b 
~3' 

ce  qui  donne  le  centre  de  gravité  du  triangle.  11  correspond  donc  au  signe  — ,  et  on 
doit  prendre 

oi              262                       .,  L      I        \   I      i            ab          ,            „                2a- 
r^=  —  26  V  = rp ,         s  =  —  2  (  6.r  +  a  v)  +  ao  = q"  -         '  =  —  ^cx  = q-  • 

Par  suite, 

ri  —  s- 


4a262       0262  _  0262       „ 


Le  centre  de  gravité  donne  Jonc  un  maximum  pour  le  produit  considérr;  et  la  valeur  de 
ce  maximum  est  : 

ab 

bx  -\-  ay  —  ab       a    b         6  a~b- 

—  xy-  -^  — — 


\a24-62  3    3va2  +  62       27^02  +  62 


277.  Courbure  des  sections  normales.  —  Pour  étudier  plus  complè- 
tement la  forme  de  la  surface 
:.  =z  f{x,  y)  au  voisinage  d'un  de 
ses  points,  nous  allons  étudier  la 
variation  de  la  courbure  d'une 
section  normale,  lorsque  son 
plan  pivote  autour  de  la  normale 
à  la  surface. 

Pour  simplifier,  nous  suppo- 
serons que  l'origine  a  été  portée 
au  point  considéré  de  la  surface, 
et  que  le  plan  tangent  a  été  pris 
pour  plan  des  xy.  Dans  l'étude 
du  numéro  273,  le  point  M  et  le 

point  w  sont  donc  ici  en  0,  et  la  droite  MT,  confondue  avec  oj;,  est  0:. 

L'équation  de  la  section  (C)  parle  plan  :0;  est,  (avec  :  =  t,),  d'après  (12), 

(15)  Y,  r=:/'(;cosM,  isinw). 
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car  a-  et  y  sont  nuls  ici.  El  la  cote  g  du  centre  de  courbure  G  de  cette 
section  est 

On  a  donc 

(16)  -  =:r  cos^M  +  2^  cosî<  sinw  -h  /  sin-M. 

Les  maxima   et  minima  sont   donnés  par   l'équation   cblenut.'   en 
égalant  la  dérivée  à  zéro,  c'est-à-dire  : 

—  2?'cosu  sinMH-2s(cos-M  —  sin-u)-f-2f  sinu  cosu  =  0, 
ou  : 

2scos2u  —  (r  —  /)sin2M  =  0; 
d'où 

(17)  lg2«=: 


s  —  t 

2s 
Posons  0=:Arctg7; :   les  solutions  de  cette  équation  (17)  sont 

2u  =  0-hA-,  donc  u  =  ~^-h/i^. 

On  peut  se  limiter  à  celles  qui  appartiennent  à  l'intervalle  —  :^,-+-^- 

0  0        71  '  6  6        7- 

Si  0  >  0,  ce  sont  m  =  y»  u  =  ^  —  ^.  Si  0  <  0.  ce  sont  u=:-,  u=^  ^-{-~. 

Cela  donne,  dans  tous  les  cas,  deux  plans  de  section  rectangulaires, 
qui  s'appellent  les  plans  de  sections  princApales  de  la  surface,  du  point 
considéré. 

Il  n'y  a  d'exception  que  si  0  est  indéterminé,  c'est-à-dire  si  r=^, 

1 

5  =  0.  Dans  ce  cas  la  formule  (16j  donne  -==  r(cos^MH-sin-u)  =  r. 

Toutes  les  sections  normales  ont  même  courbure;  le  point  considéré 
est  dit  un  ombilic  de  la  surface.  Tous  les  points  d'une  sphère  sont  des 
ombilics,  puisque  les  sections  normales  sont  des  grands  cercles,  et  le 
rayon  de  courbure  est  constant  et  égal  au  rayon  de  la  sphère.  On 
démontre  que  la  sphère  est  la  seule  surface  sur  laquelle  tous  les 
points  soient  des  ombilics. 

278.    indicatrice  des  courbures.   —  Ce  cas   écarté,    nous   allons 
supposer,  pour  la  discussion,  qu'on  a  pris  les  plans  de  sections  prin- 
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cipales  pour  plan  des  .r:  et  des  >/:.  Alors  0=:O;  c'esl-à-dire  5  =  0.  La 
formule  (IG)  devient  : 

(18)  ^ 


=  ;•  cos^u  -h  /  sin-j/. 


9 

Les  centres,  de  courbure  des  sections  principales^,  qu'on  appelle 
ci'ntrrs  de  courbure  principaux,  sont  donnés  par  u  =0,  u=  ^\  c'esl-à- 
dire  (7,  =    ,  o,^    .   L'une  au  moins  de  ces  valeurs  est  finie;   nous 

pourrons  supposer  qu'elle  correspond  au  plan  30a?,  et  qu'on  a  choisi  la 
direction  0:  de  manière  qu'elle  contienne  le  centre  de  courbure  corres- 
pondant: en  d'autres  termes,  on  peut  supposer  r  >  0. 

/"  Cas.     rt  >  0.  Donc  r  >  0,  ^>0  et  g  est  constamment  positif. 

1  1 

Nous  poserons  r^~.^,  *  =  tj.  et  ^  =  p-.  La  formule  (18)  s'écrira  alors 


(p  cosi/)"-       (c  sin»)- 


1. 


ou,  en  posant  :  x=:  pcosu,  y  ^  p  s\nu, 

r.2 


(19) 


0-        0- 


{a'  =  9n         f>'-  =  Oi) 


Donc,   0:  étant  la  trace  d'un  plan  de  section  normale,  elle  coupe 

l'ellipse  (19j  en  deux  points  S  et  S', 
dont  le  rayon  vecteur  p  est  égal  à 
yjg^  g  étant  le  rayon  de  courbure  de 
la  section  normale  considérée. 

Le  rayon  de  courbure  de  la  section 
normale  de  trace  SS'   est  donc  égal 


L'ellipse  (19),  qui  définit  ainsi  les 
rayons  de  courbure  des  sections  nor- 
males, porte  le  nom  d'indicatrice. 
On  voit,  en  particulier,  que  la  lon- 
gueur du  rayon  de  courbure  oscille 
entre  les  rayons  de  courbure  a,  b 
des  sections  principales  :  on  les  appelle  les  rayons  de  courbwe  prin- 
cipaux :  ce  sont  les  rayons  de  courbure  maximum  et  minimum. 

On   savait   déjà  par  la  discussion  du  numéro  275  que  la  surface 
devait  être  toute  au-dessus  du  plan  tangent,  !rt  — s-  >  0,  r  >  0). 
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i*''  Cas.     7/  =  0;  c'esl-à-dire  1  =  0,  puisqu'on  a  supposé  r  >  0. 
La     formule    (IS)     se     réduit    ;\ 

-^/cos-w;  donc  ^  est  positif,  sauf 

pour  M  =  ^,  (seclion  par  le  plan  zOy), 

auquel    cas    il    est    infini.    On    peut 
encore  poser  : 


9 
et  il  vient 


'■  =  ^' 


1  = 


ip  cosm)^ 


fl- 


ou 


X-  =  a- 


avec  jr^pcosu.  On  a  donc  encore  une  indicatrice  des  courbures,  qui 
donne  les  mêmes  indications  que  dans  le  cas  précédent;  mais  c'est  le 
couple  des  parallèles  à  0//,  définis  par  x^zha.  On  voit  que  le  rayon 
de  courbure  principal  ci-  est  le  rayon  de  courbure  minimum. 
On  est  ici  dans  le  cas  douteux  ri  —  s-  =  0. 

3"  Cas.  On  suppose  ?7  <  0  :  c'est-à-dire  r  >  0,  t  <  0.  On  posera  donc 


a- 


b'' 


d"où 


cos-u 


sin-u 


ij  est  positif  pour  tg-u r^  <  0,  c'est-à-dire <  tgw  <  -  . 


I 


Nous  poserons,  par  suite,  7  =  c%  ou  (/  =  —  p- suivant  que  la  trace  0; 
du  plan  sécant  sera  contenu  dans  l'angle  a,0ao  des  droites  de  coefficient 
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angulaire  ±-    qui   comprend    Ox,   ou   dans  l'angle   supplémentaire. 


Et  cela  donnera  deux  portions  dindicaliicc 


(H) 


^'  _  ?/"  —  I  • 


flD     ~ •'  =—1 


qui  sont  Jeux  h\iperholes,  dites  conjuguées,  ayant  pour  asymptotes  les 
droites  Ox,,  Ox,. 

Nous  avons  tracé  on  pointillé  la  seconde,  qui  correspond  aux  centres 
de  courbure  situés  au-dessous  du  plan  des  xij.  L'ensemble  de  ces  deux 

hyperboles  ^,  —  ^l.=-hl    constitue   la   véritable   indicatrice  totale. 
'^  a-       h- 

Les   rayons   de   courbure  principaux  sont  deux  valeurs  minima  des 

rayons  de  courbure  des  sections  normales.  La  variation  du  rayon  de 

courbure,   ÛS',  se  suit  encore   sur   la  figure,  quand  le  plan  sécant 

tourne  autour  de  Os. 

C'est  ici  le  cas  rt  —  s-  <  0:  et  on  retrouve  bien,  en  particulier,  le  fait 

que   la  surface  est,  partie  au-dessus,  et  partie  au-dessous  du  plaa 

tangent,  dans  le  voisinage  du  point  de  contact. 

Itemarque  I.  —  On  peut  dire  que  le  cas  r/  —  s- >  0  est  celui  d'un 
point  elliptique,  le  cas  rt  —  s--={)  celui  d'un  point  parabolique,  le  cas 
ri  —  .s- <  0  celui  d'un  point  hrjperbolique;  cela  rappelle  la  nature  de 
l'indicatrice  dans  chaque  cas. 

Remarque  2.  —  Si  on  considère  la  normale  à  la  surface,  et  si  on 
place  les  centres  de  courbure  principaux  G,,  G^,  les  trois  cas  se  dis- 
tinguent de  la  manière  suivante  : 

1"  point  elliptique  :  G,,  G^  sont  d'un  même 
côté  de  0,  pied  de  la  normale,  et  le  centre 
de  courbure  G  d'une  section  normale  se 
déplace  sur  le  segment  G^(}.,. 

2°  point  parabolique  :  G,  seul  est  à  la 
dislance  finie;  et  G  varie  sur  la  demi- 
normale  qui  a  ce  point  pour  origine  et  ne 
contient  pas  le  point  0. 

'S"  Point  Injperbolique  :  G^  et  G^  sont  de 
part  et  d'autre  de  0,  et  le  centre  de  cour- 
bure G  est  sur  l'une  ou  l'autre  des  demi- 
droites  qui  ont  ces  points  pour  origines  et  ne  contiennent  pas  0. 

279.  Formule  d'Euler.  —  Si  on  revient  à  la  formule  générale  (18), 


On 


0, 


G., 


0  ■ 


01 


zf 
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en  y  introduisant  seulement  les  rayons  de  courbure  principaux,  pris, 
comme  7,  en  valeur  algébrique,  on  (jblient  la  formule  d^ Euler  : 

1  _  cos-^M  _^  sin^M 
^^  '  U         Ui  Oi 

Si  on  appelle  g  et  g'  les  rayons  de  courbure  de  deux  sections 
normales  quelconques  rectangulaires,  et  si  g  correspond  à  u,g'  corres- 
pondra  à  t<zt3'  6l  ou  aura 

\_ sin-u      cos-u, 

d"où 

111  1  11 

-  H — 7=  — (cos-u  -h  sin-M)  H (cos-u  +  sin-w)  = î • 

y      9       Ui  '      9i  ^      9i      9î 

Ainsi  la  soinine  des  courbures  de  deux  sections  normales  rectangulaires 

est  constante:  sa  moitié,  -7  — h      I ,  moyenne  arithmétique  des  cour- 

A9i     9J 
bures  principales,  s'appelle  courbure  moyenne  de  la  surface  au  point 
considéré.  Elle  s'introduit  en  capillarité  et  dans  l'étude  des  membranes 
tlexibles. 

Les  surfaces  à  courbure  moyenne  nulle  s'appellent  ^«//aces  mi/u;«</. 
Parmi  les  surfaces  passant  par  un  contour  fermé,  ce  sont  elles  qui 
donnent  l'aire,  limitée  à  ce  contour,  d'étendue  minima  :  de  là  vient 
leur  nom.  Ce  sont  elles  qui  se  forment  dans  les  expériences  de  Plateau 
sur  les  lames  liquides  tendues  sur  un  cadre  de  lil  métallique. 

Ou  appelle  courbure  totale  le  produit  —  des  courbures  principales. 

Cet  élément  possède  la  propriété  de  conserver  sa  valeur  en  chaque 
point  d'une  surface,  lorsqu'on  la  déforme  sans  altérer  la  longueur  des 
lignes  tracées  sur  elle. 


EXERCICES   Sl'Il   LE   CHAPITIŒ   XIII 

1.  —  Montrer  que  les  points  x  ^  a,  y  =  b.  z  =:  c  :  x  =  b,  g  =  c,  z  =  a\ 
x=:c,  y  =  a,  z  =  b  sont  les  sommets  d'un  triangle  équilatéral;  en 
trouver  le  centre  et  le  plan. 

2.  —  Lieu  décrit  par  le  milieu  d'une  droite  de  longueur  constante 
dont  les  extrémités  glissent  sur  les  deux  droites  a;  =  0,  z  =  c;  ?y  =  0, 
z^  —  c.  (Le  lieu  est  un  cercle,  situé  dans  le  plan  ;:  =  0).  Généraliser, 
pour  un  point  quelconque  du  segment  de  droite  mobile  considéré. 

3.  —  Trouver  l'équation  de  la  surface  de  révolution,  d'axe  0:,  qui  a 
pour   méridienne  un  cercle  (j/^-h:-  —  2af/ -h  a-  —  IV-=:0,  x=:0).  — 
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Exprimer  les  coordonnées  dun  point  quelconque  de  la  surface  en 
fonclion  do  doux  paramètres.  Cette  surface  s'appelle  un  tore. 

4.  —  Montrer  que  les  oqualions  :  x=v  cosu,  y=:vs\nu,  z=hti, 
où  1/  et  V  sont  deux  paramètres,  et  h  une  longueur  donnée, 
représentent  la  surface  engendrée  par  une  droite  qui  s'appuie  sur  une 
hélice  fixe,  et  rencontre  à  angle  droit  Taxe  de  cette  hélice.  [Surface  de 
vis  à  filet  coi'ré,  ou  hélicoiile  gauche  à  plan  directeur).  Trouver  l'équa- 
qualion  du  plan  tangent  en  un  point. 

5.  —  Montrer  que  la  normale  en  un  point  d'une  surface  de  révolution 
rencontre  l'axe  de  cette  surface:  et  que  le  plan  langent  est  perpendi- 
culaire au  méridien  du  point  de  contact.  On  cherchera  d'abord  los 
équations  de  la  normale,  et  Téqualion  du  plan  langent. 

6.  —  Trouver  l'équation  du  plan  osculaleur  à  la  courbe  ij  =  x'^, 
z  =  x^  en  un  de  ses  points.  Calculer  les  cosinus  directeurs  de  la 
tangente  et  de  la  normale  principale;  calculer  le  rayon  de  courbure. 
Etudier  la  forme  de  la  courbe  et  de  ses  projections  au  voisinage  de 
l'origine. 

7.  —  Trouver  l'inlerseclion  d'un  hyperbolnïde  à  une  nappe  par  l'un 
de  ses  plans  tangents  :  on  vérifiera  qu'elle  se  décompose  en  deux 
droites. 

8.  —  Calculer  la  plus  courte  distance  des  deux  droites  x  =  y=iz 
et  u  ^mx-T-  k,  z=m'x-hk'.  (On  cherchera  un  plan  parallèle  aux 
deux  droites  et  passant  par  un  point  de  la  seconde;  et  on  calculera  la 
dislance  de  l'origine  à  ce  plan.)  Trouver  les  équations  de  la  perpendi- 
culaire commune  à  ces  deux  droites.  (On  cherchera  une  droite,  perpen- 
diculaire au  plan  précédant  et  qui  rencontre  les  deux  droites  données.) 

9.  —  Calculer  les  rayons  de  courbure  principaux  de  la  surface  dont 


l'équation  est  : 


-i-V 


,  au  point  ./•  =  y  ^z=zO. 


10.  —  Soit  ::  =f{x,  y)  l'équation 
d'une  surface.  On  suppose  que  l'ori- 
gine est  en  un  point  de  la  surface, 
et  que  :r=0  est  le  plan  tangent  on 
ce  point.  Chercher  le  centre  de  cour- 
bure G  de  la  section  de  la  surface 
par  un  plan  xOy^,  relatif  au  point  0. 
On  se  servira  de  l'équation  de  l.i 
section  dans  son  plan;  et  on  démon- 
trera que  G  est  la  projeclion,  sur 
le  plan   ûcOy,,    du    centre   de   cour- 
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hure  (jr^,  de  la  section  normale  ;0a?  (qui  u  la  même  tangente  en  0  que 
la  section  considérée).  C'est  ce  qu'on  appelle  le  théorème  de  Meusnier. 

11.  —  Appliciuer  le  théorème  de  Meusnier  pour  trouver  les  centres 
de  courbure  principaux  d'une  surface  de  révolution  en  un  point 
(luelconque.  On  admettra  que,  par  raison  de  symétrie,  l'un  d'eux  est 
le  centre  de  courbure  de  la  méridienne;  et  on  prouvera  que  l'autre  est 
sur  l'axe  de  révolution  de  la  surface. 

ïi.  —  Trouver  b^s  relations  qui  lient  les  coordonnées  (x,  y,  :), 
(a',  y' ,  z')  de  deux  points  M  et  M',  homologues  dans  une,mversion  de 
pûbi  ();  c'est-à-dire  tels  que  l'on  ait  UM .  UM':=  e/i-,  avec  e  =  drl, 
0.  M,  M'  étant  des  points  alignés.  On  devra  trouver  les  formules 

^  ..—.1.2        y 


i  />     •       3  5  S  ,  1/    i  "    .       5        7,  i  <  -    1  n 


y--\-z-         ^  a-^-hy\-t-3-  a:- -+- y  ' -h  s' 

En  conclure  que  l'inversion  transforme  un  plan  en  une  sphère 
passant  par  0,  et  transforme  une  sphère  quelconque  en  sphère. 

13.  —  Étant  donné  un  système  d'axes  Oa:y:,  et  un  point  fixe  V  du 
plan  des  ys,  de  coordonnées  (0,  ^,  c),  on  joint  ce  point  V  à  un  point 
quelconque  M,  de  coordonnées  (x,  y.  0),  du  plan  des  xy.  Soit  M^  le 
point  où  la  droite  VM  perce  le  plan  :  ^  y  tg'J^.  Calculer  les  coordonnées 
(j?Q.  y^)  du  point  M,,  dans  son  plan,  en  choisissant  les  axes  de  coor- 
données, dans  ce  plan,  comme  dans  la  figure  de  la  page  339.  On  a 
ainsi  les  formules  générales  d'une  perspective.  Montrer  qu'en  chan- 
geant l'axe  des  x  dans  chacun  des  plans,  d'une  manière  convenable, 
sans  changer  l'autre  axe,  on  peut  les  ramener  à  la  forme 

■'^0  —  *  Y  '  0  —  Y  ' 

Où  a,  fi  sont  des  longueurs  déterminées  (dépendant  de  b,  c,  •!/),  tandis 
que  X,  Y  sont  les  coordonnées  du  point  arbitraire  M,  (dans  son  plan), 
et  Xq,  Yo  celles  du  point  homologue  M(„  (dans  son  plan). 
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280.  Définitions.  —  Étant  donné  un  système  d'axes  rectangulaires, 

xOy,  dans  un  plan,  on  peut,  à  chaque  vecteur  OM^  faire  correspondre 
le  système  {x,  y)  de  ses  deux  composantes,  c'est-à-dire  le  système  des 

deux  coordonnées  de  l'extrémité  M. 
On  est  ainsi  conduit  à  considérer 
des  systèmes  {x,  y)  de  deux  nom- 
bres; et  à  définir,  relativement  à 
de   tels   systèmes,   des   opérations 
algébriques,  qui  traduiront  des  opé- 
rations correspondantes  effectuées 
sur  les  vecteurs.  On  dit  alors  que 
(a.%  y)  est  un  nombre  ou  une  quan- 
tité complexe,  qu'on  appelle  Vaffixe 
du  point  M.  Un  point  M  est,  inver- 
sement,  Vimnfjc  du  nombre  complexe  {x,  y)  constitué  pas  les  coor- 
données de  ce  point.  Les  nombres  x,  y  sont  dits  les  composantes  du 
nombre  complexe  {x,  y). 

On  appelle  module  du  nombre  (r,  y)  le  rayon  vecteur  p  =  OM,  pris 
positivement  :  l'angle  polaire  co=::  (O-t,  OM)  s'appelle  Yaryumenl  du 
nombre  complexe  :  il  est  défini  à  'ikiz  près.  On  a  les  formules,  données 
par  la  transformation  des  coordonnées  rectangulaires  en  coordonnées 
polaires,  (n"  210)  : 

(l)  icm  p  cosoj,         j/  =  psinw;         ç  :^ -\- \; x- -^  y'^ . 

On  désignera  souvent  par  une  seule  lettre,  z  par  exemple,  le  nombre 
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complexe  {x,y)^'.  Si  on  a:^(.r,  7),  on  écrira,  par  définition, 
—  z^{ — X,  — y);  et  on  dira  que,  — :  et  :  sont  opposés;  ils  ont  pour 
images  deux  points  symétriques  par  rapport  à  l'origine.  Le  nombre 
(0,  0)  se  désigne  simplement  par  0. 

Égalité.  —  Deux  nombres  complexes  sont  dits  égaux,  s'ils  sont 
affixes  du  même  point.  L'égalité  (x,  y):^(x\  g')  signifie  doncx'  =  x, 
y'^y.  Elle  vaut  deux  égalités  algébriques  ordinaires.  En  parti- 
culier, {x,y)  =  0  signifie  x:=0,  y=^0;  (x',y')= — {j^',  y)  signifie 
x'  =z  —  x,  y'  =  —  ij. 

11  résulte  de  là  que,  pour  que  deux  nombres  complexes  soient  égaux, 
il  faut  et  il  suffit  que  leurs  modules  soient  égaux,  et  que  leurs  argu- 
ments diffèrent  de  SAtt,  k  étant  un  entier,  positif,  négatif  ou  nul. 

Pour  qu'un  nombre  complexe  soit  nul,  il  faut  et  il  suffit  que  son 
module  soit  tml;  car  il  faut  que  l'image  M  soit  en  O. 

281.  Addition.  —  La  somme  de  deux  ou  plusieurs  nombres  complexes 
est  l'aflixe  de  l'extrémité  du  vecteur  obtenu  en  faisant  la  somme  géo- 
métrique des  vecteurs  qui  correspondent  à  chacun  des  nombres  com- 
plexes donnés. 

Si  donc  on  a  :  z^:={x^,  y,),  z^  =  {x,,  7/,),  ...,  :„  =  (a:„,  y„)  on  aura, 
d'après  le  théorème  des  projections, 

(2)  =1  +  :,+  ...  +  :„  =  (.z-j  4- X,  +  ...  -f-a^,„  )y^  +  y,+  ...+y„). 

On  ajoute  donc  des  quantités  complexes  en  ajoutant  leurs  composantes 
de  même  nom. 

Puisque  celte  somme  est  repré- 
sentée par  la  résultante  du  contour 
polygonal  construit  avec  les  vec- 
teurs donnés,  le  module  de  la  somme 
de  plusieurs  quantités  complexes  est 
au  plus  égal  à  la  somme  de  leurs 
modules.  Car  cela  équivaut  à  dire 
que  la  longueur  de  la  résultante  du 
contour  est  au  plus  égale  à  la  somme  des  longueurs  des  côtés  du 
contour. 

Il  résulte  de  la  formule  (2)  que  dans  une  somme  de  quantités  com- 
plexes on  peut  intervertir  les  termes,  et  remplacer  un  nombre  quelconque 
d'entre  eux  par  leur  somme  effectuée,  sans  altérer  la  somme  considérée: 
car  cela  ne  change  aucune  des  composantes  de  la  somme. 


-j> 


(1)  On  désigae  aussi  souvent,  par  la  même  lettre  :.  le  point  -M  dont  •:  est  l'aflixe. 
On  dit  alors  le  nombre  complexe  :,  et  aussi  le  point  z. 


4r>8 
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282.  Multiplication.  —  Par  délinilion,  le  produit  de  deux  ou  plusieurs 
ifuaiilift's  cniuplexes  a  pour  module  le  produit  des  modules,  et  pour 
argument  la  somme  des  nrijumeuts  ^'. 

Il  résulte  de  là,  qu'o/»  peut,  sans  changer  le  produit,  intervertir  les 
facteurs,  mi  remplacer  un  certain  nomln-e  d'entre  eux  par  leur  produit 
effectué;  car  cela  n'altère  ni  le  module,  ni  l'argumenl  du  produit. 

Il  en  résulte  aussi  que  pour  quun  produit  soit  nuL  il  faut  et  il  suffit 
ipt'un  des  facteurs  soit^  nul.  Soient,  en  effet,  c,,  p,,  . .  .,  o„  les  modules 
des  (acteurs.  Pour  que  le  produit  soit  nul,  il  faut  et  il  suffit  que  son 
module  p,:.,  ...  p„  soit  nul;  donc  que  Tun  des  modules  Cj,  p^,  .. .,  p„ 
s  'il  nul;  mais  cela  exprime  que  le  facteur  correspondant  est  nul.  ' 

(C.  Q.  F.  D.) 

283.  Interprétation  géométrique  de  la  multiplication.  —  Soit  à 
iiiullipliei'  la  quantité  complexe  de  module  c,  et  d'argument  cd,  par  la 

quantité  complexe  de  module  r, 
et  d'argument  0.  Soit  M  l'image  du 
multiplicande,  et  A  limage  du 
multiplicateur. 

Pour  obtenir  l'image  P  du  pro- 
duit, on  peut  opérer  en  deux  fois  : 
1"  ajouter  à  co  l'argument  0  du  mul- 
tiplicateur; ce  qui  se  fait  en  appli- 
quant au  vecteur  OM  la  rotation, 
-jc     (autour    de    0).    d'angle    6;    cela 

donne  un  vecteur  OM'  ;  2°  multiplier 
ensuite  le  module  p  =  OM=:OM', 
par   r:    ce   qui    se    fait    par  une 
homothêlie,    de   pôle  0,   et  de  rapport  r;   et  cela  donne  le   vecteur 

OP,  qui  représente  le  produit. 

;\insi  multiplier  par  une  quantité  complexe  équivaut  à  effectuer 
successivement  une  rotation,  dont  l'angle  est  l' argument  du  multiplica- 
teur: et  une  homothétie  de  pôle  0,  dont  le  rapport  d'homothétie  est  le 
module  du  multiplicateur. 

Kn  particulier,  multiplier  une  quantité  complexe  z  par  une  quantité 
complexe  de  module  1  et  d'argument  6,  c'est  faire  tourner  le  point  dont 
z  est  iaffixe,  autour  de  0,  de  l'angle  h. 

(1)  Les  arguments  des  facteurs  n'étant  définis  qu'à  un  multiple  près  de  2::,  il  en 
est  de  même  pour  leur  somme;  mais  cela  ne  donne  qu'une  seule  valeur  du  produit, 
car  on  ne  cliango  pas  un  nombre  complexe  en  ajoutant  à  son  argument  un  multiple 
de  2-. 
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Distributivilr.  —  Liant  donné  un  contour  polygonal  el  sa  résul- 
tante; par  exeniple  UM,,  M,S,  OS,  si  on  fait  tourner  le  contour,  la 
résultante  subit  la  même  rotation;  et  si  on  applique  au  contour  une 
homothélie,  la  résultante  se  transforme  suivant  la  même  liomothétie. 

On  conclut  de  là  (puisque  les  côtés  du 
contour  et  la  résultante  figurent  des  quan- 
tités complexes  el  leur  somme;  et  que  la 
combinaison  dune  rotation  et  d'une  homo- 
thélie est  une  multiplication  par  un  facteur 
comi[)\e\e  délerm'iné),qu.e  ])our  inulliplier  une 

somme  de  (/uantilés  complexes,  z^,  z-, ;„, 

par  une  autre  quantité  complexe  z^,  on  peut 
multiplier  par  :^  chacune  des  quantités 
données,  et  ajouter  les  produits  obtenus.  En 
d'autres  termes,  on  a 


C'est  ce  qu'on  appelle  la  distriùutivité  de  la  multiplication. 

Les  propriétés  que  nous  avons  établies,  pour  l'addition  et  la  multi- 
plication des  quantités  complexes,  sont  celles  sur  lesquelles  sont 
fondées  les  règles  du  calcul  algébrique. 

On  peut  donc  calculer  avec  les  quantités  complexes,  représontécs  par 
des  lettres  uniques,  {les  opérations  à  effectuer  étant  des  suites  d'additions 
et  de  multiplications),  exactement  comme  si  ces  lettres  représentaient  de 
simples  nombres. algébriques. 

284.  Soustraction  et  sommes  algébriques.  —  Soit  ",  =  («fj,  yj, 
z^=z(x.,,y,),  deux  nombres  complexes;  et  cherchons  '  un  nombre 
complexe  z=z[x,  y)  tel  que  l'on  ait  :-(-:j  =  :^.  Cette  égalité  équivaut 
à  x  -\-x^=zx.,.  y-\-y^^y.,;  d'où  on  lire  x=^x^  —  Xy,y  =  y.,  —  y,,  ou 
x  =  x.,-h{—x^),  y=:y,~\-(—  1/,);  ou  entin  z  =  z.,-j-( —  :.,). 

Donc,  il  existe  un  nombre  complexe  z  et  un  seul,  tel  que  l'on  ait  l'êga- 
lité  z~{-z^  =  z.,\  et  ce  nombre  est  :  z  =  z^-i-i —  z^). 

Ce  nombre  s'appelle  la  différence  obtenue  en  retranchant  :,  de  :,;  et 
on  l'écrit,  par  df- finition  :  z^izz.^  —  :,. 

Donc,  par  délinition,  z.,  —  ^^  =  :,-f-  ( —  z^). 

Conséquence  I.  z,  —  ( — :,)  =  :^-|- :.,,  car  si  on  pose  — :,  =  :.J. 
on  a  :^  —  (—  :,)  =  z.,  —  :',  =  :..,-!-  ( —  :[);  et  —  :■!  =  :,.  (En  efîet,  le  fait 


(1)  Nous  parlons  de  cette  idée  que  la  soustraction  doit  ôtre  l'opération  inverse  de 
l'addition. 
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«lue  :,ol  z[  sont  opposas  équivaut  aussi  bien  à  :,  ^  —  :Jquà:î  =  — -i» 
d'après  la  définition  des  nombres  opposés). 

Conséquence  2.  —  On  définit  une  somme  algébrique  z^  —  r., -t-  :•.,  —  ... 
comme  dans  lalgèbre  ordinaire;  cela  signifie  qu'il  faut  calculer  :,  —  :,, 
ajouter  z^  au  résultai,  cl  ainsi  de  suite.  Ces  sommes  algébriques  sont, 
d'après  ce  qui  précède,  de  simples  sommes,  car 

-'.  — =2-^-.- -4  — -i +.••==! -i-(-=.)4-:,H-(—=..)-+-(-=5)+---- 
Il  en  résulte  que  toutes  les  règles  de  calcul  de  l'algèbre  ordinaire,  acquises 
pour  les  sommes  ordinaires  (n"  283),  s'étendent  à  ces  sommes  algébriques. 
Il  suffit,  en  elTet.  d'observer  que  la  règle  des  signes  s'applique  encore 
pour  la  multiplication.  Soit,  en  effet,  c  et  to,  s'  et  to'  les  modules  et 
arguments  de  deux  nombres  complexes  ;:.  z'.  Le  nombre  — :;  a  pour 
module  c  et  pour  argument  co -f- r:  ;  le  nombre  — ::'  a  pour  module  / 
et  pour  argument  co'-i-t:.  Donc 

::'  a  pour  module  pp'  et  pour  argument  (wH-to') 
:.( — :')  a  pour  module  pp'  et  pour  argument  (w  +  w' +  •;:); 
donc  :.(—:')=:  —  (:;:'). 

( —  :).( —  :')  a  pour  module  çp'  et  pour  argument  (w  +  aj'4-2-); 
donc   ( — :)( — ;')  =  :;'. 

Remarque.  —  On  doit  encore  observer  que  les  propriétés  fondamen- 
tales des  égalités  subsistent  pour  les  nombres  complexes  (addition  d'un 
même  nombre  aux  deux  membres,  passage  d'un  terme  d'un  membre 
dans  un  autre;  multiplicalion  de  deux  membres  par  un  même  nombre). 
La  première  et  la  troisième  de  ces  propriétés  résultent  de  la  définition 
des  opérations;  la  seconde  se  démontre  comme  en  algèbre  ordinaire. 

285.  Notations  et  régie  de  calcul  définitives. 

I.  Remarque.  —  Les  points  de  l'axe  des  x  peuvent  être  définis,  soit 
par  leurs  abscisses  x,  soit  par  leurs  affixes  (x,  0).  Mais  si  l'on  effectue, 
en  partant  d'un  certain  nombre  de  tels  points,  certaines  opérations  sur 
leurs  abscisses,  au  sens  de  F  algèbre  ordinaire;  et  si  on  effectue,  d'autre 
part,  les  opérations  de  même  nom  sur  leurs  affixes,  au  sens  de  l'algèbre 
des  nombres  complexes,  les  résultats  de  l'un  et  de  l'autre  calcul  définiront, 
par  son  abscisse  et  son  afiixe,  respectivement,  un  même  point  de 
l'axe  des  x. 

Les  propriétés  des  opérations  étant  les  mêmes  dans  les  deux  cas,  il 
suffit  de  vérifier  le  fait  pour  la  somme  et  le  produit  de  deux  quantités  ; 
c'est-à-dire  de  constater  que  l'on  a,  pour  le  cas  de  deux  points  : 
■{x,  0)-h{x',  0)={x^x',  0);         (.z-,  0)(.r',  0)  =  {xx',  0). 
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Pour  laddilion  le  fail  résulle  immédiatemenl  de  la  définition,  géo- 
métrique ou  algébrique,  de  l'opération. 

Pour  la  multiplication,  il  suflit  de  remarquer  que,  si  x  est  positif,  le 
nombre  (j-,  0)  a  pour  module  x  et  pour  argument  zéro,  et  réciproque- 
ment. Donc,  si  X  et  x'  sont  positifs,  le  produit  (a?,  0).(j',  0]  a  pour 
module  xx'  et  pour  argument  zéro;  et  il  est  bien  égal  à  {xx\  0).  Et  les 
autres  cas  se  ramènent  à  celui-là  par  application  de  la  règle  des  signes. 

II.  Quantités  réelles.  —  En  vertu  de  la  remarque  précédente,  on  peut, 
sans  inconvénient,  représenter  les  nombres  complexes  [x,  0)  par  leurs 
composantes  x,  et  effectuer  les  opérations,  au  sens  de  l'algèbre  ordi- 
naire, sur  ces  composantes.  En  d'autres  termes,  les  nombres  algé- 
briques ordinaires  peuvent  être  considérés  comme  un  cas  particulier 
des  nombres  complexes,  en  vertu  de  cette  notation  [x,  0)  =  a?. 

On  désigne,  sous  le  nom  de  quantités  réelles,  ces  nombres  com- 
plexes {x,  01  =  0?;  et  Taxe  des  x,  qui  sert  à  les  représenter  par  ses 
points,  s'appelle  axe  réel. 

III.  Le  nombre  x.  —  On  désigne  par  la  lettre  i  le  nombre  complexe 
(0,  1),  qui  correspond 

au  point  de  Oy,  dont 
l'ordonnée  est  1.  Son 
module   est   1,    et   son 


ai  -~  ^ 

i 
'"à 


CL- 


argument  ;^. 

Si     on    multiplie    un  / 

nombre  complexe  :  par  / 

i,   cela  revient  à  faire  '  i         i  ■     i? 

tourner     d'un     angle    '  -V/i'  G[  A> 

droit,  dans  le  sens  posi- 
tif, le    point   qui   a   ce  ^^ 
nombre  -  pour  affixe. 

Si  donc  a.  désigne  un 
nombre  réel,  (a,  0),  le 
produit  ai  sera  l'affixc 
du  point  de  l'axe  des  »/  dont  l'ordonnée  est  a;  en  d'autres  termes, 

ai  =  (0.  a), 

ce  qui  donne  une  notation  commode  pour  les  affixes  des  points  de 
l'axe  des  y. 

Puissances  de  i.  —  Cherchons  les  puissances  successives  de  i;  elles 
se  déduisent  de  /  par  des  multiplications  répétées  par  i.  Comme  i  est 
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l'affixe  du  point  H  du  cercle  Irigonomélrique,  et  que  les  multiplications 

en  question  sont  des  rotations  de  H- q,  on  obtiendra  successivement 

les  points  A,  B,  A;  c'est-à-dire  /-  =  —  1,  j'^=  —  t,  i^:^l,  et  si  on 
continue  ou  retrouvera,  dans  le  même  ordre,  les  points  B,  A',  B',  A, 
indéfiniment. 

Donc,  la  suih'  des  puissances  de  i  est  périodique,  la  période  étant 


—  1. 


i'  =  1 . 


Les  puissunces  impaires  sont,  alternativement,  i  et  —  i;  les  puissances 
paires  sont,  alternativement,  —  1  et  -h  i. 

Si  on  introduit  la  notation  usuelle  2  =  y/W  comme  synonyme  de 
z-=  \V,  on  peut  écrire  i  =  \ —  1,  puisqu'on  a  i^  =  —  1.  C'est  pour  cela 
que  i  est  appelé  souvent  le  symbole  imaginaire  \' — 1,  parce  qu'il 
désigne  le  résultat  (au  point  de  vue  des  nombres  complexes),  d'une 
opération  qui  n'a  pas  de  sens  au  point  de  vue  de  l'algèbre  ordinaire. 

On  dit  aussi,  pour  la  même  raison,  quantité  imaginaire  ^^  au  lieu  de 
dire  nombre  complexe.  L'axe  des  y  s'appelle  Vaxe  imaginaire;  les 
afiixes  de  ses  points,  c'est-à-dire  les  nombres  de  la  forme  ai,  s'appellent 
des  imaginaires  pures. 

IV.  Notation  définitive.  —  Les  notations  précédentes  permettent 
d'écrire,  avec  les  signes  usuels,  toute  quantité  complexe,  z  =  {x,  y),  en 

fonction  de  ses.composanles  x,  y.  II 
suffit  de  la  considérer  comme  la 
somme  de  celles  qui  correspondent 
à  ces  deux  composantes  : 

{x,y)  =  (x,0)-i-{0,y). 

La    première    étant    représentée, 
d'après  ce  qui  précède,  par  x,  et  la 
seconde  par  yi,  on  écrira  donc  : 
z  =  {x,y)  =  x-hyi  =  x-j-  iy. 

On  dira  que  x  est  la  partie  réelle,  et  iy  la  partie  imaginaire  de  la 
quantité  complexe. 

L'avantage  de  cette  notation  est  que,  les  quantités  complexes  étant 
ainsi  écrites,  il  n'y  a, plus,  d'après  ce  qui  précède  (n""  283  et  285), 
qu'à  calculer  avec  elles  par  les  règles  du  calcul  algébrique,  en  tenant 

(1)  On  emploie  souvent  ce  terme  pour  distinguer  les  quantités  complexes 
z  =  x-\-iy,  pour  lesquelles  y  n'est  pas  nul,  qu'on  appellera  spécialement,  imagi- 
naires, de  celles  pour  lesquelles  y  est  nul,  et  qui  sont  les  quantités^  réelles. 
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comple  seulement  des  simpliticalions  qui  résultent  des  valeurs  simples 
des  puissances  de  i:  en  vertu  de  quoi,  il  ne  reste  dans  les  résultats  des 
calculs  que  la  première  puissance  de  i:  et  on  pourra  les  ramener  à  la 
forme  u-hiv,  qui  donnera  la  quantité  complexe  (u,  v)  cherchée. 

On  remarquera  enfiD,  en  ce  qui  concerne  les  puissances  de  i.  que 
leurs  valeurs  résultent  de  la  seule  formule  i-  =  — 1,  et  des  règles  du 
calcul  algébrique.  Car  en  admettant  cette  formule,  on  a  : 

;3  =  t-.)=(—  1  )<  =  —  /:         r=zp.ï=z{  —  i)i=z--i-  =  —  [—i)^-hl. 
('^  i'.i  =  1  ,i  =  j,  etc. 

V.  Conclusion  générale.  —  On  peut  dire,  en  définitive,  au  point  de 
vue  de  la  pratique  des  calculs,  que  les  nombres  complexes  sont  des 
expressions  de  la  forme  x-\-yi,  où  x  et  y  sont  des  nombres  algébriques 
ordinaires,  et  où  i  est  une  lettre  spéciale;  et  que  les  calculs  sur  ces  expres- 
sions se  font  d'après  les  règles  du  calcul  algébrique  ordinaire,  à  cela  prés 
qnun  remplace  partout  i-  par  —  1. 

286.  Application  à  la  multiplication.  —  i    En  particulier  : 
{X -^ ig){x' ^  ig' )  —  xx' -^icg' -^  ix' y  ^  i-gy'  =  {xx'  —  gy' )^i{xg' ^gx' ). 

2°  On  peut  écrire,  dautre  part,  avec  les  modules  et  les  arguments, 
(p  cosw)  -i-  ?  (p  sinco)  =  ç(cosc.)-i-  i  sinw). 
Donc,  d'après  la  définition  du  produit, 

[o ,  cosoi  4-  i  sin  w)]  [s' icoso/  -i-  i  sin  w'  j  =  :s' [cos(c.j  -h  w')  -h  i  sin  [m  -f-  co'jj. 
Et,  en  particulier,  pour  ;  =  s'  =  1, 

(-4)      (cosoj  -h  i  sinoj)  cosw'  -+-  i  sino/,  =  cos  'w  -h  a>')  H-  i  sin(<o  -f-  <•/). 

Cette  formule  contient  les  formules  d'addition  des  arcs,  car  si  on 
effectue  le  premier  membre,  il  vient  : 

cosco  cosw'  —  sin(-)  sine/  -h  i(cosc.>  sinco'  -h  sino  cosw'). 
En  égalant  au  second,  on  conclut  bien  : 

cos(c.)  -r-  o/)  =  coso)  coso)'  —  sin  w  sin  o'  ; 
sin  (w +  (./)  =  cos  w  sin  (.)'  -i-  sinoj  cosw'. 

Formule  de  Moivre.  —  Pour  un  nombre  quelconque  de  facteurs,  on 
a,  de  même, 

[ûj(cosojj-i-  «  sinojj)]  [p,(cosco,-i-  isinco^i]  . . .  [p„(coso)„  -h  isinw,,)] 


a,o. 


1^2 


[cos(coj  -t-  oj^  -h  . . .  -h  w„)  -h  i  sin  (wj  H-  w^ 


El.  si  tous  les  facteurs  sont  égaux, 

[p(cosw-i-  i  sino)^"  =  p"(cosnco  4-isinno>); 


474  NOMimr.s  complexes 

d'où,  en  parliculier,  pour  ç  =  l, 

^5)  (ces i.)  -h  »  sin  co)"  =  cos» o  +  /  sin  »  co. 

C'est  ce  qu'on  appelle  la  formule  de  Moivrc. 

Elle  fournil  les  formules  de  mulliplicalion  des  arcs  par  un  entier  i> 

quelconque;  il  n'y  a  qu'à  eflVcluer  le  premier  membre  par  la  formule 

du  binôme,  en  remplaçant  les  puissances  successives  de  i  par  leurs 

valeurs  : 

.    .      ,                         .11,,..            n(n  —  1)       „  ^ 
(COSw  -h  l  SUUo)"  =  C0S"c.)  +  /  Y  COS""Vo  SUKo \^   ^        cos"    "o  sm-{o 

—  j  — ^ r—JAn COS"   •'o:)  sm^oi  -+-.... 

1.2.3 

Kn  égalant  au  second  membre  de  (')),  on  a  : 

»  (  »  —  1  )       „  »      •  •■> 
COS»(.)=  COS"(.) T~z, — ■  COS"''-co  sin-co  + 

»(n— l)(»  — 2)(;»  — 3)       „  ^       .   , 

—  cos"^*w  sin*^io — ... 


^  1.2.3.4 

n        „   ,       .            n{n  —  l)(n  —  2)       „  ,      .   , 
sm  /!  M  =  ,-  cos"~'  M  sin  m .    '  . ^cos"~Vo  sin''co  + 

n(n  —  1)  ...  (n  —  4)        „  ..       .   . 

H i— 'r ^^ '  cos"~-'w  sin-o)  — 

1.2....) 

En  parliculier  : 

(costo  4-  i  sinoj)^  =  cos3co  +  i  sin3co  =  cos^to  -f-  3i  cos-co  sinw  — 
—  3  cosco  sin-(-j  —  i  sin^oj 

cos3i.j:^cos\o — 3coscosin"\o::=:cos^o)  —  3costo(  1  —  cos-co)^4cos\o — 3C0S(» 
sin3oj=:  3  cos-(')  sinoj  —  sin^to  =  3(1  —  sin'-w)  sinco  —  sin''oj  = 

=  3  sin  oj  —  i  sin'oj. 

287.  Division.  —  La  division  est,  comme  en  algèbre  ordinaire,  l'opé- 
ration inverse  de  la  multiplication.  Le  quotient  ~  de  deux  nombres 
complexes  est  donc  un  nombre  complexe  ic  tel  que  l'on  ail  : 

(6)  irz  =  z'. 

Soient  o,  p'  les  modules,  o)  et  o/  les  arguments  de  z  el  ;'  qui  sont 
sujtposés  donnés;  et  soient  r  le  module  et  0  l'une  quelconque  des 
valeurs  de  l'argument  de  iv,  qu'il  s'agit  de  calculer.  L'égalité  (6) 
équivaut  à  rp  =  p',  o»  h-  0  :=  w'  -h  2A-7:.  Si  donc  on  suppose  p  7^  0,  on  en 

lire  r  =  ''--,  0  =:  0/  —  oj  -4-  2/i  r. 

Comme  0  n'est  défini  qu'à  un  multiple  près  de  2-,  on  peut  prendre 
simplement  0=:  w'  —  to;  et  on  conclut  : 
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La  division  par  une  quantité  complexe  non  nulle  est  possible,  et  d'une 
seule  inanicrr;  le  module  du  quotient  est  le  quotient  du  module  du 
dividende  par  le  module  du  diviseur;  Parrjument  du  quotient  s'obtient  en 
retranchant  iarcjunient  du  diviseur  de  Vanjument  du  dividende. 

Pour  f  =  0,  l'équation  rc^p'  est  impossil)le  si  p'  n'est  pas  nul;  et 
indéterminée  si  o  est  nul.  On  remarquera,  du  reste,  que  l'arpjument  de 
zéro,  (origine  des  coordonnées),  est  indéterminé. 

Donc  la  division  par  zéro  est  impossible,  à  moins  qu'il  s\ir/isse  de  la 

division  -  dont  le  résultat  est  entièrement  indéterminé. 

Cas  particulier.  —  Si  le  diviseur  est  réel,  le  calcul  direct  de  //•  est 
immédiat.  Soit  z=:x -^-iij,  z'  -i- x'  -\- iy' ;  h'  =  u  -i-iv.  Nous  supposons 
ici  y  :^0,  -  =  0:^;  on  a  donc  à  calculer  m  et  u  par  la  condition 


x{u  -h  iv)  =  x' 
I>'o(i  : 

xu  =  x' , 

Et,  par  suite, 


"J 


XV 


ou 


(xu)  -\-  i{xv)  =  x'  -+-  iy'. 


^V 


X        .  y 

X  X 


La  division  se  fait  donc  en  divisant,  par  le  diviseur  réel  donné,  la 
partie  réelle  et  le  coefficient  de  i  du  dividende. 

Quantités    conjuguées.    —     Par 
délinition,   la  quantité  imaginaire 
conjuguée  de 
z=:zx-hiy         est         -o^=^  —  %• 

La  conjuguée  de  z^  est,  par 
suite,  z.  Les  deux  quantités  conju- 
guées :,  Zf^  ont  même  module,  et 
des  arguments  égaux  et  de  signes 
contraires;  car  elles  sont  repré- 
sentées par  deux  points,  (.r,  y),  [x,  ■ 

Leur  produit  est  : 

;;i,  =  [x  -f-  1//)  {x  —  iq)  =  x'  —  a" .  iq  -\-iq  .x  —  i-.q-z=z 
=  x^-{-i).y~x'-^y\ 

Donc  le  produit  de  deux  imaginaires  conjuguées  est  le  carré  de  leur 
module  commun. 

Remarque.    —    On    a    inversement   x- -^~  y- =z  [x -\- iy)  (x — iy).    Il 
faut  rapprocher  cette  identité  de  celle  du  calcul  algébrique  ordinaire 


y)  symétriques  par  rapporta  Ox. 
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j-  —  if- z=  {x -^  y)  {x  —  y).  Elle  permet  de  décomposer  en  fadeurs  une 
somme  de  deux  carrés,  comme  celle-ci  permet  de  décomposer  en 
facteurs  une  différence  de  deux  carrés.  C'est  à  ce  fait  que  l'introduction 
des  quantités  complexes  doit  son  importance  capitale  en  Algèbre. 

11  importe  d'observer  que.  d'après  les  règles  du  calcul  des  quantités 
complexes,  ces  identités  subsistent  pour  des  valeurs  complexes  de  x  et  ij. 

Application  à  la  division.  —  Remarquons  que  wz  =  z',  est  équivalent 
à  ??!//•:  =  m:',  quel  que  soit  le   facteur  complexe   m,   non  nul.   Donc 

tv{mz)  =  {mz')    équivaut  à   wz  =  z';   c'est-à-dire   w=~   équivaut   à 


En  d'autres  termes,  on  ne  change  pas  la  valeur  d'une  fraction  à 
termes  complexes,  en  multipliant  ses  deux'termes  par  un  même  facteur 
complexe  non  nul. 

Cela  posé,  on  a,  pour  calculer  un  quotient  quelconque,  le  procédé 
pratique  suivant  : 

x'  -h  iy' (-r'  -I-  iy')(x  —  iy)  _  xx  -f-  yy'  -+-i{xy'  —  yx') . 

x-\-iy        {x-^yi)[x  —  iy)  x^-\-y'' 

d'où,  comme  le  dénominateur  est  réel, 

x'-{-iy'       xx  -\- xixi'       .xii'  —  xix 

W  = r2-  ^ ^  -I-  {     ^  ^  „     . 

x-hiy         x^-\-y-  x^-\-y- 


§  2.   —   APPLICATION  DES   QUANTITÉS   COMPLEXES 
A   LA  THÉORIE  DES   ÉQUATIONS 

288.  Équations  du  premier  degré.  —  Les  règles  du  calcul  algébrique 
et  les  propriétés  des  égalités  ayant  été  étendues  aux  nombres 
complexes,  la  théorie  de  la  résolution  des  équations  du  premier  degré 
peut  se  reprendre  mot  pour  mot.  Il  n'y  a  donc  qu'à  appliquer  aux 
équations  du  premier  degré  à  coefficients  complexes  les  méthodes 
usuelles  de  résolution,  (pour  une  ou  plusieurs  inconnues). 

289.  Équations  du  second  degré.  —  Nous  nous  bornerons  au  cas  des 
coefficients  réels;  et  nous  traitons  d'abord  le  cas  particulier  de  l'équa- 
tion :-=:C,  où  C  est  un  nombre  positif  ou  négatif,  c'est-à-dire  le 
problème  de  la  recherche  des  racines  carrées  complexes  d^n  nombre 
réel. 

1"  Si  C  =  0,  on  a  l'équation  :-:=0,  qui  ne  peut  être  vérifiée  que 
par  :  ^0;  car  :^  =  :.  :  ne  peut  être  nul  que  si  un  des  facteurs  est  nul. 
Donc  zéro  na  pas  de  racine  carrée  autre  que  zéro. 
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2°     Si  C  >  0,  on  peut  écrire  C=R^  en  désignant  par  II  la  racine 
carrée  arilliméli»jue,  R=  v'C'  de  C.  L'équation  devient 

:-  — R2  =  0,         ou        (;  — R)(3-hR)=0, 
t'o  qui  se  décompose  '"  en  :  —  R  =  0,  ;  -h  R  =  0.  Donc 
;  =  R,         ou         :  =  —  R. 

Ainsi,  un  novibre  positif  a  les  mêmes  racines  carrées  cpCcn  aUjèbre 
élémentaire. 

3°     .Si  C  <  0,  on  peut  écrire  —  C=  R-,  en  désignant  par  U  la  racine 
carrée  arithmétique,  R=r:y — C,  de  — C.  L'équation  devient  : 

;-^4-R'  =  0,         ou         (j  +  Ri)(s  — Ri)  =  0; 
ce  qui  se  décompose  en  :  —  Ri  =  0,  3-|-R/  =  0.  Donc 
3  ^  Ri         ou         c  =  — Ri. 

Ainsi   un   nombre   négatif  C  a  deux  racines  carrées  qui  sont  -h  iR, 
R  désignant  la  racine  carrée  arithmétique  de  la  valeur  absolue  de  C. 
Cela  posé,  pour  ^-ésoudre  Véquation  du  second  degré 
(1)  a-J-hbz-i-c  =  0 

où,  a,  è,  c  sont  des  quantités  réelles  données,  et  z  une  inconnue,  dont 
la  valeur  peut  èlre  complexe,  on  la  met,  comme  en  algèbre  élémen- 
taire, sous  la  forme  équivalente 

^"^  V^±al  ~      Aa'      ' 

et,    en    considérant  Z  =  :  +  ^r-  comme  inconnue,  on  est  ramené   à 

trouver  les  racines  carrées  du  second  membre. 

De  là  trois  cas  : 

1"     b-  —  Aac  =  0  :  solution  unique  (double)  Z  =  0, 

b 
ou  -  =  —  ^-  . 

2a 


2"     b-  —  4ac  >  0  :  deux  solutions  réelles  Z  =:  -h  - — ^^ — — 

2fl 


—  b-h  Jb-  —  Aac 

ou  2  = =^ 

2a 

30     f)-2  —  4qç  ^-  0  .  Jeux  solutions  imaginaires  Z  =  ±  i- — ^ 

—  b  ±:i  •sjAac  —  b^ 


ou 


*'—  2a 

Dans  ce  dernier  cas,  on  voit  que  les  racines  sont  imaginaires  conju- 


(1)  Pour  qu'un  produit  soil  nul,  il  faut  et  il  suffit  (jue  l'un  dos  facteurs  soit  nul. 
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guées.  Les  lliéorèmes  sur  la  somme  et  le  produit  des  racines  subsistent. 

Les  deux  racines  sont  de  la  forme 


^ 

-/       \   ^ 

Û 

JC 


b 


y-=zz„  = 


11  est  donc  facile  de  construire  les 
points  :  et  z^  qui  leur  correspondent, 

2a 
et  du  cercle 

c 


par  l'intersection  de  la  droite  0^  =  —  ç^ 


X'-  +  y-  = 


a 


290.  Infiniment  petits. 


Limites.  —  Continuité.  —  On  dit  qu'une 

quantité    complexe  z   tend    vers   zéro, 

lorsque  son  module    :]  tend  vers  zéro. 

On    remarquera    que    la    condition 

I  :  I  <  £  impose  au  point  z  la  condition 

d'être  à  l'intérieur  du  cercle  de  rayon  z, 

ayant  pour  centre  l'origine.  C'est  donc 

de  tels  cercles  qui,  pour  les  variables 

complexes,  remplacent  les  intervalles 

du   type  ( — £,  H- e)  qui   interviennent 

dans  les  questions  de  limites  pour  les 

variables  réelles. 

Ainsi  une  quantité  complexe  infiniment  petite  est  une  quantité  dont 

le  module  tend  vers  zéro.  Cette  définition  posée,  toute  la  théorie  des 

limites  et  de  la  continuité  se  développe 
pour  les  variables  complexes  comme 
pour  les  variables  réelles  '*>  (chap.  i,  et 
chap.  II,  §  1  et§2). 

On  observera  que  dire  de  :  qu'il 
tend  verse  signifie,  par  conséquent, 
que  :  —  c  tend  vers  zéro.  Or  si  on  a 
z  =  x-+-i>j,  c^a-h  ib,  on  a 


2/ 


.X 


Donc 


z  —  c^=x  —  a-h  ii;/  —  b), 
\z  —  c  =^{x  —  a)--h{!j  —  by. 

c\  est  la  distance  des  deux  points  z  et  c;  et  la  condition 


(1)  On  considère    comme    synonymes   les  mots  moilule  et  valeur  absolue;  donc  le 
module  d'une  quantilé  complexe  s'appelle  aussi  sa  valeur  absolue. 
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::  —  c\  <  s  impose  au  point  :  la  condition  d'rtre  à  Tinlérieur  du  cercle 
de  centre  c  et  de  rayon  e. 

De  plus,  la  formule  |  z  —  c  =  \,(x  —  a}--h{i/ —  à)-  montre  que,  pour 
que  z=^x  -hiy  tende  vei's  c^a-]-  ib,  il  faut  et  il  suffit  que  les  variables 
réelles  x  et  xj  tendent  simultanément,  et  respectivement,  vers  les  valeurs 
réelles  a  et  b. 

En  cfTet,  on  conclut,  de  cette  formule,  jx—al^j:  —  c\,el\y  —  b\^\z  —  c\, 
ce  qui  prouve  que  la  condition  est  nécessaire,  car  x  —  a  et  7  —  h 
tendent  vers  zéro  en  même  temps  que  :  —  c;  et  la  formule  montre, 
d'après  les  théorèmes  sur  les  limites,  que  |:  —  c\  tend  etlectivement 
vers  7-éro,  si  x  —  a  ei  y  —  b  tendent,  à  la  fois,  vers  zéro. 

Remarque.  —  La  représentation  graphique  des  fonctions  d'une 
variable  n'a  pas  d'analogue  dans  la  théorie  des  variables  complexes. 
Si   la  variable  com-  « 

plexe  w=^u-{-  iv  est        ^ 
fonction  delà  variable 

complexe  z-=.x-\-iy,  ^ 

il  faut  entendre  par 
là  qu'à  toute  valeur 
de  :  correspond  une 
valeur  de  ic.  Si  on  re- 

présente:et/rcomme         q  x 

les  affixes  de  deux 
points,     dans    deux 
plans    dilTérents,    à  chaque  point  z  du  premier  plan   correspond  un 
point  //'  du  second  plan. 

L'image  géométrique  d'une  fonction  de  variable  complexe  est  donc  une 
correspondance  entre  les  points  de  deux  plans. 

Exemples  :  La  fonction  w  =  cr  définit  une  Iranaformalion,  composée  d'une  rotation  et 
d'une  liomothétie  {n"  283).  La  fonction  w^z-\-c  définit  une  translation,  puisqu'on 
passe  du  point  z  au  point  w  en  construisant,  à  partir  du  point  z,  un  vecteur  équipollent 
au  vecteur  qui  représente  c.  Par  suite,  la  fonction  w  =  cr -)- c'  représente  une 
transformation  par  similitude,  puisqu'elle  est  composée  d'une  translation,  d'une 
rotation,  et  d'une  homothétie. 

291 .  Polynômes  et  équations  algébriques.  —  Un  polynôme  entier  en  :, 
à  coefficients  complexes,  est  une  fonction  continue  de  :-.  Cela  résulte, 
comme  pour  les  variables  réelles,  des  théorèmes  sur  les  infiniment 
petits  et  les  limites.  Donc  la  condition  d'identité  de  deux  polynômes;  et, 
par  suite,  la  théorie  des  opérations  sur  les  polynômes,  y  compris  la 
théorie  de  la  division,  (chap,  II,  >;  2),  s'appliijue  au  cas  des  quantités 
complexes.  En  particulier,  nous  pouvons  énoncer  le  théorème  suivant  : 


a) 
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Théorème  I.  —  l'our  qu'un  polynôme  V{z)  soit  divisible  par  z  —  r,  il 
faut  et  il  suffît  que  c  soit  r'ocine  de  l'éipialion  F(:)  =  0,  c^'st-ù-dire 
annule  F(:). 

Ce  théorème  forme  le  fondement  de  la  théorie  générale  des  équa- 
tions alj;éhriqiies.  avec  le  théorème  suivant,  que  nous  admettrens  : 

Thkorème  II  (dit  tltévrhne  de  Ihilemberl).  —  Toute  équation  algé- 
brique *>  F(:;=:0  à  cuef/icients  réels  ou  complexes,  a  au  moins  une 
racine,  réelle  ou  complexe. 

Ces  deux  théorèmes  étant  posés,  soit  F(3)  =  0  une  équation  algé- 
lirique  de  degré  n.  Daprès  le  théorème  11,  elle  a  au  moins  une  racine  : 
soit  ;=:c,  cette  racine.  D'après  le  théorème  I,  on  a  alors 
F(:)  =  (:.-c;)F,ù), 

et,  puisque  F  est  de  degré  »,  F,  est  de  degré  [n  —  1). 

En  appliquant  à  F,(;)  les  mêmes  théorèmes,  on  écrira  de  même, 
Cj  étant  une  des  racines  de  F,„.Fj(:)  =  (:  —  cJF^I:),  et  ainsi  de  suite, 
jusqu  ace  qu'on  arrive  aune  identité  delà  forme  F„_i  (:)  =  (:  —  c„)F„(z), 
où  F„(:)  sera  de  degré  zéro,  c'est-à-dire  sera  une  constante  C. 

On  a  donc,  successivement, 
Fi:.,  =  ,:_c,)F,(z),     F.C)  =  (:  -  ç)F,(:.),     ...,  F„_.(:)=:  (:  -  cjC; 
d'où  on  conclut  l'identité 

(3)  F(:.)=:C.(:  — c,)(:  — c,)  ...  (:■  — cj. 

On  constate  enfin,  par  identification,  que  C  est  le  coeflicient  de  :" 
dans  le  polym'ime  Fc).  D'où  le  théorème  : 

Théorè.me  111.  —  Tout  polynôme  de  degré  n  en  z  est  le  produit  du 
roef/icient  de  son  premier  terme  par  >i  facteurs  binômes  de  la  forme  {z  —  c). 

Cette  décomposition  est,  de  plus,  caractérisée  par  les  propriétés 
suivantes. 

Pour  qu'une  valeur  de  :  annule  F,  il  faut  et  il  suffit  qu'elle  annule 
l'un  des  facteurs  du  second  membre  de  (3).  Donc  c^,  r.,,  .  . .,  c„  sont 
les  racines  de  F(:),  et  il. n'y  en  a  pas  d'autres. 

Si  certaines  de  ces  racines  sont  égales,  on  écrira,  en  groupant  les 
facteurs  correspondants, 

(  4)  Viz)  =  C{z  —  c^)"''(z  —  c.,)"'-- . . .  (:  — o.)'"'',  {rn^-^m.,-^  .  .  .  +w,,=  «); 

et  les  seules  racines  de  F  sont,  ici,  Cj.  c.,,  ...  Ci.,  qui  sont  supposées 
distinctes. 

(1)  Une  équation  alg-ébrique  est  une  équation  F(r)  =  0.  dont  le  premier  membre 
est  un  polynôme  entier;  le  degré  de  ce  polynôme  e.-^t  appelé  le  degré  de  l'équation. 
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On  peut  écrire,  en  parliculier,  celle  idenlilé 

F(z)  =  (2  — c,)""<I.(c),         avec         >1>{z)  =  CAz  — c, }"'-.. .  (--o,)'"*; 
de  sorte  que  F(2)  est  divisible  par  (:  —  Cj)'"'. 

Il  ne  lest  pas  par  une  puissance  supérieure  de  {z  —  c,).  Car  si  on 
avait  F(:)  =  (:  —  c^)"'''^•l(z),  on  en  conclurait, 

(:  — c,r'<l'{3)  =  (:  — c,r+'.f(:),         d'où         .].(;)  ==(:_c,). ],(:); 
mais  alors  c,    serait  une  racine  de  <I'(3);  et  ce  serait  en  contradiction 
avec  la  définition  de  <!',  où  on  voit  que  ses  seules  racines  sont  c.j,  . . .  c/,. 

F(:)  ('tant  divisible  'par  (z  —  c^)"'\  el  non  par  (z  —  c,)'"-^',  on  dit  que  r, 
est  racine  multiple  d'ordre  7n^  de  F(:),  ou  de  Vè^iualion  F(2)i=0,  (com- 
parez, n°  130).  Nous  pouvons  donc  énoncer  : 

Théorème  IV.  —  Dans  toute  décomposition  de  F(z),  de  la  forme  (4), 
les  quantités  t/,,  supposées  distiyictesy  sont  les  racines  de  F  (a?),  et  les 
exposants  m^  sont  les  ordres  de  multiplicité  de  ces  racines. 

Il  en  résulte  qu'wne  telle  décomposition  n'est  possible  que  d'une  seule 
manière,  puisque  tout  y  est  déterminé  sans  ambiguïté  :  C  (jui  est  le 
premier  coeflicient  de  F(:);  Cj,  ...,  r/,,  qui  sont  ses  racines  diiïérentes; 
m,,  . . . ,  ?7i/,,  qui  sont  les  ordres  de  multiplicité  respeclifs  de  ces  racines. 

Nous  sommes  ainsi  parvenus  au  théorème  fondamental  qui  résume 
tous  les  précédents  : 

Théorème  fondamental.  —  Tout  polynônte  F  (s)  à  coefficients  réels 
ou  imaginaires,  est  déromposable  en  un  produit  de  facteurs,  de  la  forme 

(4)  F(=)  =  C(:  -  .•)-(.  -  c,)-  ...{z-  r,)'"s 

où  Cp  c,,  ...,  o,  sont  des  nombres  diiTérenls,  réels  ou  imaginaires, 
el  où  7»,,  m,,  ...,  în,,  sont  des  exposants  entiers  positifs;  et  cette 
décomposition  n'est  poss^ible  que  d'une  seule  manière.  La  somme 
'/',  -h  m^-h  .  . .  -|-??i/,  est  égale  au  degré  n  du  polynôme,  el  C  est  le  coeffi- 
cienl  de  x"  dans  le  polynôme.  Les  nombres  c^,  c.,.  . .  .,  c,.  sont  les  racines 
du  pol)jnôme;  nl^,  m.^  ...,  mu  en  sont  les  ordres  de  multiplicité  respectifs. 

Remarque.  —  La  décomposition  précédente  est,  dans  la  théorie  des 
polynômes  entiers,  l'analogue  de  la  décomposition  des  nombres 
entiers  en  facteurs  premiers;  el  c'est  la  généralité  et  la  simplicité  de 
ce  résultat  qui  justifie  l'inlroduclion  des  quantités  complexes  dans 
l'algèbre  des  polynômes. 

292.  Cas  des  polynômes  à  coefficients  réels.  —  Si  le  polynôme  F  (s) 
est  à  coefficienls  réels,  sou  premier  coefficient  C  est  réel,  mais  ses 
racines,  c,,=iau-h  ib,,  peuvent  être  complexes  ou  réelles;  pour  celles 
qui  seraient  réelles,  on  aurait  ^/,  =0. 
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Si  dans  le  second  membre  de  ridentilé  (4),  on  remplace  c^,  r.,,  . . .,  Ca 
par  ces  \aleurs  a^-hib^,  a, -i-j7>.,,  ...,  ak-\-il>h,  et  si  on  efTeclue  tous 
les  calculs  (sans  loucher  à  la  lettre  :),  en  remplaçant  i-  par  ( — 1), 
on  d(»il  reloml)or  sur  le  premier  membre,  F(:),  de  Tidenlilé.  Donc  i 
disparait  du  résultat. 

Il  en  résulte  qu'on  obtiendrait,  dans  ce  calcul,  le  même  résultat  !•(:), 
si  on  remplaçait,  dans  les  données,  o^-\-ib^,  (i.,-i-ib,,  ...,  ak-hib,,^ 
i  par  J  =  —  J.  Car  on  a  j^=  { —  if  =  —  1.  de  sorte  que  le  nouveau  calcul 
ne  dillererait  du  premier  que  par  ce  changement  de  notation  :  i  remplacé 
partout  par  y.  11  en  serait  donc  de  même  pour  les  résultats  des  deux 
calculs.  Mais  comme  i  disparaît  du  premier,  j  disparaîtrait  du  second  : 
les  deux  résultats  seraient  donc  les  mêmes.  En  d'autres  termes,  si  on 
désigne  par  cl  la  quantité  conjuj^'uée  de  <?/,,  c"  =  «/,  —  ib/,,  en  même 
temps  que  l'identité  (i),  on  aura  l'identité  : 

(5)  F(;)  =  C(;-cî)"''(:-c^'r=...(=-c»)"\ 

On  en  conclut  le  Ihéoième  suivant  :  5J  une  des  racines  d'un  poly- 
nôme à  coefficients  réels  esl  une  quantité  complexe  imaginaire,  sa 
conjuguée  est  aussi  racine  de  ce  polynôme,  et  auméme  ordre  demultiplicilé. 

Supposons,  en  effet,  que,  dans  la  formule  (4),  c^,  par  exemple,  soit 
imaginaire.  Son  ordre  de  multiplicité  est  m^.  Kl  l'identité  (5)  montre 
que  (•','  est  aussi  racine,  et  que  son  ordre  de  multiplicité  est  aussi  /^îj. 

(C.  Q.  F.  D.). 

Cela  posé,  on  pourra,  dans  la  décomposition  (4),  grouper  ensemble 
les  facteurs  (:;  — c,.)'"*,  (:  — cl)'"*,  qui  correspondent  aux  couples  de 
racines  imaginaires,  deux  à  deux  conjuguées,  -de  l'équation;  en  suppo- 
sant, bien  entendu,  que  les  racines  ne  sont  pas  toutes  réelles.  On 
obtient  ainsi  un  facteur  de  la  forme 
l^(.^c,^r^-cl)P  =  [iz-a,--ib,)(z-a,-hib,)]^''^==[(z-a,f-+-bl^^^^ 

(•"est-à-dire  de  la  forme  {z^ -\- pz-h  g)'"",  le  trinôme  z^-{-pz-i-g  étant 
un  trinôme  à  racines  imaginaires,  ip-—  iq  <  0). 

On  a  ainsi  la  forme  de  décomposition,  en  quantités  réelles,  d\in 
polynôme  F{z),  a  coefficients  réels,  en  facteurs  premiers'^^K 

(6)  F(:)  =  c.n(s  — fl)«.n(2'-+-/32  +  9)\ 

où  c  est  toujours  le  coefficient  de  la  plus  haute  puissance  de  :  dans  le 

(1)  Comparer  avec  la  deuxième  partie  du  Cours,  Calcul  intégral,  n"  300,  où  on 
trouvera  des  exemples.  On  dit  que  le  facteur  z^ -+- pz  +  q  est  un  facteur  premier, 
au  point  de  vue  des  quantités  réelles,  dans  le  cas  p^  —  4q  <  0,  parce  qu'il  ne  peut  pas 
se  décomposer  en  facteurs,  à  coefficients  réels,  de  degré  moindre. 
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polynôme;  où  la  lettre  11  indique  un  produit  de  facteurs  analogues 
au  facteur  qui  la  suit;  où  o,  /),  7,  sont  des  nombres  réels,  et  où  %  et  À 
sont  des  exposants  positifs. 

Bien  entendu,  suivant  les  cas,  les  facteurs  binômes,  ou  les  facteurs 
trinômes  peuvent  faire  défaut. 

Il  résulte  enfin  de  ce  qui  précède,  que  la  forme  (6)  de  décomposition 
n'est  possible  que  d'une  seule  manière,  car 

==-^,.  +  ,  =  (:  +  f)%(-,-'|= 

se  décompose  inversement  en  un  produit  de  deux  facteurs  binômes 


(=-f--\A/-'l)(=-^V''-f)'    ■ 

de  sorte  qu'on  repasse  de  la  forme  (6)  à  la  forme  (4),  qui  est  unique, 
en  remplaçant  chaque  trinôme  z'--^pz-{-q  par  le  produit  des  facteurs 
binômes  :  —  a  —  ib,  z  —  a  4-  ib,  ou  z  —  c,  z  —  c"  correspondants. 

Nous  pouvons  donc  conclure  par  le  théorème  suivant,  qui  constitue, 
pour  les  polynômes  à  coefficients  réels,  la  forme  précise  du  théorème 
fondamental  du  numéro  précédent. 

Théorème  fondame.ntal.  —   Tout  polynôme  à  coefficients  réels  F(:) 
peut  se  décomposer  en  un  produit  de  fadeurs  réels  de  la  forme  : 
(6)     F(z)  =  Cn(s- a)'-'-.n(sï  +  p2  +  7)S       avec      (p^  —  \q<Q)\ 

et  ne  peut  l'être  que  d'une  seule  manière.  Les  nombres  a  sont  les  racines 
réelles  du  polynôme,  les  nombres  a  en  sont  les  degrés  de  multiplicité 
respectifs.  Les  couples  de  racines  imaginaires  conjuguées  sont  les  rucinei 
des  trinômes  z^ -h pz-\-q.  et  les  nombres  a  en  sont  les  degrés  de  mulli- 
plirité  respectifs  (les  mêmes  pour  deux  racines  d'un  même  couple  . 

§  3.  —  APi'LICATION  DES  UUAXTITÉ.S  COMPLEXES 
A  LA  REPHÉSENTATION  DES  FONCTIONS 

293.  Séries  à  termes  complexes.  —  La  convergence  et  la  somme 
d'une  série 

(i)  Cj-f-r,^  ..  . +c„+ ...,         (r„  =  r/,,+  i6„), 

à  termes  complexes  c„  ^  a„  4-  ib,^  se  définissent  comme  pour  les  séries 
à  termes  réels  (chap.  v).  La  série  est  convergente  si  la  somme 

(2)  ,9,.  =  CjH-r,H- ... +c„ 

tend  vers  une  limite  S  =  .\  H-  jB,  pour  n  infini,  et  cette  limite  est  dite 
alors  la  somme  de  la  série;  de  sorte  que  l'on  écrit 

S  =  '■,  H-  c,  -h  .  . .  4-  r„  +  : .  . . 
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Or  on  a 

s„  =  u?,  -h  ih^)  -f-  (flj  -f-  ib^)  -f-  . . .  4-  (a„  H-  i6„)  =  o,  -f-  o,  +  . . .  -h  ^„ 
-t-i(6,-f-6,H-  ...  +6J, 


ou 


ît)„ 


t/„  et  y„  ctanl  respecliveinonl,  les  sommes  des  /)  premiers  termes  des 
séries  à  termes  réels. 

(3)      a^-hn..-h  ...  -ha„-h  ...,  6, -f- 6,4- .  . .  +  6„  4- 

Or,  dire  que  s„  tend  vers  S  équivaut  à  dire  (  n"  290),  que  u»  tend  vers  A 
et  que  i'„  tend  vers  B.  Donc  dire  que  la  série  (1)  est  convercjenie  équivaut 
à  dire  que  chacune  des  séries  (3),  foiinées  par  les  parties  réelles.,  et  par 
les  coefficients  de  i.  des  termes  de  la  série  (i  ),  est  convergente;  et  si  A  et  B 
sont  les  sommes  de  ces  deux  séries,  A-f-iB  est  la  somme  de  la  proposée. 

Séries  absolument  convergentes.  —  Cela  posé,  supposons  que  la  série 

W  k,  I  H- |c,| +-...-+- |c„|+ ..., 

formée  avec  les  modules  des  termes  de  la  série  (1),  soit  convergente. 
11  en  sera  de  même  de  chacune  des  séries 

(:i)    to,  i-hlo.,;-!- ... -i-|a„i-|- .  . .,       \h,  -\-\b.,\-h  ... -^\b,A-h  .. ., 


car,  à  cause  de  \Cn\  =  >Ja'n-h  bi,  on  a  fl„l^|  c„  |,  !/>»,.  1^1  c„i.  Donc  les 
séries  (3)  seront  absolument  convergentes;  et  la  série  (1)  sera,  par 
suite,  convergente  aussi. 

Ainsi,  si  la  série  formée  avec  les  modules  des  termes  d'une  série  (1)  est 
convergente.,  il  en  est  de  même  de  cette  série  (1)  :  on  dira,  ici  encore.,  que 
cette  série  (1)  est  absolument  convergente. 

294.  Séries  entières.  —  Comme  on  le  fait  dans  l'analyse  des  variables 
réelles,  on  peut  employer,  soit  pour  représenter  des  fonctions  connues 
d'une  variable  complexe  :,  soit  pour  en  définir  de  nouvelles,  des  séries 
entières,  c'est-à-dire  de  la  forme  : 

(6)  c„  -t-  c,:  4-  c^:-  -¥...-¥-  c„;"  + 

Par  exemple,  on  a.  pour  1  :  |  <  1.  la  formule 

(7)  ;=  1-4- ;-f-;--l- ...-+-:"-!-..  . 

qui  donne  la  somme  d'une  progression  géométrique  illimitée.  Elle 
s'établit,  comme  pour  le  cas  de  :  réel  (n"  60).  car,  d'après  les  règles 
du  calcul  algébrique,  on  a  encore 

\ -Il 

l  +  :  +  :^+...4---'  =  i -, 

1  —  z 
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et  |3"|  =  î:i"  lend  vers  /éro  si  |:|<1,   et  devient  inlini  si  |:|>1, 
lorsque  n  devient  infini. 

Le  Ihéoième  du  numéro  133  s'énonce  ici  :  A  loulc  srrie  entière  (G) 
corrcspund  un  nombre  positif  R  tel  que  la  série  est  absolument  conver- 
gente pour  I  s  j  <  R,  et  divergente  pour  ,  ;  j  >  R. 

Si  on  trace  le  cercle  de  centre  0  et  de  rayon  R,  qu'on  appelle  cercle 
de  convergence,  Ténoncé  précé- 
dent exprime  que  la  série  est 
absolument  convergente  pour 
tout  point  -  intérieur  à  ce  cercle 
et  divergente  pour  tout  point 
extérieur.  On  ne  peut  rien  dire 
de  général  pour  les  points  situés 
sur  la  circonférence  du  cercle. 

Si  la  série  (6)  est  à  coeffi- 
cients réels,  le  cercle  de  conver- 
gence est  le  cercle  décrit  sur 
['intervalle  de  convergence,  qui 
correspond  au  cas  où  :  est  réel, 
comme  diamètre. 

La  démonstration  du  théorème  précédent,  qui  résulte  de  la  compa- 
raison de  la  série  (G)  à  la  progression  géométrique  (7),  se  fait  comme 
celle  du  numéro  145.  Pour  la  série  (7),  le  rayon  du  cercle  de  convergence 
{ragon  de  convergence),  est,  efTectivement,  R=l.  d'après  ce  qu'on  a 
vu  ci-dessus. 

Les  théorèmes  sur  le  calcul  des  séries  entières,  du  numéro  139  (addi- 
tion, multiplication),  s'étendent  au  cas  des  séries  à  termes  complexes. 
Les  démonstrations  du  numéro  139  et  du  numéro  147  s'appliquent  en 
effet  à  ce  cas. 

295.  Dérivées  des  fonctions  d'une  variable  complexe.  —  La  dérivée 
d"une  fonction  V{z)  de  la  variable  complexe  :  se  définit  comme  pour 
les  variables  réelles. 

Les  règles  du  calcul  des  dérivées,  conséquences  des  règles  du  calcul 
algébrique  et  des  théorèmes  fondamentaux  sur  les  limites,  subsistent 
telles  quelles;  et  en  particulier  le  théorème  des  fonctions  de  fonctions 
s'applique  encore. 

La  définition  des  difrérenlielles  est  aussi  la  même  (jne  pour  les 
variables  réelles 

d'.'{z)  =  F'{z).lz; 
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et  los  rôp;los  du  calcul  dilTérenliel  subsistent,  sans  cliangemenl,  pour 
le  cas  des  varialtles  complexes. 

/{f)nar(jHi'  I .  —  Soit  :  =  a-4-«j/;  la  fonction  F(:)  a.  comme  valeur 
correspondante,  une  valeur  complexe  w:=u-^ii\  Celte  valeur  étant 
déterminée  dès  que  la  valeur  de  :  est  donnée,  il  en  résulte  que  m  et  u 
sont  deux  fonctions  déterminées  Ae  x.y;  soit  u  =^\^{x,  y),  v=:\{x,  y). 
Ainsi  loutp  fonclimi  i'"(:.)  do  z^x  -h  iy  est  de  la  forme  : 

(8)  F(a?-|-jj/)  =  U(.r,  y)^i\[x.  y). 

Si  nous  supposons  qu'elle  a  une  dérivée,  elle  aura,  d'après  le 
théorème  des  fonctions  de  fonctions,  une  dérivée  par  rapport  à  a;,  et 
une  dérivée  par  rapport  à  _;/;  il  en  sera,  par  suite,  de  même,  des  fonc- 
tions U  et  V;  et  on  aura,  en  prenant  ainsi  les  dérivées  des  deux 
membres  de  (8),  par  rapport  à  x  et  par  rapport  à  y  : 

(ÎM 

(10) 

On  en  conclut  lidenlité 


F' (a 

+ 

■.'/)  = 

=i-' 

?x  ' 

iF'lccH- 

\y)^ 

lité 

\^x 

-hî 

:'X  j 

?x  ~ 

^y 

î 

^y 

?x 

doLi 

(il) 

On  voit  par  là  qu'une  fonction  (8).  qui  sérail  composée,  arbitraire- 
ment, avec  deux  fonctions  U  et  V  quelconques,  naurail  pas  de  dérivée. 
Au  contraire,  celles  qui  sont  fourni(!s  par  des  expressious  algébriciues 
explicites  ont  des  dérivées,  comme  il  résulte  des  règles  mêmes  du 
calcul  des  dérivées. 

On  appelle  fonctions  analytiques  les  fonctions  d'une  variable  com- 
plexe qui  ont  des  dérivées  :  ce  sont  les  seules  qui  oflrent  de  l'intérêt. 

liemarque  2.  —  Les  formules  (9)  et  (10)  montrent  que  si  la  dérivée 

^M    ?U    c"*V    ?V 

dune  fonction  F(:)  est  nulle,  les  dérivées  partielles  — ,  ---,  — ,  — 

'  '^  ^x    :>y    :>x     ?7 

sont  aussi  nulles.  Si  donc  la  dérivée  de  F(î)  est  identiquement  nulle, 

les  dérivées  partielles  de  U  et  V  sont  nulles;  de  sorte  que  U  et  V  sont 

des  constantes,  et  par  suite  aussi  F  est  une  constante.  Réciproquement, 

d'après  le  calcul  des  dérivées,  si  F  est  une  constante,  sa  dérivée  est 

nul  e. 

Donc,  pour  quune  fonction  analytique  de  variable  complexe  se  réduise' 

à  une  constante,  il  faut  et  il  suffit  que  sa  dérivée  soil  nulle  identiquement. 
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Dérivée  d'une  série  entière.  —  Le  théorème  fondamental  sur  la 
dérivation  des  séries  entières  (n°  135)  subsiste  pour  les  séries  à  termes 
complexes.  La  démonstration  du  numéro  146  s'applique,  en  effet,  à  ce 
cas.  Ainsi  les  séries  à  termes  complexes  représentent  des  fonctions 
analytiques  d'une  variable  complexe. 

On  démontre  que,  réciproquement,  les  séries  entières  constituent 
un  mode  de  représentation  applicable  à  toutes  les  fonctions  analy- 
tiques. 

Les  séries  correspondantes  ont,  comme  on  Ta  vu  au  numéro  135, 
nécessairement  la  forme  de  la  série  de  Mac-Laurin 

F(:0=r(O)^j-FHO)  +  j^F''(O)  +  ...+:j-^^F''(O;+...; 

ou,  plus  généralement,  la  forme  de  la  série  de  Taylor 

K(,)  =  F(:J+i^F'(g+ii=|^V''(:J+...+^î^^ 

qui  correspond  à  la  représentation  de  la  fonction  dans  le  voisinage 
d'une  valeur  z  =  Zp  quelconque,  et  non  pas  seulement  à  sa  représenta- 
tion dans  le  voisinage  de  la  valeur  :  =  0''  . 

296.  Intégration.  —  L'intégration  est.  pour  les  variables  complexes, 
comme  pour  les  variables  réelles,  l'opération  inverse  de  la  dérivation 
(n"  128).  Ici  encore,  en  vertu  de  la  remarque  2  du  numéro  280,  la 
primitive  de  F(:;)  n'est  définie  qu'à  une  constante  additive  près. 

Le  théorème  sur  l'intégration  des  séries,  étant  une  conséquence  du 
théorème  sur  leur  dérivation  (n°  137),  subsiste  donc  pour  les  séries 
entières  d'une  variable  complexe. 

297.  La  fonction  e'^  pour  :  complexe.  —  La  série  eniière 

(12)  1  +  T-+     " 


1    '   1.2   '   1.2.3   '      ••    '   1.2, 


est  absolument  convergente  pour  toute  valeur  complexe  de  :;  car  la 
série  des  modules  de  ses  termes  est 

1  H-  T-  +  i-ci  4 


1     '   1.2   '   1.2.3 1.2...n  ' 

qui  est  convergente  pour  toute  valeur  de  |  z    (n"  70). 

Elle  a  pour  somme  e=,  pour  z  réel.  On  la  prend  comme  définition  de 

(I)  f)o  di'monlre  ([ue.  pour  les  foncliois  de  variables  complexes,  l'existence  de  la 
dérivée  première  entraine  celle  de  toutes  les  dérivées  successives.  En  d'autres 
termes,  si  un-  fonclion  F(r)  esl  analytique,  sa  déricéj  est  aussi  analyttque. 
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a  foiu'lion  »•-.   pour  :  complexe.  Ainsi,  o«  a,  par  définition,  tiuel  que 
soil  :,  complexe, 

(13)        e==l+i  +  ^-:^  +  j-^+...+j-^-h.... 

Si  on  prend  la  dérivée  de  la  série  (12),  on  retrouve  celle  même 
série,  car  la  règle  de  dérivalion  des  séries  donne  : 

\  ••)•  •\'i  11-"-' 


1       1.2  '   1.2.3^  ■■•  ^1.2.3. ..(n  —  1).»^ 

qui  se  réduil  bien  à  (12),  après  simplifications. 

Donc  e-  est  une  fonction  anah/tique,  dont  la  dérivce  est  e-. 

Théorème  d'addition  :  e=.e=' =  e=+-'. 

En  elFet,  la  multiplication  de  la  série  (13)  et  de  la  série 

(14)        e-''=i~^\  +  ^  +  -^+...+^^-^^^-A-.. 

peut  se  faire  en  multipliant  les  deux  séries  entières  en  / 
zt       z^l-  :;"/" 


1^1.2^  •••  ^1.2...» 
z't       z'-l^  2'"P 


1    '    1.2 1.2...» 


et  en  faisant  <  =  1  dans  le  résultat.  Le  terme  indépendant  de  /  dans 
le  produit  est  1;  et  le  terme  en  i"  est,  d'après  la  règle  du  numéro  139, 

[-n  -H— t  -'  -)i— 2  -'2 

1.2...»^  1.2. ..(n—1)  •  ï  ~^  1.2. ..(«  —  2)  •  O  "^  •  •  • 

"'"l.2...(n— A-)  •  1.2.../."^  •••  ~^1.2...//J' 
c'est-à-dire  : 


1.2...» r     ï"  1.^2   "   - +••• 

ri(>7  — 1)...(»— /c-f-1)  .„_,.,,,  .,1 

"^  1.2. ..^"  -      .+...+.   J 

ou  enfin 


P(: 


1.2. ..n 

En  faisant  /=:1,  on  a  donc,  pour  le  produit  des  séries  (13)  et  (14), 

ce  qui  démontre  le  théorème. 
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298.  Relations  entre  la  fonction  exponentielle  et  les  fonctions 
trigonométriques.  —  Lu  furmule  de  dOliiiiliou  (13)  donne,  pour 
z^iii,  u  élanl  supposé  réel, 

,„ .       iu        u-  iu^  M*  vi^ 

^  ~  "^ T  ~ o ~ îTO "^  1 .2.3.4 "^ r.^X5  —  •  •  • 

Car  i- =  — l,  i^  =z  —  j,  i*:=l.  i'^  =  i,  etc.  On  a  donc,  en  groupant 
les  termes  réels  et  les  termes  imaginaires, 

^  ^\  r:2"^i. 2.3.4  ~  ••  V"^"^î  Î7273^'0.3.4.5  '  '  '  )' 
Les  .signes  étant  alternés  dans  les  deux  parenthèses,  la  première  ne 
contenant  que  les  termes  de  degré  pair  du  développement  en  série  de 
e",  et  la  seconde  les  termes  de  degré  impair,  on  reconniiil  clans  ces 
deux  parenthèses  les  développements  en  séries  de  cosw  et  de  sinit 
{n"  132).  On  a  donc  la  formule  fondamentale 

(15)  e"'^cosM +  i  sinw. 

Expression  de  e-,  pour  z  =a^-h  iy.  —  La  formule  que  nous  venons 
d'obtenir  fournil  l'expression  de  e'"'^'"  au  moyen  de  l'exponenliellc  et 
des  fonctions  trigonométriques  réelles.  Car,  à  cause  du  théorème 
d'addition,  et  de  celle  formule  (lo),  on  peut  écrire 

e=  ^=  e^+'y  :^  e-^.  e'y  ^  e'^(cos  ly -f- i  sin  y). 
Donc  : 

(16)  e-^+'''  =  e^(cosî/ -h  isin  (/). 

Remarque.  —  On  pourrait  prendre  celte  formule  (IG)  comme 
définition  de  l'exponentielle  imaginaire;  en  se  servant  des  propriétés 
des  exponentielles  et  des  fonctions  trigonométriques  réelles,  on  en 
conclurait  sans  peine  son  théorème  d'addition. 

Formules  d'Euler.  —  Inversement,  la  formule  (15)  permet  d'expri- 
mer les  fonctions  trigonométriques  réelles  au  moyen  d'exponentielles 
imaginaires.  On  peut  d'abord  y  changer  u  en  —  u,  ce  qui  donne 

(17;  fr"'=:C0SM  —  isinw. 

Et  Ton  déduit  ensuite  de  (15)  et  (17),  par  addition  et  soublraction, 
les  form,ules  d'Euler  : 

(18)  cosur= ^ ,        sinif  = tT ' 

qui  fournissent  les  expressions  annoncées. 

Remarque.  —  L'intérêt  de  ces  formules  (18),  ou  des  formules  équiva- 
lentes (15)  et  (17),  est  quelles  contiennent  implicitement  toutes  les 
formules  de  la  trigonométrie,  qui  se  trouvent  ramenées,  par  là,  au  seul 
théorème  d'addition  de  l'exponentielle. 
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Il  suffira,  pour  s'en  rendre  compte,  de  montrer  qu'elles  entraînent 
la  relation  cos-m  +  sin-/<  z=  1,  et  les  formules  d'addition  des  arcs. 
Voici  la  vérification  : 

1°  cos-M  -h  sin'u  =  (cosM  -f-  i  sinu)  (cosm  —  *  sinîi)  = 

:=  e'" .  e~'"  =  e'"-  '"  =  e"  =  1 . 

1 

2»  (19)        cos(MH-y)=^[e"'+^')-|-e-'"+'], 

(20)  sin  [u  -f-  u}  =  ^ [e'  "+'■'  —  e-'''"+'']. 

Or 

giiii+r  __  gi..+.i  __  e"'.e'i=(cosu-t-?  sin  m)  (cosy  -h  ?  sini-) 

=  cos  u  cos  V  —  sin  w  sin  y  H-  i  (cos  u  sin  u  -i-  sin  u  cos  v)  ; 
et,  en  changeant  u  en  —  u,  v  en  —  v 

g-i  u-f-r  __  cosu  cosy  —  sin  u  sin  y  —  ?  (cosu  sin  y  -+-  sint^  cosy). 
En   portant  dans    (19)  et  (20j,  on   obtient  les  formules  d'addition 
classiques 

cos  (w -h  y)  =  cos  u  cosy  —  sin  m  sin  y, 
sin  (m  -\-v)  =  cosu  siny  +  sinu  cosy. 

Périodicité.  —  La  formule  (16)  montre  que  e-  est  une  fonction  pério- 
dique, de  période  2j7:;  car 

çz-t-iir.  _.  gi+,(s,+ir)  _  gx[-gQg  y  _(_  2-)  H-  /  sin  (  //  -h  27:)]  ; 

ce  qui  est  égal  à 

e^  (cosy  -h  i  sin  y)  =  e'+'y  =:  c=. 

299.  Représentation  des  quantités  complexes  au  moyen  des  expo- 
nentielles. 

Une  quantité  complexe  :  z  =^  x  -\-  iy,  s'écrit,  sous  forme  trigonométrique, 
~  =^  ç,  (cos6  -}-  i  sinû), 
p  étant  le  module,  et  6  l'argument.  La  formule  (13)  permet  d'écrire  sous  forme  plus 
condensée, 

(21)  r=:pe'\        (p  =  module,    6  =  argument). 

En  particulier,  une  exponentielle  de  module  égal  ù  1  est  e''',  0  élaiit  son  argument. 
[iemarriue.  —  Soit  "/.  le  logarithme  népérien  du  module,  >  =  logo.  On  a 

p  =  e'-,         et        :=z  e'- . e'''  =  e'+  ' ' . 
Si  donc  on  pose,  w  =  '/. -j-  ib  =^  log p  -|-  t &,  on  a  :  • 

(22)  2  =  e'^ 

On  peut  donc  dire,  si  on  étend  aux  quantités  comple.xes  la  notion  de  logarithme, 
que  w  est  le  logarithme  de  r. 
C;e  logarithme  a,  du  rc-sle,  d'après  ce  qui  précède,  une  inlinilé  de  valeurs, 

ii'  =  logp-!- jfj, 
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puisque  0  n'est  (it-Iini  iiu'a  2I<~  prés.  Il  est  facile  de  vuir  ijuc  ce  suul  I -s  seules,  car 
si  on  pose.  dans,  l'éiiuation  (22),  w  =  u-\-iv,  elle  devient,  en  désif^nanl  par  Og  l'une 
des  déterminations  de  6, 

oe'''»  =e"  +  "  ;         p  (cosOu  +  i  siu6o)  =  e"  (cosu  +  '  sini-). 
Donc  e"  doit  être  le  module  de  r,  d'où  u  =  logp  =  >. ;  et  v  doit  être  l'un  des  ar;.'U- 
inenls,  d'où  v  ^=%-{-  2lin. 

On  a  donc,  en  définitive  : 

(2:<)  loge  =  logp  +  i(0o  +  2/C7I)  =  logp  +  ib. 

Ainsi  quand  on  définit  une  quantité  complexe  par  son  module  et  son  argument,  cela 
revient  à  introduire  le  logaritUm?  de  cette  quantité  co  nplexe.  Ce  logarithme  a  une  infinité 
de  déterminations,  formant  une  projress'on  arithmétique  illimitée,  de  raison  2(t. 

300.  Fonctions  circulaires  et  hyperboliques  d'une  variable  complexe. 
—  En  opérant  comme  pour  lexponenlielle,  un  peut  poser,  par  défini- 
lion,  pour  :  complexe, 

(24)      cos:.:^l-^  +  ,^--^-...+(-l)».^  .,_3'"\(^„^+..-, 

On  en  conclura,  par  le  calcul  du  numéro  298, 

(26)  cos: -f- *  sin:  =  e'^         cos:  —  isin3  =  e~"', 

(2/)  cos:^ ,         sin:^ ^. ; 


el,  par  suile,  toutes  les  propriél,és  des  fonctions  Irigonométriques 
(périodicité,  relation  entre  le  cosinus  et  le  sinus,  théorèmes  d'addi- 
tion) subsisteront. 

La  seule  vérification  nouvelle  à  faire  est  relative  à  la  périodicité. 

On  a,  par  exemple  : 

cosi:  +  2-)  = 2 = ^- = 

el  la  propriété  résulte  de  ce  que  l'exponentielle  a  elle  même  2(-  pour 
période. 

On  définira  de   même  les  fonctions   hyperboliques   d"une   variable 
complexe 

(28)  ch:.  =  l^    "' 


1.2   '    1.2.3.4       ■"       1.2. 3.  ..(2/jj    ' 

..1  ,5  -2)1+1 

(29j  sh:  = 


1    '   1.2.3   ■   1.2.3.4.5   '    '■•       1.2.3. ..(2«  +  l) 
ce  qui  revient  a  poser 

(30)  cli:  +  shr  =  r^         ch:  —  sh-  =  e  =, 
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OU,  coinmo  au  n"  100, 

(31)  cli:= -y ,         sli;=        ->" 

Les  calculs  du  nuuioro  101,  ilonnanl  la  relalion  entre  cli:  cl  sh:, 
el  les  formules  daddilion,  subsisteront  lels  quels. 

Helalioiis  entre  les  fondions  triijono)nctri<jues  circulaires  et  les  fonc- 
tions hi/perfioliqucs. 

L'analogie  des  formules  (US)  avec  celles  qui  délinissenl  le  cosinus  et 
le  sinus  hyperboliques  (n"  100,  formules  (2)),  est  manifeste;  ainsi  que 
l'analogie  des  calculs  qui  permettent  d'en  déduire  la  relation  entre  le 
cosinus  et  le  sinus,  et  les  formules  d'addition,  dans  l'un  et  l'autre  cas 
(n"  loi  el  n°  298). 

Le  lien  entre  les  deux  théories  des  fonctions  circulaires  et  des  fonc- 
tions hyperboliques,  sera  rendu  encore  plus  étroit  si  on  introduit  les 
variables  complexes. 

Les  formules  (27)  donnent,  en  ellet,  en  changeant  :  en  /':, 

p^' -\- e-             .    ,.  ,       e"' ■ — e-       .   *'"'  —  e  - 
cos(i:.)  = -, ^         sm  («:•)  =  — ^^ —  =  '• :; 


Donc 

(28)  ch:.  =  cos(i:),         sli  :  =— "4~  =  —  ;  sinlc). 

Enfin,  si  on  remplace  z  par  iz  dans  ces  formules,  et  si  on  lient 
compte  de  la  parité  du  cosinus,  et  de  Vimparilc  du  sinus,  on  a 

(29)  cos:^cir/:),         sin;  =  '     .— -  =  —  isli(i:). 

Ces  formules  (28)  el  (29)  expriment,  sous  la  forme  la  plus  simple,  la 
relation  récipro(iue  entre  les  fonctions  circulaires  et  les  fonctions 
liypeiboliques. 

Kn  fait,  ces  formules  montrent  que  les  fondions  circulaires  el 
hyperboliques  sont  des  cas  particuliers  des  mêmes  fonctions  analy- 
tiques ''. 

300'"'.  La  tangente  trigonométrique.  —  On  déduit  des  formules  (18), 
e'"  —  e-'«        1  e-'"  —  1       .    1  —  e-'" 


(1)  Si  on  consilère  les  fonctions  cosr  et  sinx,  elles  se  réduisent  aux  fonctions  cir- 
4"ulaires  cosx  el  sinj,  de  la  variable  réelle  x,  si  c  est  sur  l'axe  n-el,  (r  =  a;);  elles 
se  réduisent,  lorsf|ue  c  esl  sur  Taxe  imaginaire,  'z  =  (/).  aux  fondions  iiyperboliques, 
*i\\y  el  islij,  de  la  variable  réelle  y. 
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On   prendra  celle   formule  comme   définilion,    dans   le  cas   d'une 
variable  complexe, 

,  sinz       .1  —  e-'= 

°        ces  s        1-i-e-'- 

On  en  conclut,  au  moyen  de  la  formule  (3)  du  numéro  100, 

1 

lh:==^lg(M)=:  — j  tg(j:). 


EXERCICES   SUH    LE   CHAPITRE   XIV 

-1.  —  Calculer  (1  +?f .  \'  • 

2.  —  Calculer  (l  -f-  ')"  en  se  servant  de  la  forme  Irigonométrique  de 
celle  expression.  Même  question  pour  (lH-i\'3)". 

3.  —  Calculer  les  racines  carrées  x-\-tji  d'une  quantité  complexe 
a-hib,  eu  résolvant  le  système  en  x,  y  qui  équivaut  à  l'équation 
{x -\-yi]-=:  a-\-ih,  définissant  la  racine  carrée. 

A.  —  En  considérant  la  quantité  complexe.  1  =  cos2z  H- i  sin  2-. 
chercher  les  racines  de  l'équation  binôme  :"=1,  sous  la  forme 
:  =  p(cosO  +  !  sinO).  On  montrera  que  ces  racines  sont  les  affixes  des 
sommets  d'un  polygone  régulier  de  n  côtés. 

] j'i 

5.  —  De   la  formule  1 -r  s  4- «^ -+-...+:""'  = -s déduire  les 

\  —  : 

expressions  condensées  des  sommes 

1  -h  cos6  -+-  cos2ô  +  . . .  +  cos(n  —  1)0; 
sinO  +  sin20  h-  . . .  -t-  sin(»  —  1)0. 

6.  —  En  identifiant  les  deux  membres  de  la  formule 

F(z)i=A,(:  — c^)(:  — r,)  ...  (:  — c„) 
qui  donne  la  décomposition  d'un  polynôme 

.F(:)  =  A„:"-f-A,z'-i+  ...-hA„. 

conclure  les  formules  qui  donnent  la  somme  des  racines,  la  somme 
de-s  produits  des  racines  prises  deux  à  deux,  etc. 

A  A  A 

V  /.     -M  V  (.  c    fl2  y  ^  c«C    = — ^ 

-'0  -"*o  ■'^0 

C,C,  ...f„=:(-l)«^'. 
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7.  —  Appliquer  ces  l'ormules  à  Irtinalioii  z^ -\- }j:> -\- q  ^  0  \  ol  véri- 
litT  la  foiimile 

\j/   :    27»/-  =  —  {r,  —  c.f  (c,  —  c,)'-  (r,  —  c,)-*. 

S.  —  Uéduire  de  la  résolulion  algtl)ri(iue  de  i'equalion  z'"  —  1^0, 
en  interprétant  les  racines  imaginaires  (exercice  4).  les  apollièmes  et 
les  longueurs  des  côtés  des  pentagones  réguliers  inscrits  dans  un 
cercle  de  rayon  1. 


k^ 


k' 


où  /.'  est  une 


9.  —  Montrer  que  les  fonctions  //'==—,  /rz 

constante  réelle,  correspondent  à  une  inversion,  (ayant  pour  pôle 
l'origine  0.  et  pour  puissance  d'inversion  A:-. — A-,  respectivement), 
combinée  avec  une  symétrie  par  rapport  k  Taxe  réel. 

10.  —  Interpréter,  d'une  manière  analogue,  les  fonctions 

c  r  CZ  -h  c" 


w  = 


(C  =^ 


ou 


c,  c  ,  c 


sont  des  constantes  complexes. 
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